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Geschichte. 


Stohler, Hans: Ein Beitrag zur Geschichte der antiken Winkelmaße. Ele- 
mente Math. 6, 84—86 (1951). 

Winter, H. J. J. and W. Arafat: A statement on optical reflection and „refrac- 
tion‘ attributed to Nasır ud-Din at-Tusı. Isis 42, 138—142 (1951). 

Agostini, Amedeo: I baricentri trovati da Torricelli. Boll. Un. mat. Ital., 
III. Ser. 6, 149—159 (1951). 

In dieser verdienstvollen Studie gibt Verf. an Hand der in Torricellis Brief- 
wechsel (Opere III, Faenza 1919 Jabgedruckten Stücke eine Übersicht über die Arbeiten 
Torricellis zum Schwerpunktproblem, die durch Archimedes, L. Valerio (1604) 
und P. Guldin (1635) angeregt sind und seit 1642 erwähnt werden. Sie führen von 
dep Schwerpunktbestimmung der Kugelzone in freundschaftlich-wetteifernder Aus- 
einandersetzung mit een satt 1643) zur allgemeinen Schwerpunktregel in 


der Form £E : (a —£&) = f 270%: f (a— x) ydx (1646), die ihre interessanteste 


Anwendung am Dielkarper der Zykloide findet. Mit Recht wird die Unabhängigkeit 
Torricellis von Roberval hervorgehoben, der seit 1647 in unbegreiflicher Ver- 
blendung seinen Rivalen als Plagiator hinzustellen versuchte. 

Joseph Ehrenfried Hofmann. 

Carruceio, Ettore:e La matematica nel pensiero di Cartesio. Rivista Mat. 
Univ. Parma 2, 133—152 (1951). 

In diesem Vortrag, den Verf. zum Gedächtnis an Descartes in Turin, Rom 
und Bologna gehalten hat, wird vor allem die auf das Grundsätzliche gerichtete 
Tendenz bei Descartes hervorgehoben: umfassendes Wissenschaftssystem, Neu- 
bau der Mathematik durch Arithmetisierung der Geometrie, Beschränkung auf die 
Präzisionsmathematik des algebraisch Erfaßbaren. Die im speziellen von Des- 
cartes berührten Gegenstände dienen demgemäß nur zur Illustrierung dieser all- 
gemeinen Gesichtspunkte. Das Vorgebrachte wird durch zahlreiche Zitate und 
Literaturhinweise belegt. Joseph Ehrenfried Hofmann. 

Tenea, Luigi: Sulla risoluzione dei problemi di terzo grado eol metodo meeccanico 
di Guido Grandi. Boll. Un. mat. Ital., ILI. Ser. 6, 143—149 (1951). 

Der in Pisa wirkende Chmaldulenser Grandi (1671—1742) ist durch zahlreiche 
geometrische Arbeiten und seinen nur zu kleinen Teilen edierten umfangreichen 
mathematischen Briefwechsel bekannt. In der Korrespondenz mit Tommaso 
Ceva S.J (1648—1737) wird (seit 1700) eine gleichseitige Hyperbel aus einer mecha- 
nischen Fadenkonstruktion erzeugt und in den Flores geometrici, Florenz 1728, 

ital. ed. T. Narducei, Lucca 1729, zur geometrischen Auflösung jeder kubischen 
Gleichung (durch Schneiden mit einem Kreis) verwendet. Das war zwar schon 
seit Descartes (Geometrie, 1637) und Fermat (1637, Druck in den Varia opera, 
1679) nichts Neues mehr, ist aber in der Einzelausführung geschickt und eigenartig 
durchgeführt. Joseph Ehrenfried Hofmann. 

Hofmann, Jos. E.: Der junge Newton als Mathematiker (1665—1675). Math.- 
phys. Semesterber. 2, 45—70 (1951). 

Verf. hatte im ersten Teil seiner ‚Studien zur Vorgeschichte des Prioritäts- 
streits zwischen Leibniz und Newton um die Entdeckung der höheren Analysis‘ 
(Abh. Preuss. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl. 1943, 1—130, Nr. 2) eine eingehende 
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Darstellung der ersten Schaffensperiode Newtons unter Vorlage sämtlicher Belege- 
gegeben. Die vorliegende Abhandlung, die auf einem Vortrag beruht, den Verf. 
aus Anlaß des 300. Geburtstags Newtons am 12.1. 1943 im mathematischen Kol- 
loquium der Universität Berlin gehalten hat, gibt in gedrängter Form eine Dar- 
stellung von Newtons mathematischen Entdeckungen und Leistungen in dem 
Jahrzehnt von 1665-1675 unter Verwendung neuester Forschungsergebnisse des 
Verf. selbst u.a. Die Jugendarbeiten Newtons, die allerdings zum Teil erst ver- 
öffentlicht wurden, als sie längst überholt waren, enthalten in Verbindung mit dem 
Briefwechsel, den er mit fast allen großen Mathematikern seiner Zeit führte, die 
Keime der künftigen Entwicklung. Die Eigenart der damaligen wissenschaftlichen 
Arbeitsweise bringt es mit sich, daß Verf. auch auf die Arbeiten der großen Zeit- 
genossen eingehen muß; dabei ergibt sich manches Neue. Er bringt uns nicht nur 
die wissenschaftlichen Leistungen jener Zeit in moderner Form nahe, sondern geht 
auch auf die menschlichen Eigenschaften der behandelten Gelehrten ein, wobei 
sich zeigt, daß ein Genie nicht immer auch ein großer Mensch ist. In Verbindung 
mit den zahlreichen anderen Arbeiten des Verf. über die Entwicklung der Mathe- 
matik in der zweiten Hälfte des 17. Jahrhunderts zeigt auch die vorliegende Ab- 
handlung, daß damals viele neue Gedanken in der Luft lagen und in dieser oder 
jener Form durch große Geister ausgesprochen wurden. Eugen Löffler. 

Turnbull, H. W.: The discovery of the infinitesimal caleulus. Nature 167, 
1048—1050 (1951). 

In diesen drei Vorlesungen an der Universität London gibt Verf. einen kurzen 
Überblick über die Entdeckungsgeschichte des Calculus. Er bringt keine neuen 
Einzelheiten vor, wohl aber eine geschickte und auf das Allerwesentlichste zusammen- 
gedrängte Schilderung der Hauptphasen (Archimedes, die Oxforder und Pariser 
Nominalisten, Barock bis zu Newton, Gregory und Leibniz). 

Joseph Ehrenfried Hofmann. 

Agostini, Amedeo: Il eontributo italiano al sorgere dell’analisi infinitesimale. 
Archimede 3, 168&—173 (1951). 

Vollgraff, J. A.: Deux lettres de Christiaan Huygens. Arch. internat. Hist. 
Sci. 380, 634—637 (1951). 

_ Pelseneer, Jean: Une lettre inedite d’Euler & Rameau. Acad. roy. Belgique, 
Bull. Cl. Sci., V. Ser. 37, 480—482 (1951). 

Conte, Luigi: I fratelli Bernoulli e la plurisezione degli archi. Periodico Mat., 
1V. Ser. 29, 113—126 (1951). 

In den ersten Jahren des 18. Jahrhunderts beschäftigten sich die Mathematiker 
u.a. mit dem Problem, die goniometrischen Funktionen eines beliebigen Vielfachen 
eines Arguments & mittels einer Reihe oder eines Polynoms darzustellen. Verf. 
schildert den Wettstreit der Brüder Jakob und Johann Bernoulli, die bei dem 
Versuch der Quadratur der Zykloide auf dieses Problem gestoßen waren; er weist 
hin auf die Unbefangenheit, mit der sie die Reihen und das Imaginäre behandelten 
und gibt Anregungen didaktischer Art. An Hand der Originalarbeiten der beiden 
Brüder gibt er in moderner Darstellung einen Überblick über die bemerkenswerten 
Beiträge, die sie im Verlaufe von 20 Jahren zu dem Problem der Winkelteilung ge- 
liefert haben. Schließlich erwähnt er noch die aus derselben Zeit stammenden 
einschlägigen Arbeiten von I. Newton, J. Hermann und G.C. Fagnano. Die 
geschichtlichen Tatsachen, über welche die Arbeit berichtet, sind bekannt [vgl. 
z. B. Joh. Tropfke, Geschichte der Elementarmathematik V, 2. Aufl., S.59, Berlin 
1923, und G. Loria, Storia delle Matematiche III, S. 26, Turin 1933]. Ihr Wert liegt 
in der Darstellung des geistigen Ringens genialer Forscher um ein drängendes 
Problem. Eugen Löffler. 


Pelseneer, J.: Une lettre inedite de Cauehy. Arch. internat. Hist. Sci. 30, 
631—633 (1951). i 
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Schwartz, L.: Les mathömatiques en Franke pendant et aprös la guerre. Proc. 
Il. Canadian math. Coner. Vancouver 1949, 40—67 (1951). 
Zygmund, A.: Polish mathematies between the two wars. (1919-—39.) Proe. Sr 
II: Canadian math. Congr. Vancouver 1949, 3—9 (1951). 3% 
Bhabha, H. J.: Recent seientifie developments in India. Proc. II. En 
 math. Congr. Vancouver 1949, 42—44 (1951). 
Vaidyanathaswamy, R.: Mathematical researehes in Indian universities. Bull. 
Allahabad Univ. Math. Assoc. 15, 33—837 (1951). 
Jessen, Borge: Harald Bohr. 22. April 1887 — 22. Januar 1951. Mat Tidsskr. 
A 1951, 1—18 (1951) [Dänisch]. An: 
Neves Real, Luis: Kurt @ödel, die Grundlagenprobleme der Mathematik und En 
die Mengenlehre. Gaz. Mat., Be 12, Nr. 48, 1—8 (1951) [Portugiesisch]. Bo 
Ippolit Stepanovi® Gromeka (Zım hundertsten Geburtstag). Priklad. Math. 
Mech. 15, 393—395 (1951) [Russisch ]. Ber 
‘ Die wissenschaftlichen Arbeiten I. S. Gromekas. Priklad. Math. Mech. 15 
396—408 (1951) [Russisch ]. 
Mit Schriftenverzeichnis. 
‚ Conway, A. W.: Hamilton, his life, work, and influenee. Proc. II. Canadian 
inath. Congr. Vancouver 1949, 32—41 (1951). 
Delone (Delaunay), B. H.: Zum sechzigsten Geburtstag von Ivan Matveevit 
Vinogradov. Izvestija Akad. Nauk SSSR., % mat. 15, 385—394 (1951) [Russisch]. 
. Wissenschaftliche Würdigung mit ea 
_ Brahana, H. R.: George Abram Miller. Amer. math. Monthly 58, 447—449° 
(1951). 
Kolmogorov, A.N.: Ivan Georgeviö Petrovskij. (Zum fünfzigsten Geburts- 
tag.) Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 3 (43), 160—164 (1951) [Russisch ]. \ 
Mit finyeizeichiiie 
Chandrasekharan, K.: 8. S. Pillai. J. Indian math. Soe., n. Ser. 15, 1—10 \ 
(1951). # 
Wissenschaftliche Würdigung mit Schriftenverzeichnis. 
Lorch, E. R.: Joseph Fels Ritt. Bull. Amer. math. Soc. 57, 307—318 (1951). 
Wissenschaftliche Würdigung mit Schriftenverzeichnis. | 
Graf, Ulrich: Friedrich Sehilling. J.-Ber. Deutsch. Math.-Verein. 55, 1. Abt. 
124 (1951). | 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 
Halt”6n, Sören: What is a word? Theoria 17, 46—56 (1951). 


Der Terminus ‚„Wort“ ruft verschiedene Vorstellungen hervor und wird von verschiedenen 
Vorstellungen hervorgerufen. Unter diesen ist eine, die sozusagen durch den genannten Terminus 
ausgedrückt wird. Diese Vorstellung ist Gegenstand der Untersuchung des Verf. Er sucht ihre 
logische Struktur zu klären und zwar nicht dadurch, daß er eine genauere Vorstellung an ihre 
Stelle setzt. sondern dadurch, daß er eine auf die eigentlichen Eigenschaften dieser Vorstellung 
bezügliche Frage zu entscheiden sucht. Ausgehend von der Frage nach dem Wesen der. Worte, 
unterscheidet er zwischen dem Wort selbst und seinen verschiedenen Illustrationen. Diese sind 
von zweifacher Art: geschriebene oder gedruckte Konfigurationen und akustische Außerungen. 
Das Problem, das er sich gestellt hat, formuliert er so: „Welche Beziehung besteht zwischen dem 
Wort und seinen bildlichen und lautlichen Illustrationen ?‘““ Dieses logische Problem wird mit 
Hilfsmitteln der symbolischen Logik und unter Verwendung von Theorien untersucht, die 
B. Russell und ändere Forscher auf dem Gebiet der Logistik entwickelt haben. Die allgemeinen 
Ausführungen werden durch einige einfache Beispiele erläutert. Die Arbeit gehört mehr: ins 
Gebiet der Logik und der Psychologie als in das der Mathematik. Eugen Löffler. 


Riguet, Jaeques: Les relations de Ferrers. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1729 — 
1730 (1951). 


—ı 
Zweistellige Relationen R, für die RR'RCR. gilt (R’ die komplementäre, 
I6* 


4 
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R-! die konverse Relation), werden Ferrers-Relationen genannt. Ist R eine Ferrers- 
| ’ 

Relation, dann ist AN (r R' R) difunktionell. Weitere Untersuchungen werden 

angekündigt. Paul Lorenzen. 

Lukasiewiez, Jan: On variable funetors of propositional arguments. Proc. 
roy. Irish Acad., Sect. A 54, Nr. 2, 25—35 (1951). 

Verf. betont den Wert des von 8. Lesniewski [Fundam. Math. 14, 1—81 
(1929); S. 30, 31] eingeführten Gebrauchs von Funktorenvariablen im Aussagen- 
kalkül und gibt einige Beispiele: (1) Widerlegung einer von Aristoteles (Ana- 
lytica Priora I 13, 32 a 37) als gültig angenommenen Aussage von der Form 
CMpMNp (wenn p möglich ist, dann ist nicht-p möglich) unter wesentlicher 
Benutzung von CöpCöNpög, worin für den einstelligen variablen Funktor 6 M 
(es ist möglich, daß) eingesetzt wird. (2) Diskussion der Einsetzung für Funk- 
torenvariablen 6/4 ('), wobei „’“ anstatt einer Nennvariablen steht. (3) Für be- 
liebige Ausdrücke P, @ ist mit EPQ deduktionsgleich C'ö.PöQ, und hiermit C'ÖQÖP. 
Die durch eine Definitionsgleichung P =p:e@ angedeutete Ersetzbarkeit von P 
durch Q kommt unmittelbarer durch ein Axiom: C6öPöQ als durch eines: EPQ 
zum Ausdruck. (4) Aus CöC00C606p bzw. C60CÖCOOöp (,„O“ steht für das 
Falsche) — jede dieser Formeln ist unmittelbarer Ausdruck des Prinzips der Zwei- 
wertigkeit — ist durch Einsetzungen (p/H, ö/H(’)) und Abtrennung der ganze 
Aussagenkalkül zu gewinnen. (5) Beweis von (4) für Ausdrücke ohne ö durch be- 
weistechnische Nachbildung des Bewertungsverfahrens (am Beispiel OCCpqgpp). 

Gisbert Hasenjaeger. 

Meredith, €. A.: On an extended system of the propositional ealeulus. Proc. 
roy. Irish Acad., Sect. A 54, Nr. 3, 37—47 (1951). 

Anknüpfend an die Untersuchungen von J. Lukasiewicz (vgl. vorsteh. 
Referat) liefert Verf. Vollständigkeitsbeweise für zwei Systeme des Aussagenkalküls, 
die Funktorenvariablen enthalten: (1) Für das System mit den Konstanten C, O, 
freien Aussagenvariablen p und freien einstelligen Funktorenvariablen ö, mit der 
Abtrennungsregel für CO und den beiden Einsetzungsregeln (p/H, ö6/H(')) ist ein 
einziges (und zugleich ein kürzestes) Axiom C'ö60öp. (2) Wird das System durch 
Hinzunahme von // (für alle...) ergänzt (O ist dann definierbar durch //pp), mit 
den zusätzlichen Regeln: CH(x)@ —(CIIxzH(x)© und, wenn x nicht frei in ©: 
COH (x) — COITzH (x), (‚„„x““ steht für eine Aussagen- oder Funktoren-Variable), 
so ist Cööl/ppöp einziges Axiom. — Beweise durch schrittweise deduktionsgleiche 
Umformung des gegebenen Ausdrucks in eine Klasse von einfacheren, mit dem 
Ziel, {O}, {0, C00} oder {000} zu erhalten (der letzte Fall liefert einen Beweis). 
Die Schritte beruhen inhaltlich auf dem Prinzip der Zweiwertigkeit (also: p kann 2, 
ö kann 4 Werte annehmen); die Herleitungen der entsprechenden Theoreme aus 
dem Axiom sind ausgeführt. Gisbert Hasenjaeger. 

Rosser, J. B. and A. R. Turquette: Axiom schemes for m-valued funetional 
caleuli of first order. II. Deduetive completeness. J. symbolie Logie 16, 22—34 
(1951). 

In Teil I (dies. Zbl. 35, 5) wurden Axiomenschemata und Ableitungsregel 
für m-wertige Prädikatenkalküle der ersten Stufe eingeführt. Hier wird gezeigt, 
daß sich der Begriff der deduktiven Vollständigkeit auf diese Kalküle ausdehnen 
läßt. Zu diesem Zweck werden „analytische“ Formeln (d.h. identische oder all- 
gemeingültige Formeln) eingeführt. Die Definition ist so gehalten, daß sie mit dem 
üblichen Begriff übereinstimmt, falls m = 2, falls es sich also um die gewöhnliche 
zweiwertige Logik handelt. Es wird dann gezeigt, daß wenn eine Formel analytisch 
ist, sie in dem m-wertigen Kalkül beweisbar ist. Bei dem Vollständigkeitsbeweis 
wird die Verallgemeinerung des Gödelschen Beweises nur kurz angedeutet, während 
eine ausführlichere Darlegung der Verallgemeinerung des Henkinschen Beweises 
gegeben wird. Wilhelm Ackermann. 
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Rose, Alan: A new proof of a theorem of Dienes. Norsk mat. Tidsskr. 33, 
27—29 (1951). 

Die verbandstheoretische Konstruktion adäquater Matrizen für die 3-wertige 
Logik (dies. Zbl. 39, 6) wird auf die m-wertigen Logiken übertragen: Elemente 
sind alle (m — 1)-Tupel [P, 92... Pm] mit 9CP,C---Cp„_,) aus einem 
Booleschen Verband 3; die Funktionen sind auf eine naheliegende Art erklärt. 
In diesem Rahmen gibt Verf. einen neuen Beweis dafür, daß jede 2-wertige Iden- 
tität in Implikation (bzw. Alternative) und Negation über einer m-wertigen Matrix 


[f $ ai ae ol, {1}, max (2, y), 1— | stets Werte u annimmt. Die 


vom Verf. vorgesehene Allgemeinheit ist für den Beweis überflüssig, da ohne weiteres 
für ® die zweiwertige Matrix genommen werden kann. Gisbert Hasenjaeger. 

Rose, Alan: A lattice-theoretie characterisation of the s,-valued propositional 
caleulus. Math. Ann. 123, 285—287 (1951). 

Des Verf. verbandstheoretische Konstruktion von zusätzlichen Matrizen für 
die m-wertigen Logiken (vgl. vorsteh. Ref.) wird auf den x,-wertigen Aussagen- 
kalkül übertragen: R sei das abgeschlossene Intervall der rationalen Zahlen <0, 1), 
B ein Boolescher Verband, mit dem Einselement / und dem Nullelement 9, E und F 
seien Abbildungen von R in B mit der Eigenschaft E(r) C E(s), F(r) C F(s) 
urn = 8, Eu) Ele) ir ren, EM = L-Fl)- 9. Un) SL) 

R 


Ne 
A sei die Menge aller solcher Funktionenpaare [E, F], ® die Teilmenge von X mit 
E(l)=T!; c und r seien definiert durch: c ([E,, Fl, [E,, F5]) = [E, F,] mit 
Eber)= U (Hl-s)nHh(r-s)), N VCH des) MS 
seR se > 


ser ssr 
U (Eill—-s) [@) E,(r —s)); n ([E,F]) = [Eoo: Foo mit Don) = Zi 
seR 
ssr o 
de Bd=r): Dann ist [U, ®,c,n] eine adäquate Matrix für den Xy- 
wertigen Aussagenkalkül in Implikation und Negation mit einem ausgezeichneten 
Wert. Gisbert Hasenjaeger. 

Robinson, Raphael M.: Undeeidable rings. Trans. Amer. math. Soc. 70, 
137—159 (1951). 

Ausgehend von der bekannten Tatsache (vgl. Gödel, dies. Zbl. 2, 1; und andere), 
daß die Arithmetik der natürlichen Zahlen (A.n. Z.) unentscheidbar ist, d.h. daß es keine all- 
gemeine Methode gibt, um zu entscheiden, ob eine Behauptung über n. Z., enthaltend die Ad- 
dition (Add.), Multiplikation (Mult.) und die Begriffe des Prädikatenkalküls 1. Stufe mit Gleich- 
heit (PKG1), wahr oder falsch ist, untersucht Verf. neben anderem speziell Polynomringe 
(PR.) und Integritätsbereiche (IB.) mit Einselement (1 + 0) auf ihre Enntscheidbarkeit. Um die 
Unentscheidbarkeit von solchen Bereichen nachzuweisen, werden erstens arithmetische De- 
finitionen (a. D.) des Allgemeinbefriffs der n. Z. |meistens unter Verwendung von Hilfsbegriffen 
wie Teilbarkeit (Tbk.), Konstante (Kon.), Potenz (Pot.), ganze Zahl (g. 7.) ete.] angegeben, 
d.h. Äquivalenzen, in denen links n. Z. (x) und rechts Begriffe des PKG1, die im betrachteten 
Bereich erklärten Operationen und gebundene Variable über einem bestimmten Variabilitäts- 
bereich stehen. Zweitens definiert Verf. in gewissen Bereichen arithmetische Modelle der A.n.Z., 
d.h. er gibt a. D. für eine Menge von Bereichelementen und für zwei über diesen Elementen 
erklärte zweistellige Operationen, die der Add. und Mult. entsprechen, an. Die gesuchten a. D. 
werden unter Verwendung von elementaren und teilweise auch komplizierteren Sätzen der 
Zahlentheorie gewonnen und haben selbst meist eine ziemlich komplizierte Gestalt. Der Rahmen 
des Referats macht es unmöglich, auf die einzelnen Definitionsschritte besonders einzugehen. — 
Verf. definiert n. Z. (x) in jedem PR. über einem IB. von der Charakteristik 0 (CH. 0), in welchem 
Kon (2) (d.h. hier = ist ein konstantes Polynom) arithmetisch definierbar ist. Sei dies je nach 
dem zugrunde gelegten IB. bereits geschehen, dann lautet, um ein einfaches Beispiel zu geben, 
die Definition von n. 2. (x): 

n.Z.(2) <> (V u») {Kon (u) \v+0 N uwALn y) [Kon (y) \u+ ywou+y+ljpVy=al, 
worin also die a. D. von Kon (z) noch einzusetzen ist. (Es bedeutet: — nicht, V oder, N und, 
— impliziert, > äquivalent, \/ es existiert..., \ für alle...., w/v u ist Teiler von v.) Die Be- 
dingung der arithmetischen Definierbarkeit von Kon (x) trifft z. B. zu für jeden PR. über einen 
Körper (K.) der CH.0, ebenso für PR. über dem Ring (R.) der p-adischen Zahlen. Mit Hilfe 
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des Picardschen Satzes über den Wertbereich einer ganzen :nicht konstanten Funktion einer | 


komplexen Variablen läßt sich Kon (x) auch arithmetisch im R. der ganzen Funktionen de- 
finieren, Das Problem ist offen für den R. der analytischen, im Einheitskreis regulären Funk- 
tionen. Schließlich definiert Verf. (mit Hilfe des Begriffes der g. Z.)'n. Z. (=) in quadratischen R., 
d.h. R. der algebraischen g. Z. in einem quadratischen K., unter Verwendung des Hilfsbegriffs 
x ist Pot. einer Primzahl (Pz.) p (x Pot. p). — Bei der Konstruktion von Modellen der A.n. 2. 
wird vornehmlich die Menge der Potenzen einer Pz. p (pP, p!, p?,...) aus dem betrachteten R. 
oder IB. verwendet. Die Ringmult. dient im Modell als Add. Nach Tarski [J . symbolic Logic 
14, 76 (1949)] ist die Mult. in der A. n. Z. in Termen der Add. und Tbk. arithmetisch definierbar; 
somit ist es für die Modellkonstruktion nur noch erforderlich, für Tbk. eine a.D. zu finden; dies ge- 
schieht unter Verwendung einer a.D. von @ Pot.p. Damit x Pot. p arithmetisch ‘unter Ver- 
wendung von p selbst definierbar ist, werden hinreichende (kompliziertere) Bedingungen an- 
gegeben. Verf. exemplifiziert die allgemeinen Ergebnisse durch das Pz-modell im R. der g. 2. 
mit p = 5 (5, wie jede n. Z., ist arithmetisch definierbar). Wir haben also hier ein Modell mit 
a. D. für p. Liegt für » keine a. D. vor, dann ist es in manchen Fällen möglich, eine nicht leere 
Menge solcher passender p, d. h. eine Familie von Modellen — was jedoch im Hinblick auf die 
Formulierung zahlentheoretischer Behauptungen irrelevant ist — zu definieren. Mit dieser 
Methode erreicht Verf. den Nachweis der Unentscheidbarkeit von PR. über IB. beliebiger Ch., 
vorausgesetzt, daß Kon (x) arithmetisch definierbar ist. Die Bedingungen treffen zu, wenn der 
Basisring ein K. ist, oder der R. der algebraisch g. 7. in einem K. endlichen Grades über dem der 
rationalen Zahlen, und in anderen Fällen. [Es braucht jedoch nicht notwendig möglich zu sein, 
aus der Menge der Modelle eines eindeutig zu definieren, was Verf. an Hand eines PR. in zwei 
(oder mehreren) Variablen über einem endlichen K. zeigt.] Der allgemeine Satz, daß jeder PR, 
über einem beliebigen IB. unentscheidbar ist, ergibt sich (ohne Modellangabe) unter Zuhilfe- 
nahme eines Axiomsystems M mit den Primitivbegriffen 0, 1, ‚-, und endlich vielen Axiomen 
für die A.n.Z., das von Möstowski und Tarski [J. symbolic Logie 14, 75—76 (1949)] 
und J. Robinson (dies. Zbl. 34, 8) angegeben wurde und die Eigenschaft hat, daß keine wider- 
spruchsfreie Erweiterung von M entscheidbar ist. (M, ist eine Erweiterung von .M,, wenn jeder 
in M, beweisbare Satz auch in M, beweisbar ist und M, widerspruchsfrei ist.) Es wird gezeigt, 
daß, wenn ein solcher PR. entscheidbar wäre, sich die Eintscheidbarkeit auf M übertragen 
würde, was nicht der Fall sein kann. — Ferner konstruiert Verf. noch Modelle der A.n. Z. im R. 
der algebraisch g. Z. eines K. endlichen Grades über dem der rationalen Zahlen mit einer Fun- 
damentaleinheit. (Das Problem bleibt offen für R. mit mehreren Fundamentaleinheiten.) 
Damit wird die Unentscheidbarkeit für reell quadratische R., sowie für gewisse kubische und 
biquadratische R. gezeigt. Abschließend wird noch die Unentscheidbarkeit des R. der formalen 
‚Potenzreihen N c», a” mit Koeffizienten aus dem R. der g.Z., aus irgendeinem imaginär qua- 
dratischen R. und aus dem K. der rationalen Zahlen (unter Verwendung des Unentscheidbar- 
keitssatzes von J. Robinson (l. c.) gezeigt, indem durch Definition einer Äquivalenzrelation 
im R. der Potenzreihen Klassen solcher als Elemente des Modells dienen. Die Frage der 
Entscheidbarkeit bleibt offen für Koeffizientenbereiche, die für sich entscheidbar sind, z. B. 
für den K. der reellen Zahlen. Gert H. Müller. 

Robinson, Raphael M.: Arithmetical definability of field elements. J. symbolic 
Logie 16, 125—126 (1951). 

Es wird gezeigt, daß für die arithmetische Definierbarkeit (s. vorsteh. Referat) 
eines Elementes x in einem algebraischen Körper K über dem Körper der rationalen 
Zahlen R die Festhaltung von & unter allen Automorphismen von K (notwendig 
und) hinreichend ist. Es gibt dann Polynome f und g über R, so daß x = «x «> 
(Vy)lf(y)=0rx= g(y)|. Für den Beweis wird folgendes Lemma verwendet: 
Wenn a&E€K unter allen Automorphismen von K festbleibt, so gibt es einen Unter- 
körper K*C K mit xEe K* und von endlichem Grade über R, so daß jede iso- 
morphe Abbildung von K* auf einen Unterkörper von K «x festläßt. 

i Gert H. Müller. 

Markov, A.: Über ein unentseheidbares Problem, Matrizen betreffend. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 1089—1092 (1951) [Russisch]. 

Soit M, Vanneau des matrices carrdes d’ordre n A coefficients entiers. Etant 
donne les matricees U,U,,...,U,€eM, on dit que U est representable par 
U... O,lorsqu’il existel Si, <g..,„l <i,<g telsque U = U — 
Le probleme general de representation s’&nonce: Etant donne n, definir un algo- 
rithme permettant de decider pour tout systeme U, U,..„U,€M,„sSiU est ou 
non representable par U,,...,U,. Le probleme particulier de representation 
s’enonee: Etant donne U... U,€eM, definir un algorithme permettant de 


/ 
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‚deeider pour tout UEM,„ si U est ou non representable par Ua U I 
demontre, en utilisant ses recherches anterieures (ce Zbl. 30, 194, 37,297) que quel 
que soit n >6 il existe U,,.... U,€M,„ tels que le probleme partieulier de 
representation est non r&soluble (dans cet enonce on peut supposer q ind&pendent 
de n, en particulier prendre q = 102). Il en resulte que le probleme general de 
representation est non resoluble pour n > 6. Jacques Riguet. 

Ridder, J.: Formalistische Betrachtungen über intuitionistische und verwandte 
logische Systeme. V. VI. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 94—105, 169—177, 
Indagationes math. 13, 94—105, 169—177 (1951). 

Referat s. dies. Zbl. 40, 147. 

Lorenzen, Paul: Maß und Integral in der konstruktiven Analysis. Math. Z. 
54, 275—290 (1951). 

Die Arbeit stellt eine Fortführung der Überlegungen dar, die vom Verf. in einer 
früheren Arbeit (dies. Zbl. 42, 10; vgl. die dortige Besprechung) über den kon- 
struktiven Aufbau der Analysis angestellt wurden. Während dort auf die klassi- 
schen Definitionen von Grenzwert, Stetigkeit usw. eingegangen wurde, ordnet er 
hier die moderne Theorie von Maß und Integral, wie sie durch Lebesgue u.a. 
begründet wurde, in sein System ein. Es wird gezeigt, daß diese Theorie ohne weit- 
g@hende Änderung, ähnlich wie die klassische Analysis, in seinen konstruktiven 
Aufbau übernommen werden kann. In $$ 1—4 wird das Maß definiert und die 
Volladditivität bewiesen, in $$ 5—6 das Integral und seine Vollinearität eingeführt. 
Die Beweise erleiden gegenüber den üblichen nur geringfügige Modifikationen. 
Einen gewissen Widerspruch zur gewöhnlichen Theorie stellt die Tatsache dar, 
daß jede Menge das Maß 0 hat, da jede Menge beim Verf. abzählbar ist (vgl. die 
Besprechung der früheren Arbeit). Das hängt mit der Verengung zusammen, die 
der Mengenbegriff hier erfahren hat. Den Mengen der gewöhnlichen Theorie ent- 
‚sprechen hier nieht nur „Mengen“, sondern auch meßbare Hypermengen, Inter- 
valle usw., die im allgemeinen positives Maß haben. Das Vitalische Beispiel einer 
nieht meßbaren Menge liefert hier die Konstruktion einer nicht meßbaren Hyper- 
menge. An Stelle des Auswahlprinzips ist dabei von einer Hyperabzählung aller 
„reellen‘‘ Zahlen auszugehen. Wilhelm Ackermann. 

Cinguini, Silvio: L’analisi matematica come scienza eostruttiva. Periodico 
Mat., IV. Ser. 29, 57—78 (1951). 


Algebra und Zahlentheorie. 
Allgemeines. Kombinatorik: 


Sali6, H.: Über Abels Verallgemeinerung der binomischen Formel. Ber. Verh. 
Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, math.-naturw. Kl. 98, 17—22 (1951). 

Verf. vereinigt die von Abel [Oeuvres complets I (1881), p. 102; s.a. Netto, 
Lehrbuch der Combinatorik, 2. Aufl. 1927, S. 52] in Verallgemeinerung des bino- 
mischen Satzes gegebene Identität und mit ihr verwandte Formeln von Cauchy, 
J. L. V. Jensen und O. Hölder in einer einzigen und zeigt. daß die letztere Spezial- 
fall der folgenden Identität ist: 


(tar DI 3 (er arme lg Hrn 


; 
\ h I \e D Er g’ 
: (e, &’) > T v—e ld Pay MO, jr e bo Dee Dur. ye\?® 
39; — on , ee Eu ”. en Te 
alt Fonm’,r (a, b) = = u Im’ + v \ mv Du ) { 


len 
4 Sal 2 tiv 2 ap N 2V fd 
&,€E =(0 oder 1; m, m’, r positiv ganz. Erich Schönhardt. 
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Milo$evid, Kovina: Sur un problöme de Piza. Bull. Soc. Math. Phys. Mace- 
doine 2, 25—28 und französ. Zusammenfassg. ee (1951) Br 


Es seien n und %k natürliche Zahlen, S, (n, k) = = vk, S,,1(n,k) = = 8, k)- 


Verf. löst die von P. A. Pizä& in Amer. math. Monthly 57, 119 (1950) lee Auf- 
gabe, zu zeigen, daß S,(n, k) in bezug auf n ein Be vom Grade p + k ist. 
B,„ seien die Bernoullischen Zahlen [Br BD, = 01. 00, — u Azur 
I<#s <k, gen tp—- 1m a fürchten pp 1 Die Polynome 


Ei t ß 
Ht berechnen sich aus der Identität I] (as + %&&s) = oe H! x‘. Dann ergibt 
E o—ıl = 


sieh [( 7) = a 


p+k q—1 . e 
ER Y en ED Der Iz 
(p—1)!8, ee ner u p2 ei ( en ) p+k—1 
Vgl. auch eine frühere Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 39, 247). 
H. L. Schmid. 


Rodeja F., E. 6.-: Note on a lemma of A. W. Goodman. Proc. Amer. math. Soc. 
2, 314—317 (1951). 
Sind die Zahlen F,, voneinander verschieden und die @„,= 0, so gilt für 


nik 1 
N m—1l 
2 de. [6 Te na) =0 


m=%k sel al 


Für F „= „= m erhält man en (Gm: 0=(#) ke) — 022, Ka Tur Fr en 


G,„ = m ergeben sich Gleichungen von Goodman (dies. Zbl. 31, 353). In engem 
Anschluß an Goodman leitet Verf. seine Verallgemeinerung durch einen Deter- 
minantenkalkül ab. Gunnar af Hällström. 

Riordan, John: Triangular permutation numbers. Proc. Amer. math. Soc. 2, 
429—432 (1951). 

Die Anzahl derjenigen Permutationen a,,...,a, der Zahlen von 1 bis n, 
welche x Lesakte (readings) erfordern, d.h. für welche das System a,-%,=]1, 
y<z genau © — 1 Lösungen hat, heiße r (x, rn). Verf. zeigt mittels erzeugender 
Funktionen die Rekursionsformel r (zn +1) = xr (vn) +(n— x -+2)r(x—1,n). 

j R. Sprague. 

Sade, Albert: An omission in Norton’s list of 7 x % squares. Ann. math. 
Statistics 22, 306—307 (1951). 

Für die Anzahl der lateinischen Quadrate 7. Ordnung hatte Verf. ein um 14112 
höheres Ergebnis gefunden als H.W.Norton. Er zeigt hier, daß diese Differenz. 
genau die Anzahl der Glieder einer von Norton übersehenen 147. Gattung ist. 

R. Sprague. 
Lineare Algebra. Polynome. Formen. Invariantentheorie: 


e Sierpinski, Waeclaw: Grundlagen der höheren Algebra. Mit einem Anhang 
von A. Mostowski: Abriß der Galoisschen Theorie. (Monografie Matematyezne XI.) 
Warszawa-Wroctaw: Nakladem Polskiego Towarzystwa Matematycznego 1951. VIII, 
435 p. [Polnisch ]. 

Le livre donne un expose des notions fondamentales de l’Algebre superieure. 
Sauf quelques renvois aux livres et p6riodiques les dem onstren. sont effectudes. 
dans le livre lui-m&me. L’exposition est claire et el&mentaire; un nombre assez 
grand d’exereices munis de resultats et quelques fois en sont bien & 
leur place. L’index de matiere facilite ’usage du livre (e’est dommage que les AA. 
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ne mentionnent — au moins dans les definitions — des expressions internationales 
des termes en usage tels que: quotient, polynöme, complexe etc.) La methode des 
„eracoviens‘‘ de Banachiewicz et applications de ceux-ci aux systemes d’&quations 
lineaires sont exposes d’une facon bien elaire (rappelons que la definition des cra- 
coviens ne differe de la definition des matrices que par la regle de multiplication 
celle-ei Etant faite colonne par colonne). — On ne fait aucun usage de vecteurs! — 
On se rend compte de la disposition du livre de la liste des chapitres et du nombre 
de pages qu’ils occupent et que voiei: I. Permutations: 1—6; II. Determinants: 
7—36 (les pages 35, 36 contiennent la methode de Banachiewiez de caleul des deter- 
minants en les representant comme produit de deux determinants triangulaires du 
meme ordre de maniere que les termes au-dessous de la diagonale principale soient 
nuls); III. Equations lingaires: 37—61 (non complets); IV. Substitutions lineaires: 
62—65; V. Matrices 66—80 (trop peu); VI. Nombres complexes: 81-97; 
VII. Theoreme fondamental d’algebre: 98—101; VIII. Polynömes: 102—156; 
IX. Polynömes symmetriques: 157—168; X. Equations de degr& 2, 3 et 4: 169— 
198; XI. Equation de division du cercle: 199—209 (on considere les cas n = 3, 
7,8,9,10,17); XII. Nombres algebriques: 210—223; XIII. Corps de nombres: 
224—240; XIV. Quelques impossibilites: 241—253; XV. Systeme de deux &qua- 
tions algebriques: 254—264; XVI. Caleul numerique des racines: 265—279; 
XVII. Theorie des op£erations binajres: 280—298; XVIII. Substitutions: 298 — 
305; XIX. Groupes: 306—347; XX. Corps: 348—370; Le suppl&ment: Esquisse 
de la Theorie de Galois: 371—429 due & A. Mostowski se compose de deux cha- 
pitres: I. Groupe de Galois: 370—398 (corps quelconques!) et II. Applications 
aux equations algebriques: 399—429. Georges Kurepa. 

Scherk, Peter and Michael Kwizak: What are tensors? Amer. math. Monthly 
58, 297—305 (1951). 

Sehr elementare Einleitung in die Vektor- und Tensoralgebra in Anlehnung 
an die beiden Bücher von Bourbaki: Algebre lineaire, Algebre multilineaire 
(Paris 1947, 1948, dies. Zbl. 30, 290, 39, 259). Roland W. Weitzenböck. 

Aquaro, Giovanni: Una dimostrazione del teorema di Cramer indipendente 
dalla teoria dei determinanti. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 6, 240—245 (1951). 

Ore, Oystein: Some studies on cyelie determinants. Duke Math. J. 18, 
343—354 (1951). 

Eine n-reihige zyklische Determinante C(ay @p;---,@,_,) ist ein Polynom 
n-ten Grades in den Elementen a, der ersten Zeile. Verf. gibt eine allgemeine Formel 
für die Koeffizienten dieses Polynoms. In ihr muß über gewisse Partitionen des 
Gewichtes des betreffenden Gliedes summiert werden, in einigen spezielleren Fällen 
ergeben sich aber einfache Ausdrücke und es gelingt z. B. leicht, alle Koeffizienten 
im Falle n = 7 auszurechnen. Für die Fälle, daß nur die ersten drei oder die ersten 
vier der a4,+(0 sind, werden die Polynome explizit angegeben. Im allgemeinen 
Falle werden Sätze über die Summen gewisser Koeffizienten aufgestellt, z. B.: 
Die Summe der Koeffizienten aller Glieder, die nur a, bis a,_, enthalten, ist 1, falls 
(r,n) = 1 ist, sonst 0; die Summe aller Koeffizienten ist 0. Für prime n werden 
auch Kongruenzen für © mod rn und mod n? abgeleitet. — Besteht zwischen den 
a, eine Rekursion k-ter Ordnung, so läßt sich € bis auf einen einfachen Faktor als 
Quotient zweier n-reihiger zyklischer Determinanten darstellen, in denen nur die 
ersten k Elemente ungleich Null sind. Ähnlich wie dieser Satz ergibt sich auch: 
Genügen die a, einer Rekursionsformel %k-ter Ordnung und ist p Primzahl, so hat 
die Kongruenz ,+qa,%+:::+ a, ,xP? = ( (mod p) höchstens k—1 Wurzeln 
die mod p nicht =0 oder =]1 sind. Gustav Lochs. 

Andree, R. V.: Computation of the inverse of a matrix. Amer. math. Monthly 
58, 87—92 (1951). 


Ist A eine nichtsinguläre n-reihige quadratische Matrix, dann kann A durch 


v 
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elementare Danlenmangen in die Einheitsmatrix T übergeführt werden, und es gibt 
daher zwei nichtsinguläre Matrizen P und Q, so dß PAQ=I ist. Stets ist 
dann Q P= A-!, wo A-! die zu A inverse Matrix bedeutet. Verf. konstruiert 
solche Matten P, Q, indem er gemäß der Beziehung 


ee 


die 2n-reihige Matrix I = durch elementare Umformungen so umgestaltet, daß 


ER i NZ | 
dabei A in J übergeht. Die eben erwähnte 2n-reihige Matrix geht dabei in (5 0) 


über, woraus P und Q unmittelbar abgelesen werden können. Das sich durch be- 
merkenswerte Einfachheit auszeichnende Verfahren wird am Schluß durch ein 
Beispiel erläutert, sowie durch einige Bemerkungen über die praktische Durch- 
führung der numerischen Rechnung. W. Quade. 

Parodi, Maurice: Sur la formation de matrices definies positives. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 232, 2390—2392 (1951). 

eier Benutzung eines Satzes von Ostrowski [Bull. Sci. math., II. Ser. 61, 
19— 32 (1937); dies. Zbl. 16, 3] wird eine obere Grenze der Variationen »,, für die 
a a,, einer positiv definiten Matrix angegeben, derart, daß auch die Matrix 
(Q,; 1 95) positiv definit bleibt. Werner Schmeidler. 

“ Parodi, Maurice: Sur Pirreduetibilite du polynome caracteristique de matrices 
earrdes rögulieres A elöments entiers sur le eorps des nombres rationnels. Ann. Soc. 
Sci. Bruxelles, I. Ser. 65, 15—24 (1951). 

Die an eine Arbeit von A. Brauer [Duke math. J. 13, 387—395 (1946)] an- 
schließenden Ergebnisse des Verf. (dies. Zbl. 38, 10) werden hier weitergeführt. — 
Der Bereich der charakteristischen Werte einer quadratischen regulären Matrix 
A = (a,,) n-ter Ordnung ist die Punktmenge der Kreise |a,,— 2| = = la;;| 

ij 


(,5=1,2,...,n). Das charakteristische Polynom von A mit ganzen Elementen 
ist irreduzibel, wenn eine quadratische reguläre Matrix Ü' = (c,,) n-ter Ordnung 
mit reellen Klementen sich so bestimmen läßt, daß der Bereich der charakteristi- 
schen Werte der Matrix B=(b,)=C-1AC aus n—1 Kreisen innerhalb des 
Einheitskreises und aus einem außerhalb desselben besteht. Hinreichende Be- 
dingungen der Irreduzibilität des charakteristischen Polynoms der Matrix A sind also 


N 
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— Das bekannte Perronsche Irreduzibilitätskriterium eine spezielle Folgerung 
dieses Kriteriums. Gyula S2.-Nagy. 

. Parodi, Maurice: Compl&ments A un travail sur la stabilite. J. Phys. Radium 
12, 665—666 (1951). 
In einer früheren Note (dies. Zbl. 32, 103, 473) hat Verf. aus einem Sr Hada- 
mards hinreichende Bedingungen dafür hergeleitet, daß sämtliche Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung einer quadratischen Matrix mit reellen Elementen 
nicht-positive Realteile haben. Mit den gleichen Hilfsmitteln werden nunmehr 
zwei Ergänzungen für spezielle, in der Elektrizitätslehre auftretende ‚Matrizen mit- 
geteilt. Herbert Bilharz. 

Afriat, 8. N.: An iterative process for the numerieal determination of eharac- 

teristie values of certain matriees. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 2, 121—122 
(1951). 


Ist A= (a,,) eine Hermitesche Matrix, die eine der Bedingungen R,: 
a — Sun) en = \@.x.| + 5 lau: | bei festem » für jedes u =»... erfüllt, so 
“=Ev == am; 


enthält der Kreis |? —a,,|< N (Qu genau einen Eigenwert von A in seinem 
EV 
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_ Innern. Hierauf gründet Verf. ein iteratives Rechenverfahren für Eigenwerte 
solcher Hermitescher Matrizen, die eine Bedingung R, erfüllen, dessen Genauigkeit 


durch Fehlerabschätzung näher bestimmt werden kann. Wilhelm Specht. 


Parker, W. V.: Characteristie roots and field of values of a matrix. Bull. 
Amer. math. Soc. 5%, 103—108 (1951). 

Verf. gibt eine kurze Übersicht der Ergebnisse über Abschätzung des Werte- 
"vorrats einer komplexen Matrix (insbesondere der Eigenwerte), die seit dem Be- 
richt von E.T. Browne [Amer. math. Monthly 46, 252—265 (1939); dies. Zbl. 21, 
99)] von verschiedenen Verfassern, vor allem A. Brauer [Duke math. J. 13, 387—395 
(1946) und dies. Zbl. 29, 337, 31, 244] gewonnen wurden. Wilhelm Specht. 


- Brenner, J. L.: Polynomial parametrizations. Amer. math. Monthly 58, 
327—329 (1951). 

R bezeichne einen Integritätsbereich, in dem der Satz von der eindeutigen 
Primfaktorzerlegung gilt, f(x, y) sei ein homogenes Polynom vom Grade m aus dem 
Polynomring R[x, y]. Ferner mögen nichtkonstante Polynome P(t), Q(t) aus 
R|t]| existieren, derart daß f(P(t),Q(t)) eine von Null verschiedene Konstante 


| {aus R) ist. Dann ist notwendig f(x, y) =a (bx—cy)®. Hat also die Gleichung 


Fe 


fa}y) =h mit hER eine Parameterlösung x = P(t), y=@(t), so hat sie auch 
eine solche in linearen Polynomen. — Hieraus ergibt sich insbesondere: f(x, y) sei 
ganzzahliges Polynom der Diskriminante D und nicht von der Form a(b x — c y)". 
Dann besitzt die Kongruenz f(x, y) =k (modp) mit k +0 nur für eine endliche 
Anzahl von Primzahlen p (p|Dk) Parameterlösungen z2=x(),y=y(t).. — 
C', sei der Restklassenkörper mod p. Dann ist jede zweireihige orthogonale Matrix 
mit Elementen aus dem Ring C, [t] für p >2 notwendig eine konstante Matrix, 
iI+4p » 
1+p» 
p=p(t), aus C, [ti] orthogonal sind. Wilhelm Specht. 

Thursten, H. S.: A simplified technique for a Tschirnhaus transformatien. 
Amer. math. Monthly 58, 483—484 (1951). 

Popov, B. S.: Sur une &quation algebrique. Bull. Soc. Math. Phys. Macedoine 
2, 3—10 und französ. Zusammenfassg. 11—15 (1951) [Serbisch ]. 

Foulkes, H. O.: The new multiplieation of S-funetions. J. London math. 
Soc. 26, 132—139 (1951). 

Die hier betrachtete Multiplikation von S-Funktionen {A} ist die von D. RE. 
Littlewood (The theory of group characters and the matrix representation of 
groups, Oxford 1950, 2ded., 206; dies. Zbl. 38, 165) eingeführte Operation, die das 
symbolische Produkt {}} ® fu} als eine Summe von S-Funktionen ausdrückt. 
Das Symbol {2} bedeutet immer die S-Funktion, die der „Partition“ (A) der ganzen 
Zahl m entspricht. Die wirkliche Ausführung des Produktes bietet Schwierigkeiten. 
J. A. Todd (dies. Zbl. 34, 160) hat eine Methode angegeben, um {m} ® 8, zu be- 
rechnen; dieses Produkt ist ein besonderer Fall des vorigen, da 5, = 2& 
(i=1,2,...,m) als eine Summe von S-Funktionen folgendermaßen ausgedrückt 
werden kann: S,= {rt — {r—1,1}+ a Ka 8 A Na {12 Verf.sber 


während für p=2 genau die Matrizen ( ) mit beliebigem Polynom 


" rechnet hier {m} ® S, durch eine einfachere Methode, welche weder die Kenntnis 


von Gruppencharakteren noch diejenige der ähnlichen Produkte {m —1}® S,, 


{m} & S,_, voraussetzt. Diese Methode ist eine Anwendung der bekannten Formel: 


1a S,=XEr&s...&, und der ebenfalls bekannten Eigenschaften der kon- 
jugierten S-Funktionen. Da {m} und {1”} konjugiert sind, erhält man aus den obi- 
gen Ausdrücken von 8, und von {1”} & 8, sofort {m} ® S,. Es folgt die Behand- 
lung des Beispiels {3} & S, und dann die Diskussion des allgemeinen Falles in 
seinen Einzelheiten. Diese Diskussion zeigt, daß die im Produkt {m} ® 8, er- 
scheinenden S-Funktionen in verschiedene Gruppen verteilt werden können, so 
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daß jede Gruppe mit einer Partition von m in nicht mehr als r Teilen verbunden 
wird. Eugenio Giuseppe Togliatti. 
Brauer, Alfred: On the irredueibility of polynomials with large third coeffi- |) 
eient. I. Amer. J. Math. 73, 717—20 (1951). | 
Fortsetzung einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 35, 9). Das folgende 
Hauptresultat wird bewiesen: Es sei f(x)=#"+a, RE „4 Q, (a, + 0) 
ein ganzzahliges Polynom. Es seien ferner m und m* die Minima der partiellen 
Summen der Reihen 0+9, +%+:::-:+a, und O -g, + — :+(-1)*a,- 
Dann ist f(x) irreduzibel im Körper der rationalen Zahlen, wenn 9,> |1+a,| = 
lan + a3| + la,| + |ag + + |a,! und wenn eine von den folgenden Bedin- 
gungen erfüllt ist: (1)a, >4aj + |m*| fürn >2 und a,>0; (2) >10 + 


: 1 —2 
|m| fürn > 2 und a,<0; () la.|<3; (4) esist |a,| >27(,;) a! +n— 2}? 


+ (Fi )tlel +n—-2+ ( für mindestens einen Wert von v (v=2. | 
v— || 


SEN). Trygve Nagell. 


Orsinger, Heinz: Zur Konstruktion von Trägheitsformen als Koeffizienten 
algebraischer Gleichungen. Math. Nachr. 6, 355—370 (1951). 

Verf. betrachtet r Formen y, von n Variablen: 9, = fe(&1; - - -; %,); die Ko- 
effizienten seien Unbestimmte a, über einem Körper k, der Grad von f, sei g.. Der 
aus k durch Adjunktion aller a, und %, bzw. aller a, und x, entstehende Körper 
werde mit K(y) bzw. K(x) bezeichnet. Dann ist K(x) ein Oberkörper über X (y). 
Für r<n ist er transzendent; fürr=n ist er algebraisch vom Grad g, :::9,; 
und jedes x, ist ein primitives Element. Das war bekannt. Verf. untersucht nun 


den Fall r > n, wobei dann die y, nicht mehr unabhängig voneinander sind. Natür- | 


lich ist X (x) erst recht algebraisch über X (y), aber von welchem Grad ? Verf. findet, 
daß dieser Grad d gleich dem g. g. T. der Gradzahlen g, ist und daß jedes x, primitives 
Element ist, während die d-ten Potenzen der x, sogar dem Körper K(y) selbst 
angehören. Dieser Hauptsatz gilt zunächst, wenn der Körper k die Charakteristik 
0 hat, vielfach aber auch mit gleichem Beweis bei Primzahlcharakteristik p, z. B. 
dann, wenn wenigstens n der Gradzahlen g, prim zu p sind. "Aus dem Hauptsatz 
wird sodann ein kürzlich vom Ref. auf anderm Weg gefundener Satz über die Ab- 
hängigkeit von Polynomen [S.-Ber. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. Mün- 
chen 1950, 117—130 (1951)] erneut gewonnen. Weiterhin befaßt sich Verf. mit den 
zwischen den %, bestehenden Relationen und findet insbesondere, daß alle Koeffi- 
zienten einer solchen Relation Trägheitsformen des Ideals (y,,. . ., y,) sind; ebenso 
gewisse Koeffizienten in Relationen, die außer den y, auch die x, in gewisser Weise 
explizit enthalten. Am Schluß wird unabhängig von dem Vorausgehenden für den 
Fall n = 2 ein Resultantensystem der r Formen aufgestellt in Gestalt von Deter- 
minanten einer Sylvesterschen Matrix. Oskar Perron. 


Seebach, Karl: Über ein vollständiges System von Bewegungsinvarianten der 
Hyperflächen zweiter Ordnung im R„. S.-Ber. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. 
München 1950, 143—155 (1951). 


. .. . ” . . . N 
Eine Hypertläche zweiter Ordnung im affinen R, mit der Gleichung N a, 8,0 
0 Y 


(X, = 1) in Cartesischen Koordinaten x, &% . . ., x, läßt sich durch eine Bewegung 
in eine der beiden Normalformen transformieren: 22 +:::-+4,2- E=0, 
A224 +4,22+2E2,,= 0. Verf. gibt die explizite Berechnung für die Größe HE 
und nennt — abweichend von der in der Invariantentheorie üblichen Bezeichnungs- 
weise — r, R,A,,.. .,A, und Kein „vollständiges“ System von Bewegungsinvarianten. 
R ist hierbei der Rang der Matrix ||a,,||. Auch der Begriff „‚geränderte‘“ Matrix 
weicht von dem üblichen ab. Roland W. Weitzenböck. 
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Iseki, Kiyoshi: Strueture of speeial ordered loops. Portugaliae Math. 10, 


81-83 (1951). 


Es sei A eine angeordnete, additiv geschriebene Quasigruppe mit neutralem 


‘ Element 0. Für natürliche Zahlen n und z€e A wird nx rekursiv durch nx = 


7 
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(r—1)2e+x 1x=x definiert. a€ A heißt archimedisch, wenn 4 >0 gilt 
und zu jedem be A eine natürliche Zahl n mit na >b vorhanden ist. Falls jedes 
Element >0 von A archimedisch ist, heißt A selbst archimedisch. Es werden dann 
die nicht sehr tief liegenden Sätze bewiesen: Besitzt A ein kleinstes Element > 0, 
welches zudem archimedisch ist, so ist A eine zyklische Gruppe; A ist archimedisch, 
wenn jede nichtleere abzählbare beschränkte Teilmenge eine obere und eine untere 
Grenze besitzt (bedingt o-vollständig); A ist archimedisch, wenn in A jeder Dede- 
kindsche Schnitt ein Schnittelement besitzt, und daher auch, wenn A bez. der 
Intervalltopologie zusammenhängend ist. Günter Pickert. 


Bruck, R. H.: On a theorem of R. Moufang. Proc. Amer. math. Soc. 2, 144— 
145 (1951). 

„R.Moufang (dies. Zbl. 10, 4) hat bewiesen, daß für ein Loop Z, in dem die 
Identität zy-z22=(x:y2)x erfüllt ist, der folgende Satz gilt: Wenn für drei 
feste Elemente a,b,c aus L die Beziehung ab-c=a-bc gilt, so ist das von 
a,b,c erzeugte Unterloop assoziativ. Verf. gibt einen ziemlich einfachen Beweis 
dieses Satzes unter der zusätzlichen Voraussetzung, daß Z kommutativ ist. 

Ewald Burger. 

Thierrin, Gabriel: Sur une condition nöcessaire et suffisante pour qu’un semi- 
groupe soit un groupe. C©. r. Acad. Sci., Paris 232, 376—378 (1951). 

L’A. demontre que la condition suivante est necessaire et suffisante pour 
qu’un semi-groupe S soit un groupe: pour tout zES, il ya un el&ment «’ES, 
tel que z2’2z = x. Cette condition (C) n’est pas suffisante dans un demigroupe, 
car .elle n’entraine pas la regle de simplification. [Remarque: La condition (C) 
exprime que x possede dans S un inverse relatif au sens de J. vonNeumann, 
Proc. nat. Acad. Sei. USA 22, 707—713 (1936); ce Zbl. 15, 388]. 

Leonce Lesieur. 

Stoll, R. R.: Homomorphisms of a semigroup onto a group. Amer. J. Math. 
73, 475—481 (1951). 

S bezeichne eine Halbgruppe, G eine Gruppe; aus dieser entsteht G@* durch 
Hinzufügung von O (mit 06 =0 = GO). Es wird für festes S und beliebiges @ die 
Gesamtheit der Homomorphismen S—>@G und S—G* untersucht. Mit Hilfe 
einer Methode von P. Dubreil [M&m. Acad. Sei. Inst. France, Ser. II 63, 1—52 
(1941); dies. Zbl. 26, 196] wird folgendes gezeigt. Ist U eine Halbuntergruppe von 
S, die der Bedingung genügt, daß mit abc und ac immer auch 5 zu U gehört, so 
liefert U eine Zerlegung von S in Kongruenzklassen. R sei die Menge der Elemente 
a von S, für de Sam U leer ist. Dann ist R entweder leer (dann schreibt man 
U = N) oder ein Primideal von S (dann: U = N*). Die Kongruenzklassen von 


: N bilden eine Gruppe @G, die von N* eine @* mit Rals Nullelement. Jeder Homomor- 


phismus SG ($S —G*) läßt sich in dieser Weise durch ein N (ein N*) erzeugen. 
Die teilweise geordnete Menge der N (der N*) ist zur Menge der entsprechenden 
Homomorphismen anti-isomorph. Weiterhin werden Beispiele von Halbgruppen S 
gegeben, in denen es ein minimales N (minimales N*) gibt, d.h. eine maximale 
Bildgruppe (Bildgruppe erweitert durch O) existiert. Für den Fall, daß S vollständig 
einfach im Sinne von Rees (Proc. Cambridge philos. Soc. 36, 387—400 (1940), 


R dies. Zbl. 28, 4) ist und kein Nullelement enthält, wird eine hinreichende Bedingung 


für die Existenz einer maximalen Bildgruppe nachgewiesen. 


Friedrich Wilhelm Levi. 
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Teissier, Marianne: Sur les 6quivalences regulieres dans les demi-groupes. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1987—1989 (1951). 

Es sei D eine Halbgruppe und A eine beliebige Untermenge von D. Verf. 
untersucht diejenigen regulären Äquivalenzrelationen in D, für welche A unteilbar. 
d.h. in einer Aquivalenzklasse enthalten ist, und beweist einen Isomorphiesatz. 
Ferner werden solche reguläre Äquivalenzrelationen betrachtet, für welche A Ver- 
einigung von einigen Äquivalenzklassen ist. Ladislaus Fuchs. 

Vilenkin, N. Ja.: Verallgemeinerte Normalteiler. Uspechi mat. Nauk b, Nr. 4 
(44), 160—161 (1951) [Russisch ]. 

Reed, Irving $.: A general isomorphism theorem for factor groups. Math. 
Mag. 24, 191—194 (1951). 

Der Zassenhaussche Viergruppensatz (Lehrbuch der Gruppentheorie, Leipzig 
und Berlin 1937, 8.51; dies. Zbl. 18, 9) wird zu einem Satz über ein System von 
Untergruppen einer Gruppe @: X,SU,CG, i=1,2,...,n, verallgemeinert.. 
worin jedes X, Normalteiler in U, sein soll. Die Faktorgruppe 


BAUS al, 


ist isomorph mit allen Faktorgruppen 


E I (ER, EN Un KR D,) IR 
2 (US 0n):2:.(U, 0 ...N BERE N . 


Dieser Satz läßt sich benutzen, um eine besondere Art von Verfeinerungen einer 
Normalkette von @ zu konstruieren. Eine solche Verfeinerung heißt ‚„Verbands- 


Verfeinerung‘ (lattice-refinement), wenn es einen Verband V von Untergruppen - 


von @ gibt mit der Eigenschaft, daß jede Kette in Y eine Verfeinerung der ursprüng- 
lichen Normalkette bedeutet. Die Verbandsoperationen sind dabei üblicherweise 
als Enthaltensein definiert. Franz Wever. 

Dinkines, Flora: Semi-automorphisms of symmetrie and alternating groups. 
Proc. Amer. math. Soc. 2, 478—486 (1951). ‚ 

Un semi-automorphisme d’un groupe @ est une correspondance (1 — 1) de@ 
sur @ telle que: a) u>u'; et P) aba —a'b’a’. Un groupe G est dit SA quand 
tout semi-automorphisme de @ est un automorphisme direct ou inverse de ce groupe. 
Dans cette Note, I’A. d&montre que le groupe symeötrique et le groupe alterne, 
de degre quelconque (fini ou infini) sont des groupes SA. On 6nonce aussi sans 
demonstration que le SL, (K) est un SA, K 6tant un corps arbitraire. 

German Ancochea. 

Piecard, Sophie: Les bases du groupe symötrique dont Pune des substitutions 
est un eyele du sixi&me ordre. Commentarii math. Helvet. 25, 91—130 (1951). 

L’A. a deja publie> deux volumes et de nombreux m&moires sur la question des 
bases du groupe symötrique et du groupe alterne ou d’autres groupes de substitu- 
tions partieuliers. Soit n un entier > 6; soit ©, le groupe symötrique des n el&öments 
1,2,...,n. Il existe des couples S, T de substitutions de ©, qui engendrent le 
groupe entier. — Le but de son present m&moire est la recherche de toutes les bases 
Se du groupe ©, dont l’une des substitutions est un cycle du sixi&me ordre. Elle 
examine dabord tous les groupes que peuvent engendrer deux cycles connexes 
du sixieme ordre, c’est-ä-dire deux cycles du sixieme ordre qui ont au moins un 
element commun. Elle d&montre que si un groupe primitif de substitutions @ con- 
tient deux eyeles eonnexes et imprimitifs indöpendants du sixieme ordre, @ est le 
groupe symötrique des substitutions des el&ments permutes. Cette proposition, 


interessante en soi, lui est utile dans son &tude ulterieure. Elle examine ensuite les 


groupes que peut engendrer un systeme connexe et primitif quelcongue de 
cycles du sixieme ordre (definitions ei-dessous) et en deduit les critöres permettant 


2 


955 


de discerner toutes les bases du groupe ©, dont l’une des substitutions est un cycle 


du sixieme ordre.- 


Un systeme de cycles qui permutent un ensemble Z d’el&ments est dit connexe s’il n’existe 
aucun sous-ensemble propre #, de E compose& de la totalit& des elöments de certains cycles du 
systeme envisage. Un systeme connexe de cycles est dit primitif s’ilest impossible de d&composer 
V’ensemble E des el&ments permutes par les differents eycles du systöme en une somme dk >2 
sous-ensembles E,,...,E, tes ue: ,=B,= -E,22, BE, =0 si+, E=E, 
+2; +:''+ E, et que. quels que soient les indicesöietj (L<i,j<k, et quel que soit le 
cycle © du systeme envisage, si Ü transforme au moins un el&ment de Z, en un &l&ment de E,, 
alors Ü transforme tout l’ensemble Z, en H,, et le systeme est dit imprimitif dans le cas contraire.. 


Le symbole 2 designe la puissance de l’ensemble Z,. S. Bays. 
Szele, Tibor: Gruppentheoretische Beziehungen bei gewissen Ringkonstruktionen. 
Math. Z. 45, 168—180 (1951). 
Verf. setzt hier seine Untersuchung des Problems fort, auf welche Arten sich 
eine abelsche Gruppe zur Additionsgruppe eines Ringes machen läßt. Er zeigt, 
daß eine abelsche Gruppe dann und nur dann Additionsgruppe eines und im wesent- 
lichen nur eines nicht trivialen Ringes ist, wenn sie eine der folgenden Strukturen 
hat: (a) Additionsgruppe der rationalen Zahlen; (b) zyklische Gruppe der Ord- 
nung ?; (c) direkte Summe einer zyklischen Gruppe der Ordnung p und von Grup- 
peh vom Typ p% mit »,=+ 7; (d) direkte Summe einer zyklischen Gruppe der 
Ordnung p und einer torsionsfreien Gruppe B, de B=»pB erfüllt und sich nur 
auf triviale Art zum Ring machen läßt. Weiter definiert Verf. die „Nilstufe‘“ s einer 


abelschen Gruppe A durch folgende Bedingungen: für jeden über A definierten 


Ring gilt As+!= 0, während sich über A ein Ring definieren läßt, der. 4% + 0 
erfüllt. Torsionsgruppen besitzen keine von 1 verschiedenen Nilstufen; es gibt 
torsionsfreie Gruppen mit vorgegebener Nilstufe s >21; und es gibt gemischte 
Gruppen mit vorgegebener Nilstufe s >1. Reinhold Baer. 
Chevalley, ©. and E. Kolehin: Two proofs of a theorem on algebraie groups. 


* Proc. Amer. msth. Soc. 2, 126—134 (1951). 


In dieser Arbeit wird die Charakterisierung algebraischer Gruppen von (n x n)-Matrizen 
mit Hilfe von Invarianzmengen in gewissen Ringen untersucht. (n x n)-Matrizen mit Koeffi- 
zienten aus einem unendlichen Körper K können als Endomorphismen eines Vektorraumes 
V/K hinsichtlich einer fest gewählten Basis aufgefaßt werden. Fine Funktion F(x,,..., x) 
(zu € V) mit Werten in K heißt eine Polynomfunktion, wenn sie sich als Polynom über K in 
den n-m Koordinaten der Vektoren x,,..., 2, schreiben läßt. Die Polynomfunktionen von 
m Argumenten bilden einen Ring o,„. Der Ring o,, kann zu seinem @Quotientenkörper erweitert 
werden, der mit Si, bezeichnet wird. Ist s eine invertierbare Matrix, so kann man s einen Auto- 
morphismus »(s) von o„ vermöge der Vorschrift n(s) F (x, ..., 2) = FP(8%,...,8%,) zu- 
ordnen, und dieser Automorphismus kann zu einem Automorphismus von NR, erweitert werden, 
der ebenfalls mit 7(s) bezeichnet wird. @ sei nun eine Gruppe von (n x n)-Matrizen. Ein Ele- 
ment REN, heißt eine (rationale) Invariante von @, wenn für jedes se @ gilt: n(s) R= R. 
Ein Element PE€o,, heißt eine Semiinvariante von @, wenn eine Funktion M|G mit Werten 
in K existiert, so daß für alle se@ gilt n(s) P= M(s) P. M heißt Gewichtsfunktion von P. 
R ist dann und nur dann eine rationale Invariante von @G, wenn R sich als Quotient zweier 
Semiinvarianten mit gleichen Gewichtsfunktionen darstellen läßt. Jede (n x n)-Matrix kann 
als Aggregat von n Vektoren aus V aufgefaßt werden. Jedes FE v, läßt sich daher auch als 
Polynomfunktion dieser Matrizen deuten. Eine Matrizengruppe heißt eine algebraische Gruppe, 
wenn ihre Elemente s durch ein Gleichungssystem der Form F(s) = 0 mit Polynomfunktionen 
F charakterisiert werden können. E sei eine Teilmenge von v,,. Alle invertierbaren Matrizen s 
mit 7(s) R= R für jedes REE bilden dann eine algebraische Gruppe. Ebenfalls bilden für 
eine Teilmenge E’ o,, alle invertierbaren Matrizen s mit der Eigenschaft, daß für alle PeE 
n(s)P ein skalares Vielfaches von P ist, eine algebraische Gruppe. Das Hauptergebnis der vor- 
liegenden Arbeit ist nun der Bewies der folgenden beiden Sätze, die eine gewisse Umkehrung 
des soeben beschriebenen Sachverhaltes liefern: (1) Ist @ eine algebraische Gruppe von (n x n)- 
Matrizen, so gibt es stets eine endliche Teilmenge # C W,, so daß @ aus allen denjenigen invertier- 
baren Matrizen s besteht, für die n(s) R= ER bei allen RE E gilt. (2) Ebenfalls existiert eine 
Menge E’  o,„ derart, daß@ aus allen invertierbaren Matrizen s besteht, deren zugehöriger Auto: 
morphismus n(s) alle Elemente P £ E’ auf ein Skalarvielfaches abbildet. Für beide Sätze werden 
zwei verschiedene Beweise gegeben. Der erste Beweis ist unabhängig von der Charakteristik 
des Grundkörpers, während der zweite nur für den Fall der Charakteristik Null gilt. Trotz 


_ dieser Beschränkung besitzt der zweite Beweis ein selbständiges Interesse, weil er die vorliegende 


= 
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Fragestellung mit der algebraischen Theorie der Differentialgleichungen in Verbindung bringt. 
Als ion des zweiten Satzes wird am Schluß der Arbeit ein Satz über die Darstellungen 
algebraischer Matrizengruppen bewiesen. Hans Joachim Kowalsky. 


Stanton, R. G.: The Mathieu groups. Canadian J. Math. 3, 164—174 (1951). 

Unter den bekannten einfachen Gruppen gibt es fünf Ausnahmegruppen, die 
Mathieuschen Gruppen, die sich nicht in Familien unendlich vieler einordnen lassen. 
Nach Witt [Abh. math. Sem. Univ. Hamburg12, 256—264 (1938) ; dies. Zbl. 19, 251] 
sind dies die Gruppen M;, und M,, der Steinerschen Systeme © (5, 6,12) und 
& (5, 8,24) und drei weitere, die sich als deren Untergruppen definieren lassen. — 
Verf. beweist, daß die Gruppen M,, und Ms, die einzigen einfachen Gruppen von 
den Ordnungen m, = 95040 und m,, = 244823040 sind. Als Permutations- 
gruppen von 12 bzw. 24 Symbolen sind beide Gruppen doppelt transitiv. — Zum 
Beweise wird die Theorie der Modulardarstellungen einer endlichen Gruppe nach 
Brauer herangezogen. Die Gruppenalgebra J’ einer endlichen Gruppe & über einem 
Körper K der Charakteristik p ist halbeinfach wie bei Charakteristik 0, wenn p 
nieht in der Gruppenordnung g von ® enthalten ist. Ist p Teiler von g, dann ist 
T' nicht mehr halbeinfach und die gewöhnlichen irreduziblen Darstellungen zer- 
fallen in modular-irreduzible Darstellungen. Für jede Primzahl p in g lassen sich 
p-Blöcke bilden. Es wird kurz über zugehörige Charaktere berichtet. Dabei ergibt 
sich, daß die Charakterentafeln für einfache Gruppen der Ordnungen m,, und my4 
eindeutig bestimmt sind. Daraus folgt die Behauptung. Doppelte Transivität er- 
gibt sich durch Diskussion von Untergruppen. Franz Wever. 

Steinberg, Robert: The representations of GL(3,g), GL(4.9), PGL(3, g), 
and PGL(4,g). Canadian J. Math. 3, 225—235 (1951). 

Bestimmung der irreduziblen Charaktere der vollen und der projektiven line- 
aren Gruppe in 3 und 4 Dimensionen über dem Galoisfeld GF(g) mit Hilfe klassi- 
scher Methoden von Frobenius (Übergang von einer Untergruppe zur vollen 
Gruppe und umgekehrt) und unter Benutzung einfacher Eigenschaften der zuge- 
hörigen projektiven Geometrien. Zuerst werden die (bekannten) Charaktere in 
2 Dimensionen hergeleitet, dann vollständig diejenigen in 3 und zuletzt mehr sum- 
marisch diejenigen in 4 Dimensionen; die Einzelheiten hierüber findet man in des 
Verf. Thesis (Univ. of Toronto Library). Hermann Boerner. 


Dieudonne, Jean: On the automorphisms of the elassical groups. — With a 
supplement by Loo-Keng Hua. Mem. Amer. math. Soc. Nr. 2, VIII, 122 p. (1951). 

Comme continuation de ses etudes sur la structure des groupes classiques, dans le sens de 
H. Weyl, sur corps arbitraires [Bull. Soc. Math. France 74, 59—68 (1946) et ce Zbl. 28, 339, 
37, 13] PA. considere ici la determination des automorphismes des groupes en question (une 
partie des resultats avait &et& annoncee, sans demonstrations, v. ce Zbl. 29, 6-7). En dehors 
du cas classique, corps reel ou complexe, le resultat general plus important obtenu jusqu’au 
present c’6tait celui dü & Schreier et van der Waerden [Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 
6, 303—322 (1928)] concernant les automorphismes du PSL (X), K e&tant un corps commutatif 


> 
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quelconque. Dans le present memoire, P’A. resout le problöme en general pour tous les groupes 


classiques sur corps arbitraires, sauf pour les cas des groupes orthogonaux et unitaires dont la 
forme fondamentale (respectivement quadratique et hermitienne) a son indice d’inertie (de Witt) 
nul, cas qui s’etaient deja montres rebelles & la determination de la structure, et sauf aussi pour 
d’autres cas particuliers qui ressortiront au cours de ce rapport. Les methodes employees, pure- 
ment algebriques, reposent sur la consideration des transformations involutives du groupe 
correspondant et sur la facon dont les automorphismes transforment l’ensemble (invariant) de ces 
involutions. De telle sorte que la plupart des cas exceptionnels, outre de ces signales explicitemeut 
plus haut, resultent soit de l’ignorance otı l’on est au sujet de ces involutions soit parce quU’on 
n’est pas arrive ä les caracteriser par des proprietes intrins&ques dans le groupe. La consideration 
des transformations involutives avait &et& deja utilisee par E. Cartan & propos du m&me pro- 
bleme ‘dans les cas classiques des PGL, (K) et PGL(K) et aussi par G. W. Mackey [Ann. of 
Math., II. Ser. 43, 244—260 (1942)] pour la determination d’un espace vectoriel norme donne 
par le groupe de ses automorphismes. A ce memoire de Mackey I’A. emprunte, en particulier, 
la technique des „minimal pairs‘“ [un pair d’involutions (2,n— 2) est dit minimal quand, ayant 
le m&me sous-espace (n — 2)-dim., ses sous-espaces 2-dim. ont en commun un espace 1-dim., 
ou bien, ayant le m&me sous-espace 2-dim., ses sous-espaces (n — 2)-dim. ont un espace (n— 3)- 


dim. en commun]; tandis que, par l’usage que fait l’A. des centralisateurs des involutions, ses 
methodes se rattachent & ceux de Schreier-van der Waerden. Le resultat general auquel on 
arrive est le suivant: Les automorphismes des groupes classiques consideres sont, en general, 
du type u > p(u) gug”!, oü g est une transformation semi-lineaire (1 — 1) de l’espace vectoriel 
E dans lequel opere le groupe et W— p(u) une representation du groupe dans son centre. Pour 
les cas GL„(K) et SL,,(K) ilfaut ajouter encore des automorphismes de la forme u — p(u) hühT, 
ou h est une transformation semi-lineaire (1 — 1) de l’espace #*, dual de E, dans E et ü la trans- 
formation contragrediente de u. — Dans les cas des groupes classiques finis traites (presque tous 
les existants) les resultats obtenus confirment la conjecture de Schreier selon laquelle, pour 
tout groupe fini simple G, le groupe quotient A/G du groupe A des automorphismes de @ par 
rapport a @ est resoluble. — Pour donner une idee precise sur les cas consideres ainsi que sur 
la nature du corps X de base dans chaque cas, voici quelques indications sur le contenu des 
differents Chapitres: I. Introduction. — II.—V. Automorphismes de GL,(K), PGL,(K), 
SL,(K) et PSL,(K), n>3, K corps gauche quelconque; sauf pour quelques types des 
SL,(K) et PSL,(K). — VI—IX. Automorphismes de Sp,„(K) et PSp,(K), K commutatif 
quelconque; et isomorphismes entre les PSp;„(K) et les PSL,(K’) et X,, ou X, est le groupe 
alterne de degre r. — X.— XII. Automorphismes de O,(K, fJ),n > 3; O;(K, fJ,n > 5; PO„(K, f) 
et PO; (K, fJ), n pair > 4; K commutatif de caracteristique + 2, f forme quadratique d’indice 
>1. — X1IlIl.—XIV. Automorphismes de PQ,(K,fJ, n>6, K fini de caracteristique + 2 
et pour 2 pair > 10, K fini de caracteristique 2. — XV. Isomorphismes entre PQ,(K,f) et 
PSL,(K’), PSp,(K’) ou W,, X fini. — XVI—XVI. Automorphismes de U,(K, f) et U;(K, f), 
n > 3, K commutatif de caracteristique = 2, f forme hermitienne d’indice > 1. — XVIII. Auto- 
morphismes de U,(K,fJ, n< 3, K gauche reflexif de caracteristique = 2, f forme hermitienne 
d’zndice > 1. — XIX. —XX. Automorphismes de PU+(K),n< 3, K fini. — XXI. Isomorphis- 
mes entre PU;(K) et PSL,(K’), PSp,.(K’), PQ„(K’,f) ou U, K fini. — XXII. Probl&ömes 
non resolus. — Dans le dernier Chapitre I’A. signale des probl&mes qui se rapportent non seu- 
lement aux automorphismes mais aussi a la determination de la structure; en outre il y fait 
remarquer le contraste qui existe entre les resultats generaux communs & tous les groupes et 
la diversite des methodes employees dans les differents cas, ce qui l’am&ne & constater l’etat 
peu satisfaisant de la theorie des groupes classiques et ä souhaiter la recherche de nouvelles 
methodes susceptibles de donner un traitement unifie pour tous les cas. — Dans le supplement 
L.K. Hua, qui dans un autre travail (voir ce Zbl. 32, 105) avait deja determine les automorphis- 
mes du Sp,(X), K commutatif de caracteristigque + 2, resout quelques uns des problemes 
laisses sans reponse par Dieudonne. Voiei ses resultats: Pour GL,(K), K gauche quelconque, 
si on represent les elements du groupe par des matrices, les automorphismes sont des types 
A—gp(A) PA’P, A—g(A) PA") P’', ot p(A) est une representation du groupe dans 
le centre de K, P un element du groupe, A’-1 ’inverse de la transformee de A, o et 0’ respective- 
ment un automorphisme et un antiautomorphisme de X. — Tout automorphisme de PuL,(K) 
est induit par un automorphisme de GL,(K). — Pour les groupes S1#(K) et PSL#(K), obtenus 
par l’application successive de la separation harmonique et qui jouent un röle important en 
geometrie projective de la droite, Hua obtient des resultats analogues aux precedents. — Pour 
>L,(K), K gauche de caracteristique + 2, tout automorphisme est une restriction d’un auto- 
morphisme de GL,(K); et de möme pour PSL,(K) en rapport avec PGL}(K). — Ü’est pour 
les O+ (K, f), K commutatif de caracteristique = 2, f forme quadratique d’indice 2, que se pre- 
sentent des automorphismes d’un type essentiellement nouveau lesquels dependent de certaines 
autorepresentations p(a) du groupe multiplicatif de X telles que 9%(a) = a’/a, ot r est un auto- 
morphisme de K. — La methode suivie par Hua utilise uniquement le calcul de matrices. 
German Ancochea. 


Rickart, €. E.: Isomorphie groups. of linear transformations. II. Amer. J. 
Math. 73, 697—"16 (1951). 

(Part I. v. ce Zbl. 37, 201.) L’A. determine dans ce travail les automorphismes 
du groupe symplectique Sp,(K) et des groupes unitaires U,(K,f); dans ces der- 
niers, K est un corps (commutatif ou non) de caracteristique + 2, ayant plus de 3 
el&ments, et muni d’une involution; le groupe orthogonal est inclus comme cas 
partieulier. La dimension n est toujours supposee > 6, mais peut &tre infinie; en 
outre, les möthodes de l’A. lui donnent aussi tous les isomorphismes d’un U, (K, f) 
sur un U,(K’,f’) (et l’analogue pour les groupes symplectiques, ou pour le cas de 
dimension infinie). Les progres par rapport aux r6sultats du rapporteur (v. rapport 
pree&dent) sont considerables: tous les groupes unitaires et orthogonaux sont 
traites d’un seul coup, le corps X n’est pas suppos& reflexif, on a ä la fois automor- 
phismes et isomorphismes, et enfin la forme f peut &tre d’indice 0. Ces progres sont düs 
A une caracterisation tres simple des involutions minimales (i. e. dont un des sous- 
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espaces a la plus petite dimension) dans les groupes consider6s ; l’idee est la m&me que 


dans le travail anterieur de l’A. (part I) sur les automorphismes du groupe lineaire 
general, et se rattache & la technique des ‚„couples minimaux‘“ de Mackey: pour 
tout ensemble S d’involutions, soit c (S) l’ensemble des involutions qui commutent 
avec tous les 6l&ments de S. On remarque alors que si, pour deux involutions T,. 
T, o(T,, T,) designe le nombre d’elements de c (c (T,, T,));, le maximum de 
o(T,, T,) lorsque T, parcourt toutes les involutions commutant avec T,, a une 


valeur o lorsque T\ n’est pas minimale, et 30 lorsque T, est minimale. Cela fait. 


le reste de la d&monstration suit les voies habituelles. Il serait interessant de gene- 
raliser cette methode pour les groupes O-+(K,f) et UH(K,f) (K commutatif) 
ainsi que pour les groupes projectifs. Jean Dieudonne. 

Ritt, J. F.: Differential groups of order two. Ann. of Math., II. Ser. 53, 
491 —519 (1951). 

Die Theorie der ‚‚differential groups‘ (d. g.) wurde vom Verf. bereits in zwei vorangehenden 
Arbeiten entwickelt (dies. Zbl. 37, 185; 38, 168; zur Definition und Terminologie vgl. dies. Zbl. 38, 
168). Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit spezielleren Untersuchungen; und zwar handelt 
es sich um die Klassifizierung aller ‚‚d. g.’s‘‘ der Ordnung 2. Dabei wird über den Koeffizienten- 
körper F noch die zusätzliche Voraussetzung gemacht, daß er 1. algebraisch abgeschlossen ist, 
und daß 2. zu jedem c€F ein zweites Element aus F existiert, dessen logarithmische Ablei- 
tung gleich c ist. Eine Übersicht über die außerordentlich komplizierten Verhältnisse wird 
durch Einführung eines geeigneten Äquivalenzbegriffes ermöglicht: Verf. nennt: zwei ‚‚d. g.’s“ 
äquivalent, wenn sie durch gewisse (reversible) Differentialtransformationen ineinander über- 
geführt werden können. Sind nun die Strukturelemente einer gegebenen ‚‚d. g.“ & nicht alle 
gleich Null, so kann & in einen „reduzierten“ Typ äquivalent überführt werden, der sich durch 
eine besondere Struktur der Terme zweiten Grades auszeichnet. Ebenfalls mit Hilfe der Terme 
zweiten Grades werden die Begriffe ‚Gewicht‘ und ‚Höhe‘ definiert. Die Gesamtheit aller- 
reduzierten ‚‚d. g.’s‘“ zerfällt hinsichtlich der erwähnten Äquivalenz in Klassen, und innerhalb- 
jeder solchen Klasse werden die ‚„‚d. g.’s““ mit kleinstem Gewicht und kleinster Höhe als ‚‚mini- 
male d.g.’s“ bezeichnet. In den nachfolgenden Untersuchungen wird dann stets mit solchen 
minimalen ‚d.g.’s‘“ gearbeitet. Die Klassifizierung selbst erfolgt mittels sehr langwieriger 
Rechnungen und komplizierter Fallunterscheidungen. Als Ergebnis gewinat Verf. eine Ein- 


teilung der ‚‚d. g.’s“ in 13 Typen. Die ersten drei Typen werden als endliche Typen bezeichnet . 


und stehen mit den Lieschen Gruppen in Zusammenhang. Die weiteren Typen werden Sub- 
stitutionstypen genannt. Mehrere Typen hängen jedoch noch von einem Parameter ab. Die 
einzelnen Klassen werden durch Angabe von Repräsentanten charakterisiert. Der erste end- 
liche Typ wird von den ‚‚d. g.’s“ mit verschwindenden Strukturkonstanten gelieiert. Die letzten 
sechs Substitutionstypen nehmen eine Sonderstellung ein und gehören zu ‚‚d. g.’s“‘, die vom Verf. 
als „singulär‘‘ bezeichnet werden. Den Abschluß der Arbeıt bildet der Nachweis, daß die an- 
gegebenen Typen tatsächlich zu verschiedenen Aquivalenzklassen gehören. 
x Hans Joachim Kowalsky. 

Siebenthal, Jean de: Sur les sous-groupes de rang un des groupes de Lie elos. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1892—1893 (1951). 

Completant une Note anterieure (ce Zbl. 36, 156), ’A. determine tous les sous- 
groupes & trois parametres non abeliens g contenus dans un groupe de Lie compact @: 
il suffit pour cela d’indiquer les g non contenus dans un des sous-groupes de G ayant 
mö&me rang que G@, puisque ces derniers sont connus (A. Borel et J. de Siebenthal, 


ce Zbl. 34, 307). A leur sujet on a les rösultats suivants: A un automorphisme in- 


terieur pres un seul contient un el&ment regulier de @, c’est le sous-groupe principal 
introduit dans la Note precedente, quant A ceux qui sont formes d’el&ments singu- 
liers de@, ilyena(k — 1) dans D,, et D,,,,, 1, (resp. 2) dans Z,, (resp. E, et B,), 
et aucun dans les autres groupes simples. L’A. donne ensuite quelgues ne 
sur la methode de d&monstration, qui repose principalement sur la theorie infini- 
tesimale. Il termine par une repr&sentation graphique simple de ses resultats 
utilisant le graphe de l’angle polyedre fondamental de @. — Errata: On reetifie 
aisement les references aux notes de bas de pages; p. 1893, ligne 19, lire j& (i,,ö Io): 
remplacer la Fig. A par: OR 


R 
I} N 


Armand Borel. 


3. .e 
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Matsushima, Yozö: On a type of subgroups of a compact Lie group. Nagoya 
math. J. 2, 1—15 (1951). 

L’A. se propose la recherche des sous-groupes H d’un groupe de Lie 
compact connexe G tels que les quotients @/H aient m&me cohomologie röelle 
qu’une sphere de dimension impaire. Dans ce cas, H est non homologue & 
zero et rangG = (rang H + 1) (et r&ciproquement); ce rösultat, attribus & 
Kudo par l’A., se deduit aussi d’un theoreme de J.L. Koszul (ce Zbl. 39, 
29, Theoreme 18.4). L’A. montre ensuite quil suffit de considerer le cas 
ou @ est simple; la d&monstration suit en partie celle par laquelle D. Montgomery 
et H. Samelson ont 6tabli une proposition analogue lorsque @/H est une sphere 
|Ann. of Math., II. Ser. 44, 454—470 (1943)]. Il etudie alors les groupes classiques 
et etablit qu’& un nombre fini d’exceptions &ventuelles pres, on n’a que les fibrations 
bien connues A,/A,» C,/Cyı: D./Bn-ı (spheres) et B,/B,_, (varietes de Stiefel); 
pour les groupes orthogonaux, cela est tir& du M&moire de Montgomery et Samelson 
precite. Pour es l’A. signale que le probleme n’a pas de solutions dans les 
quatre derniers groupes exceptionnels d’apres Yen Chih Ta, ce Zbl. 34, 18. — 
Je rapp. remarque que l’on peut traiter le probleme plus completement en utilisant 
les caracteres des groupes classiques; on voit alors que ]’on peut substituer n >3 
aylx inegalites n >28 et n>5 des theoremes II et III, qu’il ya dans B, et D, 
2 classes de sous-groupes du type B, repondant & la question, et qu’il s’ajoute & la 
liste donnee plus haut la fibration B,/@,. Indiquons enfin qu’en utilisant des re&- 
sultats de J. de Siebenthal (ce Zbl. 36, 156 et rapport pr&ced.) on trouve dans @, 
quatre classes de sous-groupes H. Armand Borel. 

Gotö, Morikuni and Hidehiko Yamabe: On some properties of locally compaet 
groups with no small subgroup. Nagoya math. J. 2, 29—33 (1951). 

Le resultat principal contenu dans ce travail est le Th. 2: Soit @ un groupe 
localement compact ne possedant pas de sous-groupes arbitrairement petits et soit 
L un sous-groupe invariant ferme de @; si Z est un group de Lie, alors le groupe 
G/L ne possede pas de sous-groupes arbitrairement petits. D’autres resultats en 
relation avec des travaux de differents auteurs (Iwasawa, Kuranishi) sont in- 
diques. Jean Riss. 


Yamabe, Hidehiko: On a locally eompaect group with a neighbourhood in- 
variant under the inner-automorphisms. Proc. Japan Acad. 27, Nr. 
(1951). 

Extension of a theorem of H. Freudenthal [Ann. of Math., II. Ser. 37, 57—75 
(1936) ; this Zbl. 13, 202]: I£@G is a locally compact connected group with a compact 
neighbourhood of the identity which is invariant under all inner automorphisms of G, 
then there exists a compact normal divisor N of @ such that G/N is a direet product 
of a compact and a vector group. Hans Freudenthal. 

Bernard, Richard R.: Probability in dynamical transformation groups. Duke 
math. J. 18, 307—319 (1951). 

Klassische Definitionen und Sätze [s. z.B. G. D. Birkhoff, Dynamical systems, 
Amer. Math. Soc. Colloq. Publ. 9 (1927) Kap. 7] werden unter Benutzung moderner 
Begriffsbildungen verallgemeinert. Es sei X ein topologischer Raum und 7 eine 
Abelsche separable lokalkompakte Gruppe von Transformationen von X (dureh 
tET geht zeX in ztEX über). Es besitze T ein kompaktes Erzeugenden- 
system K. In T existiert das Haarsche Maß u. Ist zeX, ACX, VCT, so 
bedeutet T (x, A, V) die Menge aller t€ V, für die «te€ A. Als mittlere Verweil- 
dauer in A erklärt man lim [u 7 (x, A, K") u K"] = P (x, A), falls dieser Limes 


no 
existiert und von K unabhängig ist. Im Falle T = additive Gruppe der reellen 


oder ganzen Zahlen ist dieser Begriff mit dem klassischen gleichbedeutend. Es 
werden [unter Benutzung einer Verallgemeinerung eines Theorems von Kawada, 


Ra 


Proc. Imp. Acad. Tokyo 19, 264—266 (1943)] eine große Zahl verhältnismäßig ein- 
facher Sätze über P(x, A) bewiesen. — Wenn für jedes offene N, das ACX ent- 
hält, P(x, N) = 1 gilt, so wird A ein Anziehungszentrum von x genannt. Für kom- 
paktes metrisches X existiert zu jedem x€ X ein eindeutig bestimmtes minimales 
Anziehungszentrum A(x). Nennt man A(x) die Menge aller yEX, welche eine 
Umgebung U mit P(x, U) = 0 besitzen, so ist A(x) = X — A(x). — Eine Halb- 
gruppe SCT heißt füllig (replete), wenn man jede kompakte Teilmenge von 7 
in S hineinschieben kann. ACT heißt ausgedehnt (extensive), wenn A jedes 
. füllige S schneidet. Schließlich wird x regional rückläufig genannt, falls zu jeder 
Umgebung U3x ein ausgedehntes ACT existiert, so daß aus ae A folgt 
UNnUa=0. (Bei Birkhoff entsprechen den regional rückläufigen Punkten die 
nicht wandernden Punkte.) Das minimale Anziehungszentrum A(x) eines x im 
regulären X besteht nur aus regional rückläufigen Punkten. Alle nicht regional 
rückläufigen Punkte dagegen sind für jedes x in A(x) enthalten. — Die i.a. ein- 
leuchtenden Beweise sind fast alle ohne Bezugnahme auf andre Literatur durch- 
geführt und daher verständlich. : Wilhelm Maak. 
Gottschalk, W. H. and 6. A. Hedlund: Asymptotie relations in topologieal 
groups. Duke math. J. 18, 481—485 (1951). N 
Mit Rücksicht auf einige Fragen der Theorie der allgemeinen dynamischen 
Systeme beweisen Verff. folgende Verallgemeinerung eines Satzes von Y.Kawada 
[Proc. Imp. Acad. Tokyo 19, 264—266 (1943)]: Sei @ eine abelsche, lokal kompakte 
topologische Gruppe ; sei» das Haarsche Maß in G und sei # eine beschränkte meßbare 
Teilmenge von @G derart, daß irgendein Translationsbild des Inneren von E die ganze 
Gruppe erzeugt. Für jedes xe@ gilt dann 


I NRE) DM Eee) en Se ae] 
won E die Menge aller a, + :::+ a, mit a,€ E bedeutet. Tudor Ganea. 


Putnam, Calvin R. and Aurel Wintner: The conneetedness of the orthogonal 
group in Hilbert space. Proc. nat. Acad. Sci. USA 3%, 110—112 (1951). 

Soit O une transformation orthogonale de l’espace de Hilbert reel, separable. 
L’A., & l’aide d’un resultat de M. H. Martin [Amer. J. Math. 54, 579—631, p. 590 
(1932); ce Zbl. 4, 399] etablitque O=R,R,R, oü chaque R, est du type es: avee 
S, reelle bornee, symetrique gauche. Il en resulte, contrairement au cas d’un espace 
Euclidien, que l’ensemble 2 des O est connexe (par are) pour la topologie de con- 
vergence uniforme [O est jointe ä l’origine par O (t) = etSı etS: etSs]|, Jean Riss. 


Verbände. Ringe. Körper: 


Croisot, Robert: Sous-treillis, produits eardinaux et treillis homomorphes de 
treillis semi-modulaires. ©. r. Acad. Sci., Paris 232%, 27—29 (1951). 

Referat s. dies. Zbl. 40, 155. 

Cuesta, N.: Strukturen und Erlanger Programm. Revista mat. Hisp.-Amer., 
IV. Ser. 11, 17—51 (1951) [Spanisch]. 

Verf. betrachtet Strukturen (E,@, R); eine solche liegt vor, wenn gegeben ist eine Menge # 
von „Elementen“, eine Menge G von „Generatoren“, welche, angewandt auf die Elemente, 
zu den „Figuren“ führen, und eine Menge R von Relationen, welche Elemente und Figuren 
in Beziehung setzen. An verschiedenen Beispielen wird beschrieben, wie ordnungstheoretische, 
topologische und algebraische Strukturen sich dieser Begriffsbildung fügen. Gibt es zu (Z,@, R) 
und (E',G’, R’) eine 1-1-deutige Abbildung g von @ auf @’ und eine ebensolche r von R auf R’, 
so heißen diese Strukturen isomorph (bezüglich g und r), wenn es eine 1-1-deutige Abbildung 
von E auf E’ gibt, so daß durch Vermittiung entsprechender Generatoren, Elementen und Fi- 
guren mit Relationen (R) Elemente und Figuren mit entsprechenden Relationen (R’) zugeordnet 
werden. Kin Automorphismus ist ein Isomorphismus von (E,@, R) mit sich selbst, wobei @ 
und R identisch abgebildet werden; die Automorphismen von (E,@, R) bilden eine Abbildungs- 
gruppe von E. Dem Isomorphiebegriff von M. Dolcher (dies. Zbl. 33, 247) werden gewisse 
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Mängel nachgesagt. Auf Grund der Tatsache, daß es nicht-isomorphe Strukturen gibt mit iso- 
morphen Automorphismengruppen (Verf., dies. .Zbl. 33, 152) kann auch die Konzeption des 
Erlanger Programms, in dem ja die Transformationsgruppe Angelpunkt ist, für eine allgemeine 
Strukturtheorie nicht richtungsweisend sein. — In einer Struktur (Z,@, R) heißen zwei Figuren 
„deckungsgleich“ wenn sie bei einem Automorphismus einander entsprechen (Klassifikation 
nach deckungsgleichen Figuren). Es kann umgekehrt Figurenklassen F- geben, zu welchen 
es eine Abbildungsgruppe 7’, von E gibt, welche F transitiv in sich überführt. Es heißt 7 mehr- 
gruppig, eingruppig, nullgruppig, je nachdem es mehrere verschiedene, genau ein, bzw. kein 
T, zu F gibt. [In der Ebene ist die Klasse aller nicht-geordneten echten Dreiecke mehrgruppig 
(T, dazu ist sowohl die volle affine, als auch die den Umlaufsinn erhaltende affine Gruppe), die 
Klasse der geordneten echten Dreiecke eingruppig, die Klasse der rechtwinkeligen Dreiecke 
nullgruppig.]| Den Umstand, daß es mehr- und auch nullgruppige Figurenklassen geben kann, 
betrachtet Verf. als ein weiteres Zeichen dafür, daß der Geometriebegriff des Erlanger Programms 
zu eng gefaßt sei. (Es war wohl nicht die Absicht des Schöpfers des Erlanger Programms, die 
gesamte Mathematik damit ‚„geometrisieren‘‘ zu wollen. Ref.) Im Anschluß an diese Kritik 
werden verschiedene Problemstellungen aufgeworfen. Georg Aumann. 


LivSie, A. Ch.: Direkte Zerlegungen vollständig Dedekindscher Verbände. Mat. 
Sbornik, n. Ser. 28 (70), 481—502 (1951) [Russisch]. 

Ce travail est consacre ä& l’etude de l’existence de raffinements directement 
semblables (= perspectifs au sens de G. Birkhoff) pour deux decompositions 
directes de 1 ayant un nombre fini de sommandes dans une lattice completement 
dedekindienne au sens de Kouroche [Kuros, Isvestija Akad. Nauk SSSR,; n. Ser. 
7, 185—202 (1943), 10, 47—72 (1946)] et se presente comme un developpement 
du travail de Kouroche. La methode utilisee suit d’assez pres celle inauguree par 
R.Baer pour l’etude des decompositions dans les ‚loops“ c.a.d.les quasigroupes (ce 
Zb1.34,298). Si on designe par 9,, 3; ,; 6, les projecteurs associes & deux d&compo- 
sitions direetes 1=a,{ a,—b, - b,, on appelle &l&ment distingu& tout el&ment u 
dela forme uv=9,9,9,9,19, (1). De plus, on dit que x satisfait & la condition A (resp. 
B) si pour tout couple d’elöments y,z tels que z< y< x, l’isomorphisme de y/0 avee 
y/z (resp. avec 2/0) entraine z—= 0 (resp. entraine y = 2). — Alors les 3 conditions 
suivantes sont chacune suffisantes pour que dans une lattice completement dede- 
kindienne S deux d&ecompositions directes de 1 avec un nombre fini de sommandes 
admettent deux raffinements directement semblables: 1. tout el&ment distingue 
de S satisfait & la condition minimale et & la condition A, 2. tout el&ment distingu6 de 
S satisfait & la condition maximale et & la condition B, 3. tout element distingue 
de S admet une serie principale. Jacques Rigquet. 

Petropavlovskaja, R. V.: Verbandsisomorphismen freier assoziativer Systeme. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 589—602 (1951) [Russisch ]. 

Etant donne un ensemble % on dira que c’est un systeme si \ est muni 
d’une loi partout definie, associative; on designera par L(N) la lattice des sous- 
systemes de \. On dira que W est defini par L(W) lorsque WU, &tant un systeme 
lattieiellement isomorphe & X [e’est-A-dire tel que L(XL,) et L (X) soient isomorphes] 
cela implique que , est isomorphe & X. On a alors le th6oreme suivant [analogue 
au Theoreme de Sadowski pout les groupes libres, Mat. Sbornik, n. Ser. 14 (56), 
155—172 (1944) et ce Zbl. 38, 12]: Tout systeme libre A (c’est-A-dire admettant 
un ensemble de gen6rateurs sans relations entre eux) est d6fini par L(X) et tout 
. isomorphisme lattieiel se prolonge d’une maniere unique en un isomorphisme ou 
un antiisomorphisme. — La dömonstration est basee sur l’&tude des propri6tes des 
sous-systemes qui sont engendres par deux gen6rateurs libres. Jacques Riguet. 

Wooyenaka, Yuki: Remark on a set of postulates for distributive lattices. 
Proc. Japan Acad. 27, Nr. 4, 162—165 (1951). 

Verf. zeigt an Hand eines einfachen Modells, daß ein von G. Birkhoff an- 
gegebenes Axiomensystem nicht ausreichend ist, um einen distributiven Verband zu 
charakterisieren. Die anschließend vom Verf. gegebene hinreichende Formulierung 
unterscheidet sich von der Birkhoffschen in folgender Weise: An Stelle der beiden 
Forderungen (J)HIVa(avI=Iva=T) und 2) H/Va(an I =Ina=a) 
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tritt HIVac@vI=Iva=INarI=Ina=a) Die weiteren vom 
Verf. angeführten Axiomensysteme unterscheiden sich lediglich in trivialen Umfor- 
mungen dieser Forderung. Schließlich beweist Verf. noch die Unabhängigkeit 
der angegebenen Axiome. Hans Joachim Kowalsky. 

Lövy-Bruhl, Jaeques: Sur un domaine & trois op6rations. C. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 1989—1991 (1951). 

Ein Bereich D mit drei Operationen wird folgendermaßen definiert: D ist ein 
Modul, auf welchen zwei Ringe mit den Multiplikationen - bzw. & aufgebaut werden 
können, ferner enthält D zwei Vektorräume U und V (die nicht notwendig 


voneinander verschieden zu sein brauchen), und es gilt (,&w,&...&a,)- 
-(bd,&b,&...&b)=L (a,b, &,b,&...&a,b,,), wo ,EeU,b,EV oder € [ER 
und die Summe sich auf alle Permutationen ij, ty... .„i, von 1,2,...,%k erstreckt. 


Ein Quasi-Rechtseinselement J wird eingeführt mit den Eigenschaften [& 1&-- -&/ 
een T; A&I=I&A für jeds Ain D;, 1-I=I; I-v=0 für alle 
v&eV. Mit Hilfe dieses I kann man das Produkt P-Q=(w&:--&u,)- 
(1 &:--&v) mit „EU, v,eV und q>p nach der obigen Formel bilden, 
indem man von links P mit I*«@-»+" und Q mit I (für irgendeine positive ganze 
Zahl n) multipliziert. Um P.Q mit q<p zu bilden, führt man ein Quasi-Links- 
einselement in analoger Weise ein. Als Beispiele werden Funktionen mit Differen- 
tialoperatoren, quadratische Matrizen, sowie symmetrische Funktionen betrachtet. 
Ladislaus Fuchs. 

Brown, Bailey: An extension of the Jacobson radieal. Proc. Amer. math. 
Soc. 2, 114—117 (1951). 

L’A. etend la theorie du radical de Jacobson aux ‚agregats‘‘ (clusters) qui 
sont des groupes additifs (non necessairement abeliens), munis d’une multiplication 
doublement distributive mais non necessairement associative ni commutative. 

Jean Dieudonne. 

Arens, Richard: Advanced algebra: Operations without numbers. Math. Mag. 
24, 253—264 (1951). 

Kaplansky, Irving: Semisimple alternative rings. Portugaliae Math. 10, 
37—50 (1951). 

Ein Alternativring A.ist ein (nichtassoziativer) Ring, in dem (a,b,c) =ab-c — 
a.bc eine alternierende Funktion der Argumente ist. Sein Zentrum besteht aus 
allen amitab=baund (a,b,c) = füralle db,c€ A. Ist R(A) das von Smiley 
(dies. Zbl. 31, 345) verallgemeinerte Jacobsonsche Radikal von A und ist I ein 
zweiseitiges Ideal in A, so gilt R(I) = R(A)n I. Als Hilfsmittel wird die Peirce- 
sche Zerlegung von A nach einem Idempotent verwendet, die darauf bezüglichen 
Resultate von Albert werden ergänzt. Als Cayleymatrixring C(T) über dem kom- 
mutativen assoziativen Ring T mit Einselement wird der aus den acht Cayley- 


einheiten mit Koeffizienten aus 7' abgeleitete Alternativring bezeichnet. A heißt 


speziell ein Zornscher Ring, wenn zu jedem nicht nilpotenten a€ A ein b mit ab 
idempotent und + 0 existiert; A heißt z-regulär, wenn zu jedem «€ A ein x und ein 
n existiert mit a" za" = a". Jeder n-reguläre Ring ist ein Zornscher Ring. Für 
halbeinfache Zornsche Ringe gilt: Es gibt eine wohlgeordnete absteigende Kette I R 
von Idealen in A, die mit A beginnt und mit einem I; endet, so daß in I, alle Idem- 
potente zentral sind, 7,/T,;ı entweder assoziativ oder ein C(T) mit halbeinfachem T 
ist; für Limeszahlen « ist /, stets der Durchschnitt der vorangehenden EIORBEN 
Radikal eines beliebigen Zornschen Ringes besteht aus den eigentlichen Elementen 
und ist der Durchschnitt der regulären maximalen Rechtsideale. Ist A n-regulär, 
so gibt es eine wohlgeordnete, mit 0 beginnende und mit /; endende aufsteigende 
Kette von Idealen /,, so daß A/T, halbeinfach ist und nur zentrale Idempotente 
besitzt, jedes /,,1//, ist entweder ein Nilring oder assoziativ oder ein C(T), für 


pen 


ER 
Y =“ 


» vations. 
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Limeszahlen & ist /„ die Vereinigung der vorangehenden /,. Für die regulären 
maximalen Rechtsideale M eines r-regulären A gilt: Entweder ist (1) M zweiseitig 
und A/M ein Divisionsring oder ein C(T) (T ein Körper) oder (2) es ist A/P ein 
primitiver assoziativer Ring, P die Menge aller € Amit AxCM. Daraus folgt, 
daß ein halbeinfacher r-regulärer Ring die subdirekte Summe von Divisionsringen, 
'Cayleymatrixringen über Körpern und primitiven assoziativen Ringen ist. Schließ- 
lich wird bewiesen, daß ein kompakter halbeinfacher Alternativring eine voll- 


ständige direkte Summe von endlichen einfachen Alternativringen ist. 
s Gottfried Köthe. 


Jaffard, Paul: Sur certains types de modules. ©. r. Acad. Sci., Paris 233, 
13—15 (1951). 

Verf. betrachtet Moduln mit einem Ring A als Rechtsoperatorenbereich. Für 
gewisse solche Moduln werden einige Struktureigenschaften nachgewiesen. Es 
handelt sich dabei um folgende zwei Sätze: (1) / sei eine Indexmenge, und jedem 
i€EI sei ein irreduzibler A-Rechtsmodul M,=+ {0} zugeordnet. Dabei heißt ein 
Modul irreduzibel, wenn er keinen von {0} verschiedenen eigentlichen Untermodul 
besitzt. M sei ein A-Rechtsmodul zwischen der direkten Summe und dem direkten 
Prödukt der M,: E M,CMCIIM,;, Femer soll M noch die Eigenschaft 

ie) veJ 
besitzen, daß für jedes ze M die Menge xA ein irreduzibler Modul ist. Dann 
können nur folgende drei Fälle auftreten: a MA = {0}. b) Nur für einen Index 
io, gilt M;, A={0}. ec) Der Annullator B von M ist so beschaffen, daß A/B ein 
Körper ist und alle M, als A-Moduln isomorph sind zu dem A-Rechtsmodul A/B. 
(2) Ist M ein A-Rechtsmodul mit der Eigenschaft, daß der von einem beliebigen 
Element xzEM erzeugte Modul irreduzibel ist, so sind nur folgende drei Fälle 
möglich: a MA={0} und M ist direkte Summe von zyklischen Gruppen der 
Ordnung p, wo p eine feste Primzal bedeutet. b) M ist irreduzibel. c) M ist äqui- 
valent zu einem Vektorraum. Die letzte Eigenschaft besagt dabei Folgendes: 
E sei ein Rechtsvektorraum mit dem Skalarenkörper K. Der A-Modul M heißt 
äquivalent zu E, wenn es einen Homomorphismus p von A auf K und eine einein- 
deutige Abbildung f von M auf E gibt derart, das für aeA und 9, yEeM gilt: 


f(z —- y) = f(x) —f(y) und f (za) = f(x)p (a), Hans Joachim Kowalsky. 
Falk, Gottfried: Über Ringe mit Poisson-Klammern. Math. Ann. 123, 379 
391° (1951). 


L’A. eonsidere l’algebre associative libre F engendree sur un corps commu- 
tatif K par un nombre fini de generateurs (algebre tensorielle sur un espace de 
dimension finie sur K), et ses quotients par des ideaux de ‚„relations‘‘, entre autres 
l’algebre des polynömes F,, quotient par l’ideal engendre par les commutateurs 
zy—yx, et l’,algebre d’Heisenberg“ F',, olı on impose aux 2s generateurs p,, q, 
(1 <i <s) les relations classiques de la mecanique quantique. Il caracterise 
axiomatiquement une telle algebre par la donnee d’une operation supplementaire 
[x, y] satisfaisant ä& des axiomes convenables. Il donne ensuite des exemples de 
derivations dans F qui par passage & une algebre quotient donnent encore des d£ri- 
‚Jean Dieudonne. 


Snapper, E.: Completely primary rings. IH. Imbedding and isomorphism 
theerems. Ann. cf Math, IT. Ser. 53, 207—234 (1951). 

Vorliegende Arbeit schließt sich unmittelbar an Teil I und II (dies. Zbl. 42, 29, 30) an. Wie 
dort heißt der Ring R mit Einheitselement primär, wenn das Ideal R(Xt) aller nilpotenten Ele- 
mente das einzige Primideal ist, es bedeutet R stets den Körper N|N(R), und es wird der pri- 
märe Oberring © des primären Ringes X Haupterweiterung von N genannt, wenn N(©) 
— S-N(R). Neu ist der Begriff der kanonischen Erweiterung; die Haupterweiterung © von 
N heißt kanonisch, wenn a-S AR = a für jedes N-Ideal a. Die kanonischen Erweiterungen 
:sind, wie in Abschnitt III gezeigt wird, identisch mit den primären Oberringen ©, die schon in 


‚der Krullschen Theorie der primären Ringe untersucht wurden. Als die Hauptsätze der vorliegen- 
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den Arbeit können die folgenden beiden Theoreme angesehen werden (Abschnitt IHR Nr. 4 bzw. 


Abschnitt IV Nr.10): 1. Es sei & ein primärer Oberring des primären Ringes N und.es sei 
N (S) nilpotent, also N(S)° = (0) für großes e. Ist dann T, ein über R separabler Zwischenkörper 


zwischen N und ©, so gibt es in © stets eine Haupterweiterung T von N derart, daß REN 
wird. 2. Es seien 8 und & kanonische Haupterweiterungen des primären Ringes R% mit nil- 
potenten Idealen N(S), N(&). Ferner seien © und ©’ über R separabel, und es existiere eine 
_ isomorphe Abbildung von & auf © über SR. Dann gibt es stets einen Isomorphismus 3 von © 
auf © über R, der bei der Bildung von S|N(&), S|N(S) in I übergeht. — Die Notwendig- 
keit der Beschränkung auf Ringe mit nilpotenten Idealen N (©), N(&’) wird ausführlich begründet. 
(Vgl. vor allem $. 215.) Die Hauptsätze 1, 2 führen wesentlich über die alten Krullschen Re- 
sultate hinaus, und zwar wegen der Eigenart des benutzten Separabilitätsbegriffs. Dabei 


ist natürlich nur der weiterhin allein zu betrachtende Fall von Interesse, daß R = % Charak- 
teristik p besitzt. (Bei Charakteristik 0 sind alle Oberkörper von % als separabel anzusehen.) 
Verf. nennt, einem Vorschlag von Chevalley folgend, bei Charakteristik p einen Oberkörper 
K von X über X separabel, wenn aus der linearen Abhängigkeit von 8%,... 82 über 8 stets die 
gleiche Abhängigkeit von 3,,...,3, folgt (8, € 8,7 —1,...,n). (Die Definition des Textes, die 
sich auf den für die körpertheoretischen Beweise wichtigen, von MacLane eingeführten Begriff 
der p-Unabhängigkeit stützt, ist allerdings äußerlich von der hier gegebenen verschieden. 
Die Äquivalenz beider Definitionen folgt aber aus S. 216, 3b.) Bei algebraischen Erweiterungen 
deckt sich der Chevalleysche Separabilitätsbegriff mit dem üblichen. Weiter sieht man sofort, 
daß X über & separabel ist, wenn eine separierende Transzendenzbasis existiert, d.h. 
wenn es einen Körper M zwischen 2 und $ gibt, derart, daß M übert rein transzendent, S über 
IM separabel algebraisch wird. Nennt man ferner ft relativ % perfekt, wenn ft zwar hinsicht- 
lich &, aber hinsichtlich keines über & rein transzendenten Zwischenkörpers WM separabel ist, 


so ist zunächst zu betonen, daß relativ perfekte, aber nicht algebraische Oberkörper von X 
k—l 


existieren. [Bedeuten etwa %,,... u, Unbestimmte über &, und setzt man u,, = Yu; (len 
k=1,2..),; = % = (Un Unr) (k= 1, 2...), So liefert der Vereinigungskörper $ 
des „Körperturms“ &, CC R,C -- ein einfachstes Beispiel der gewünschten Art.] Von grund- 
legender Bedeutung ist nun die (sehr leicht beweisbare) Feststellung des Verf., daß zu einem 
über & separablen Körper $} stets ein Zwischenkörper &* existiert, derart, daß 2* über & rein 
transzendent und Sl relativ &* perfekt ist. Auf dieser Bemerkung beruht die Gliederung der 


Beweise der Hauptsätze 1 und 2. Zuerst wird für T bzw. © über R die Existenz einer separieren- 


den Transzendenzbasis vorausgesetzt, dann wird angenommen, daß T bzw. © relativ A perfekt 
ist. Die Verknüpfung der in diesen beiden Fällen gewonnenen Resultate liefert dann leicht die 
vollen Hauptsätze. Abgesehen von andern bei den Spezialfällen möglichen Verschärfungen er- 
hält man durch die Aufspaltung der Beweise das wichtige Ergebnis, daß bei relativ perfektem 


TI bzw. © der Zwischenring T bzw. der Isomorphismus S eindeutig bestimmt ist. — Im übrigen 
liegt, wie von vornherein plausibel, die eigentliche Schwierigkeit beim relativ perfekten Fall. 
Hier braucht man eine Reihe von an sich interessanten körpertheoretischen Hilfssätzen, die der 
Verf., anknüpfend an zwei Arbeiten von MacLane (dies. Zb. 21, 101, 389) im Abschnitt I her- 


leitet. Entscheidend ist vor allem die (keineswegs triviale) Feststellung, daß die relativ perfekten 


Oberkörper $} von % identisch sind mit denjenigen separablen Oberkörpern $, bei denen der 
Produktkörper ${? - 2 mit & zusammenfällt. Bei dem Beweis dieses Satzes wiederum braucht 
man eine Körperturmbildung, die die oben bei der Konstruktion eines nichttrivialen Beispiels 
für einen relativ perfekten Oberkörper benutzte Turmbildung in zweckmäßiger Weise verallge- 
meinert. Die eingeführten Körpertürme müssen im übrigen später beim Beweise von Hauptsatz 2 
(wenn auch nicht, was bemerkenswert ist, bei dem von Hauptsatz 1) noch einmal explizit heran- 
gezogen werden; ihre Bedeutung geht also über die Anwendung, bei der sie zuerst in Erscheinung 
treten, wesentlich hinaus. Wolfgang Krull. 


Goldman, Oscar: Hilbert rings and the Hilbert Nullstellensatz. Math. Z. 
54, 136—140 (1951). 

Für den Beweis des Hilbertschen Nullstellensatzes ist die Tatsache von ent- 
scheidender Bedeutung, daß im Polynomring $ [x,....,x,] mit Körperkoeffi- 
zienten jedes Primideal Durchschnitt seiner maximalen Primoberideale ist. An- 
schließend an diese Bemerkung nennt Verf. einen beliebigen Integritätsbereich, in 
dem die genannte Durchschnittsbedingung erfüllt ist, einen Hilbertschen Ring. 
Er beweist dann die beiden Haupttheoreme: Der Integritätsbereich R ist dann 
und nur dann ein Hilbertscher Ring, wenn jedes maximale Primideal aus dem 
Polynomring R [x] mit N ein maximales Primideal zum Durchschnitt hat. Ist R 
ein Hilbertscher Ring, so ist es auch R [x]. Da jeder Körper trivialerweise ein 
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. Hilbertscher Ring ist, ergibt sich aus dem oe Haupttheorem ein neuer, äußerst 


er einfacher und durchsichtiger Beweis des Hilbertschen Nullstellensatzes. 


| Wolfgang Krull. 
Zelinsky, Daniel: Complete fields from local rings. Proc. nat. Acad. Sci. 
. USA 37, 379—381 (1951). 

Ist R ein Integritätsbereich, so kann man sowohl in R als auch in dem zuge- 
hörigen nenne K eine Topologie dadurch einführen, daß man als offene 
Mengen die von (0) verschiedenen ganzen R-Ideale wählt (‚R-Topologie“). Ist 
ferner R speziell ein Stellenring, so gibt es in R eine zweite Topologie, bei der als 
offene Mengen das maximale Primideal und seine Potenzen benutzt werden (,D- 
Topologie‘). Verf. beweist nun die Sätze: Ist R (hinsichtlich der Z-Topologie) 
vollständiger Stellenring, so sind R und sein Quotientenkörper K vollständig hin- 
sichtlich der R-Topologie. Besitzt der Stellenring R eine Bewertung B, die seine 
R-Topologie erhält, so ist B diskret und es besitzt R die Dimension 1. 

Wolfgang Krull. 


Gröbner, W.: Ein Irreduzibilitätskriterium für Primärideale in kommutativen 
Ringen. Monatsh. Math. 55, 138—145 (1951). 2% 

«’ Besitzt im Polynomring B=fRl[x,...x,] das Ideal a=(a,...«,) 
(r <n) die Dimension n — r, und bedeutet p ein (n — r)-dimensionales Primober- 
ideal von a, dessen Erweiterungsideal im Ringe P, aller Polynomquotienten a (z)/b(x) 
(b(x) € p) eine r-gliedrige Basis besitzt, so ist die zu p gehörige Primärkomponente 
von a durchschnittsirreduzibel. Dieses für die idealtheoretische Behandlung der 
algebraischen Geometrie wichtige Theorem wurde von Macaulay auf recht müh- 
samem Wege mit Hilfe des ‚inversen Systems‘“ gewonnen. Verf. gibt einen sehr 
durchsichtigen Beweis, der nur die Maximalbedingung und die für die Primideale von 
% gültigen scharfen Dimensionssätze benutzt, sowie die Tatsache, daß ein Ideal 
a= (a, -..a,) von der Dimension n — r stets ungemischt (n -- r)-dimensional ist. 
Auf diese Weise hat er den Vorteil, das Macaulaysche Kriterium für Durchschnitts- 
irreduzibilität sofort auf den Fall übertragen zu können, daß an Stelle von ® 
selbst der Restklassenring ® = P/p* von PB nach einem beliebigen perfekten 
Polynomideal p* tritt. Denn auch in ® gelten die einschlägigen Dimensionssätze, 
und es ist 4 = (@,,-..,a,) ungemischt, wenn die Dimension vom a um genau r 
Einheiten kleiner ist als die Dimension von ®% (d.h. die Dimension von p*). Die 
Bedeutung dieser Verallgemeinerungsmöglichkeit für die algebraische Geometrie 
wird im Schlußabschnitt der Note herausgearbeitet. Wolfgang Krull. 


Linnik, J. V.: Quaternionen und Cayleysehe Zahlen. Math. Centrum, Rapport 
ZW 1951—002, 19p. (1951) [Holländisch ] (hektographiert). 

Schon 1937 hat Be u Satz bewiesen (dies. Zbl. 19, 2): Eine Algebra über dem 
Körper $ aller reellen Zahlen, in der jedes Element einer quadratischen Gleichung 
über f genügt, und in der zwar nicht notwendig das assoziative Gesetz, wohl aber 
für jedes Elementepaar a,b (b=+0) eine Gleichung b’I-.(b-a)= (ab) - bI=a 
gilt, ist entweder die bekannte Cayley-Algebra des Ranges 8 oder eine ihrer Unter- 
algebren. In der vorliegenden Arbeit wird für dieses Theorem ein elementarer Be- 
weis gegeben. Gleichzeitig wird gezeigt, daß aus ihm einerseits der Satz von Fro- 
benius von der Einzigartigkeit der Quaternionen folgt, andererseits das Theorem 
von Hurwitz, daß nur fürn = 1,2,4,8 eine Identität 


n e Mn n \2 
sl an) 
i=1 1 m=1\i,k-1 


(x, y; Unbestimmte, «a,,;; feste reelle Zahlen) besteht. Wolfgang Krull. 
Dubisch, Roy and Sam Perlis: On total nilpotent algebras. Amer. J. Math. 
73, 439—452 (1951). 
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Eine total nilpotente Algebra F) über F ist ein isomorphes Bild der Algebra 
der quadratischen Matrizen vom Grad n über F, die auf und über der Diagonalen nur 
Nullen enthalten. Zusammen mit ihren Teilalgebren bilden die total nilpotenten 
Algebren die Gesamtheit aller assoziativen nilpotenten Algebren. Verff. bestimmen 
explizit die Automorphismengruppe @ von FW). Es ergibt sich G-=MIDs= DM ; 
wo D die Gruppe der durch Diagonalmatrizen bestimmten Automorphismen ist 
und M=N x J, wo.J die Gruppe der inneren Automorphismen und N die Gruppe 
der „Nil“-Automorphismen bedeutet. Ein Automorphismus heißt ‚‚nil‘“‘, wenn er 
jeden absoluten rechten (oder linken) Nullteiler u (wux —= 0 oder zu=0 für jedes 
x in F@)) in sich überführt. Nachdem Verff. gezeigt haben, wie sich alle Ideale in F 
gewinnen lassen, bestimmen sie die bei jedem Automorphismus in sich übergehenden 
Ideale (charakteristische Ideale). Gewisse dieser Ideale bilden die Klasse der so- 
genannten elementaren nilpotenten Algebren, mit deren Studium im letzten Ab- 
schnitt begonnen wird. Ernst Trost. 


Knobloch, Hans-Wilhelm: Verschränkte Produkte aus galoisschen Algebren 
und ihren Gruppen. Math. Nachr. 6, 11—20 (1951). 


Die Definition des verschränkten Produktes einer galoisschen Körpererweiterung 
mit ihrer Galoisgruppe wird auf die von H. Hasse (dies. Zbl. 32, 255—257) ein- 
geführten galoisschen Algebren K mit Gruppe & über dem Grundkörper Q aus- 
gedehnt. Ein solches verschränktes Produkt erweist sich als einfach und hat das 
Zentrum (2. Seine Klasse ist bereits durch dasjenige verschränkte Produkt bestimmt, 
welches man erhält, wenn man K durch eine seiner Komponenten K, (eine solche 
ist ein über Q galoisscher Körper), & durch die Galoisgruppe von K,|2 sowie die 
Faktoren des Faktorensystems durch ihre in K, liegenden Komponenten ersetzt. 
Die Klasse des direkten Produktes zweier verschränkter Produkte — das eine mit K, 
das andere mit K’ gebildet -— enthält ein verschränktes Produkt eines Kompositums 
K, Ko (Ko eine Komponente von K’) mit seiner Galoisgruppe, dessen Faktorensystem 
sich aus den Faktorensystemen der beiden verschränkten Produkte in einfacher 
Weise ergibt. Die Klasse eines verschränkten Produktes ist genau dann die Ein- 
heitsklasse, wenn sein Faktorensystem assoziiert (in der üblichen Weise definiert) 
ist zum Faktorensystem 1. Diese Ergebnisse stehen bereits — in anderer Bezeich- 
nung und mit teilweise anderen Beweisverfahren — in einer Arbeit von O. Teich- 
müller [Deutsche Math. 1, 92—102 (1936); dies. Zbl. 13, 340], welche Verf. erst 
nach der Drucklegung seiner vorliegenden Arbeit kennenlernte. Zum Schluß wird 
als Anwendung auf die Theorie der galoisschen Algebren der folgende Satz bewiesen: 
Werden bei einer zur regulären Darstellung von & (über 2) äquivalenten Darstel- 
lung den Gruppenelementen SE & die Matrizen vg zugeordnet, so läßt sich K 
so in den vollen Matrixring über Q isomorph abbilden, daß der Automorphismus 
S im isomorphen Bild gerade zur Transformation mit vg wird. Günter Pickert. 


Knobloch, Hans-Wilhelm: Zur Kennzeichnung galoisseher Algebren mit ver- 
gegebener Galoisgruppe. Math. Nachr. 6, 21—44 (1951). 


Um die galoisschen Algebren $ mit Gruppe & über dem Körper Q zu unter- 


suchen, werden der zu einem vollen Matrixring isomorphe RngA= N QesSun 
T,Se® 
mit Usur=um Set=-0 fü SET, =E für S=-T, Sun upesT 
und sein zum Gruppenring @ von & über 2 isomorpher Unterring = N Q up 
Te 


eingeführt. Es gibt dann [Darstellungen von $t, d. h. isomorphe Abbildungen von 

St auf einen Unterring K von A, bei welchen der Automorphismus S € & zur Trans- 

formation mit ug wird, und alle 7-Darstellungen von $ hängen durch Automor- 

phismen von A bez. ]' zusammen. Im direkten Produkt Ax@ wird N ug x us SI 
SEe® 


als Resolvente zu x€ K gebildet. Diese läßt sich mit Koeffizienten aus @ eindeutig 


A 
5 
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_ als Linearkombination der w(8S)= 5 T1eTumısp darstellen. Im direkten 


h Te® 
Produkt von @ mit einem zu @ isomorphen Ring @ entsteht daraus durch Ersetzen 


von tw(S) durch $S-1 das Resolventenbild. Beschränkt man sich auf Resolventen, 
bei denen die ug" zus linear unabhängig über Q sind, so sind die Resolventen- 
bilder reguläre Elemente von @ x G. Es wird eine Klasseneinteilung dieser regu- 
lären Elemente angegeben, so daß die zu fi gehörigen Resolventenbilder eine Klasse 
erfüllen. Diese Klasse bestimmt fl eindeutig (bis auf Isomorphie) und steht in 
engem Zusammenhang zu der von H. Hasse (dies. Zbl. 39, 270) als kennzeichnender 
Invariante der galoisschen Algebren aufgefundenen Faktorensystemklasse. Fs 
werden notwendige und hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daß eine 
Klasse regulärer Elemente von G x @ wirklich aus den Resolventenbildern einer 
galoisschen Algebra $ besteht. Die Elemente einer solchen Klasse entsprechen 
eineindeutig den Normalbasen von $l. — Anwendung auf den Fall, daß $ eine 
galoissche Erweiterung des algebraischen Zahlkörpers 2 ist. liefert die Verallge- 
meinerung des Kummerschen Zerlegungsgesetzes für relativ-zyklische auf relativ- 
galoissche Zahlkörper. Günter Pickert. 


” Samuel, Pierre: Corps values quasi algebriquement elos. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 1985—1987 (1951). 

Nach Chevalley [Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 11, 73—75 (1935); dies. 
Zbl. 11, 145] heißt ein Körper K quasi algebraisch abgeschlossen (q. a. a.), wenn 
jede homogene Gleichung vom Grade d über K in s Unbestimmten (s >d) eine 
nichttriviale Lösung in Ä besitzt. Verf. beweist die folgenden Sätze: a) der Körper 
der rationalen Brüche, sowie der der formalen Potenzreihen in einer Unbestimmten 
über einem q.a.a. Körper sind ebenfalls q.a.a.; b) der Körper derjenigen for- 
malen Potenzreihen mit komplexen Koeffizienten, die in einer Umgebung der Null 
konvergieren, ist auch q.a.a.; c) der Restklassenkörper eines q. a.a. bewerteten 
Körpers mit diskreter Bewertung ist algebraisch abgeschlossen. Ladislaus Fuchs. 


Zahientheorie: 


e Nagell, Trygve: Introduction to number theory. Stockholm: Almgvist & Wik- 
sell. New York: John Wiley & Sons, Inc. 1951. 309 p. 

Das vorliegende Buch ist im wesentlichen eine englische Übersetzung des 1950 
erschienen schwedischen Buches des Verf. über „Elementare Zahlentheorie‘“ (dies. 
Zbl. 35, 22). Die englische Ausgabe ist gegenüber der schwedischen durch Kapitel 
VIII bereichert, in dem das Primzahltheorem nach A. Selberg (dies. Zbl. 36, 306) 
bewiesen wird. Kapitel V enthält außerdem zusätzlich einen Paragraphen über 
die Irreduzibilität der Kreisteilungsgleichung. Es ist sehr zu begrüßen, daß das 
Buch nun einem größeren Leserkreis zugänglich ist. H, L. Schmid. 


Lampariello, Agostino: Caratteri di divisibilitä per numeri impari. Boll. Un. 
mat. Ital., III. Ser. 6, 248&—251 (1951). 


Hemer, Ove: On the highest prime-power whieh divides n!. Ark. Mat. 1, 
Nr. 29, 383—388 (1951). 

The positive integers m, with the property, that 9” cannot be the highest power 
of p dividing n! for any n, are studied. In part I the author proves two formulas 
for these numbers m. One of them says that the set of numbers m is identical with 


the set 55 a,e,—o, where h=2,..., the a, are combined in all manners with 
vw, 
09 I, +0, = - Yp=t) and o=1,2,..,r— 1, where 


a,+0 as the first in the sequence qa,,qa,,.... In part II for the number u(n) of 
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these exceptional exponents m is a formula proved, analogous to those of Legendre 
for the highest prime-power dividing n!. Three inequalities are added. In part III 
follow some remarks on a method of Kempner to determine the smallest integer n! 
_divisible by a given prime power. W. Verdenius. 

Brauer, Alfred and R. L. Reynolds: On a theorem of Aubry-Thue. Canadian 
J. Math. 3, 367—374 (1951). i 

Verff. beweisen unter Anwendung des Schubfachprinzips: Es seien r und $ 
“positive ganze Zahlen, r<s und fs (o=1,2,...,s) positive Zahlen <m mit | 
hhfe-::-f >m’. Dann hat das System von Kongruenzen 


— 


SG = 0 (modm) (=1,2,...,r) 
eine nicht-triviale Lösung 2,2%, ..„ x, mit || <f (e=1,2,...,5). Als An- 
wendung beweisen sie: 1. die Darstelibarkeit positiver ganzer Zahlen als Summe 
von vier Quadraten; 2. die bekannte Abschätzung für die kleinste positive ganze 
Zahl, die nicht k-ter Potenzrest mod p ist [p prim = 1 (mod %k)]; 3. falls g und k 
positive ganze Zahlen sind, k = 0 (mod 2); p eine Primzahl = 1 (mod k) mit g<p; 
h= [p/g] und D ein k-ter Potenzrest ist, dann ist wenigstens eine von den Zahlen 
1%, 2%, ...,h% einer Zahl aus der Reihe D, 2# D,..., (g — 1)* D kongruent mod p. 
Überdies beweisen sie noch eine Verallgemeinerung ihres Satzes für algebraische 
Zahlen. Hendrik Douwe Kloosterman. 

Porcelli, Pasquale and Gordon Pall: A property of sequences, with applieations 
to gth power residues. Canadian J. Math. 3, 52—53 (1951). 

Nach einfacher Herleitung von Eigenschaften der Fareybrüche beweist Verf. 
u.a. den Satz „Es seien p eine ungerade Primzahl, Ah, q positive ganze Zahlen, 
p>2(h—1), k = [p/h], D g-ter Potenzrest modulo p, (D, p) = 1. Dann ist eine 
der Zahlen Du (v=1,2,...,h —1) modulo p kongruent mindestens einer der 
Zahlen (+1), (+2)%,...,(+k)“. Für g=h=2 ist dies die bekannte Aus- 
sage, daß die Quadrate von 1,2,...,(p— 1)/2 ein vollständiges System qua- 
dratischer Reste modulo p bilden. Hans Heinrich Ostmann. 

Niven, Ivan: A elass of algebraie integers.. Amer. math. Monthly 58, 27—29 
(1951). 


In Verallgemeinerung des kleinen Fermatschen Satzes bewies A. A. Trypanis (dies. Zbl. 


36, 24), daß (1) (a? —1)/p””” [a ganzrational, p ungerade Primzahl, (a,p) =1] ganz- 
algebraisch ist. Verf. beweist zunächst dies Ergebnis erneut, überdies mit Einschluß von Pp=2 


und zwar wie folgt: Offenbar ist (1) Lösung von (x + 10%, )°0 —a’"/p=0; da nun diese 
p” 


| 
Gleichung normiert ist und wegen p ( ) 35=1,2,...p"—1, in Verbindung mit a= 1(p) 


ganzalgebraische Koeffizienten besitzt, folgt (1) sofort für alle Primzahlen p. Verf. stellt sich 
hiervon ausgehend die Frage, für welche ganzrationalen a,b, c,m (m > 1) stets (2) (db! — am Je! 
ganzalgebraisch ist. Verf. beweist „(2)istdann und nur dann zugleich für alle möglichen Bestim- 
mungen der m-ten Wurzeln ganzalgebraisch, wenn clb—a, m=p" (p Primzahl) und 
= " wenn p ungerade 
12 oder d, wenn » gerade 
m > 1 sowie für a” und c!!” je eine festzuhaltende Bestimmung der m-ten Wurzel] anzunehmen. 
In Analogie zur Behandlung von (1) geht Verf. davon aus, daß (2) Lösung von (x + (aje)}/")" 
—bje=( ist, was eine Diskussion der Koeffizienten dieser Gleichung bedingt. Sind nicht 
alle Voraussetzungen des Satzes erfüllt, so zeigt das Beispiel m =4, a=1,b=81, c—=16, 
daß dann immerhin noch einige der algebraischen Zahlen (2) ganz sein können. 

Tau { Hans-Heinrich Ostmann. 

Cattaneo, Paolo: Sui numeri quasiperfetti. Boll. Un. mat. Ital., II. Ser. 
6, 59—62 (1951). 
Verf. nennt eine natürliche Zahl N ‚„‚quasiperfekt“, wenn sie gleich der Summe 
ihrer positiven nichttrivialen (d.h. von 1 und N verschiedenen) Teiler ist. Setzt 


man N=aR p“ g° +» »(P,9,: Primzahlen), so folgt aus der bekannten Formel für die 
Teilersumme S aller positiven Teiler von N ganz leichtta=b=...—0 (mod 2) 


C 


ist“, Zum Beweis genügt es offenbar (a,b,c) =1, le > 


N 
1/m 


wirt 5 « N ea a I pr: F / = 3 | N nt 
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2 Ari 1 a1 ; 

Fr Aus-8— (2 1) ST =2N +1 = 2%tlp@g?..- + 1 folgt weiter 
a+1 1 DEIREER 

E sofort (2%*1 1) nt - pa gd.. ) — 1 = (pW2 gbl2.. .)2, also :ist 


—1 quadratischer Rest mod 2%+:! — |], was A=0 nach sich zieht, d.h. „Jede 
quasiperfekte Zahl ist eine ungerade Quadratzahl“. Weiter ergibt sich leicht, daß 
aus N — 3?@ 72 folgen würde, daß —2 quadratischer Rest mod 3%@+1 _ 1 ist, was 
aber unmöglich ist, d.h. „Alle Primteiler von N müssen größer als 3 sein“. Eine 
einfache Abschätzung ergibt ferner, daß N mindestens sieben verschiedene Prim- 
teiler besitzen muß (da N sonst defizient wäre). Die Frage nach der Existenz quasi- 
perfekter Zahlen ist offen. ; Hans-Heinrich Ostmann. 

Wiman, A.: Ein Problem bei dyadischer Zahlendarstellung. Ark. Mat. 1, 
Nr. 21, 305—310 (1951). 

Let 1, 10, 11,... be the set S of positive integers < 2°, written in the binary 
system, and (k, h), be the number of times, that a number of S with k digits one pre- 
ceeds a number with h ones. It is proved, that for 0 <h <k and a prime p holds 
(k, Ah, =0 (modp), f h+k<pand (k,h),,=(-1)(modp, fh+k=p. — 
The, proof, which is elementar, is based on: 


(ki), BE ar (k, Rh), — = a Ka a Y,)- 


n=k 

With the help of these relations some numerical examples are added. W. Verdenius. 

Niven, Ivan and H. S. Zuckerman: On the definition of normal numbers. 
Pacifie J. Math. 1, 103—109 (1951). 

Ist R eine reelle Zahl und N,(b,n) die Häufigkeit, mit der die Ziffer b 
(0 <b <r—1) in der r-adischen Darstellung von R in den ersten n Ziffern im 
Bruchteil von R auftritt, so heißt R einfach-normal in bezug auf r, wenn für 
jedes b (1) lim N,(b,n) =1/r ist. R ist normal (1. Definition), wenn R,r R,r2R.... 

n—> 00 

einfach-normal in bezug auf r, r?, r3,... wird. Daraus folgt leicht: Ist N (B,n) 
die Häufigkeit, mit der irgendeine Folge B von v Ziffern in der r-adischen Darstellung 


von Rin den ersten n Ziffern im Bruchteil von R auftritt, so ist (2) lim N(B, n)=1jr”. 
NO 


Mehrere Autoren haben (2) als Definition für eine normale Zahl zugrunde gelegt 
(2. Definition). Die Verff. zeigen nun, und füllen damit eine wichtige Lücke aus, 
daß aus der 2. Definition die 1. Definition folgt. (Mit dieser Frage hat sich auch 
S.S.Pillai beschäftigt; dies. Zbl. 25, 308). Dies ist nicht selbstverständlich, und 


der Beweis der Verff. ist auch tatsächlich nicht einfach. Edmund Hlawka. 
Gloden, A.: Remarkable multigrade identities. Scripta math. 17, 151—152 
(1951). 


Natucei, Alpinolo: Osservazioni sul problema di Fermat. Boll. Un. mat. Ital., 
III. Ser. 6, 245—248 (1951). 

Selmer, Ernst $.: The diophantine equation ax® -- by? - cz? = 0. Acta math. 

,„85, 203—362 (1951). 

Die vollständige Bestimmung der rationalen Punkte auf kubischen Kurven vom Geschlecht 1 
ist bisher nur in speziellen Fällen gelungen, und die meisten Resultate betreffen den äquian- 
harmonischen Fall. Für die spezielle Kurve ©’ + y? = Az? gab es gewisse Resultate von 
Sylvester, Pepin und anderen. Faddeev [Trudy mat. Inst. Steklov 5, 25—40 (1934); dies. 
Zbl. 9, 196] bewies, daß der Rang dieser Kurve < 2 ist, wenn A = einer Primzahl p oder — p? 
ist. Verf. behandelt nun systematisch die allgemeinere diophantische Gleichung a x? + by? 
+ cz?=( mit ganzzahligen Koeffizienten. Mittels verschiedener Methoden bestimmt er eine 
große Anzahl von Fällen, in welchen diese Gleichung unlösbar ist. Zu diesem Zwecke wird 

‚ u.a. die Kongruenz a@® +by®+cz?=0(modN) für alle ganzen Moduln N untersucht. 
Es ergibt sich dabei, daß diese Kongruenz sehr wohl für alle N lösbar sein kann, ohne daß ‚die 
entsprechende diophantische Gleichung lösbar ist; Beispiel: a = 3,b = 4, c = 5. Verf. operiert 
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auch im rein-kubischen Körper K(8), wo 9 = a2b ist. Aus der diophantischen Gleichung 
ergibt sich dann eine Gleichung in Idealen («x +9y) =ja?. Hieraus erhält er durch Klassen - 
zahlbetrachtungen oder durch Kongruenzbetrachtungen notwendige (aber nicht hinreichende) 
Bedingungen für die Lösbarkeit der diophantischen Gleichung; hierfür entwickelt er eine Theorie 
der kubischen Reste in K(#). In den vom Verf. gefundenen Resultaten sind alle früheren als 
Spezialfälle enthalten. Von neuen Ergebnissen seien z. B. erwähnt: 1. Es sei A eine natürliche 
kubenfreie Zahl, die keinen Primfaktor = + 1 (mod 9) hat; es seien ferner a, b, c natürliche 
Zahlen, sodaß A=abc,1sa<b<e und (a,b)=(a,c)=(b,c) =1. Ist dann X3 + Y* 
— AZ? lösbar mit Z #0, so ist wenigstens eine von den Gleichungen a® +dbyP +c?=0 
lösbar. 2. Die Gleichung X® + Y®—= 4Z# hat nur die triviale Lösung Z=(0 in den Fällen 
A=gr,gr:,g®r oder q?r2, wenn A=-+1(mod9) und g=—1 und r=1 (mod 3) Prim- 
zahlen sind, derart daß g kubischer Nichtrest von r ist. Die Resultate von Faddeev über den 


Rang von X3-+ Y3= AZ? werden verallgemeinert, und seine Methode zu entscheiden, ob 


gegebene Generatoren eine Basis bilden, wird verbessert. Am Ende der Arbeit folgt eine Reihe 
von Tafeln über numerische Resultate. Eine Tafel enthält z. B. die sämtlichen lösbaren Glei- 
chungen aa +dby? +c2=0 mit abe=A kubenfrei und <500, 1sa< RE 
(a,b) = (a,c) = (b,c) =1. In einer anderen Tafel werden Basen aller lösbaren Gleichungen 
xX3 1 Y®3—= AZ® mit A< 500 angegeben (abgesehen von 8 Fällen). Das kleinste A mit 
einem Range r>2 ist A=657 mit r=3. Trygve Nagell. 


Mises, Richard von: Über „kleinste“ Lösungen diophantischer Gleichungen. | 


Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 97”—105 (1951). 


n 
Let $ au, =b. (u=1,...,.m;m<n) be a system of linear equations- | 
1 


v= 


m \ 
with integral coefficients in integral unknowns, of rank m and with 8 db >0. 
=1 


Of two different solutions &—= (%,,...,%,) and y= (Yı,-- -, 4,) the second one 

is called smaller than the first if either Oo sy, <<, or 0 > y, 2% (v=]1,...,n)- 

The author shows that there exist at most finitely many smallest solutions and 

gives further details for m = 1 and m = 2. The problem arose in connection with 

one in probability [Revue Fac. Sci. Univ. Istanbul, Ser. A 4, 145—163 (1939): 
this Zbl. 21, 145]. Kurt Mahler. 


Estermann, T.: On sums of squares of square-free numbers. Proc. London 
math. Soc., II. Ser: 53, 125—137 (1951). 

Verf. beschäftigt sich mit der Anzahl A, (n) der Darstellungen von n als Summe 
von s Quadraten von quadratfreien natürlichen Zahlen. (Für den Fall, daß „natür- 
liche Zahl“ durch ‚ganze Zahl“ ersetzt wird vgl. z. B. Mirsky, dies. Zbl. 29, 109). 
Soll R,(n) nicht 0 sein, so muß n die Bedingung A erfüllen: Es gibt nicht durch 4 
teilbare Zahlen m,,..., m, so, daß mi + ..:+ml=n(32) ist. Wie Verf. zeigt. 
ist A für jedes n erfüllt, wenn s >8, aber nicht, wenn s=7 ist. Weiter zeigt der 
Verf. folgenden wichtigen Satz: Ist s >25, so ist für jede genügend große natür- 
liche Zahl n, wenn sie A erfüllt, R,(n) > 0. Für s >8 gilt dies nach dem Obigen 
also für jede genügend große Zahl. Der Beweis folgt dem bereits klassischen Ge- 


dankengang (exp x = e?"ir): Es ist R,(n) = [r (6, Vn) exp (-n0)d6, wo .J 
© 


& 
m= 


ein Intervall (x, x H) ist (Verf. nimmt x = n-#/5), 1/6. n) = S 1? (m) exp (m? } R 


1 
Dann folgt die Zerlegung von J in die Intervalle I (a,g): ee [ga sat, 


0<a<sg, (a,g)=1] und den Rest E und die entsprechende Zerlegung: 

BR)=& S+fS. Für s>5 ist [ =O(n92-45+e) («> 0 beliebig), 
e a,q I (a,q) E E E = 

während die Integrale über die / (a,g) die Beiträge (abgesehen von Fehlgliedern) 


. . oo 
zur „singular series“ y= NAlgn) (4 (,n)= 5 T°la,g)exp (- kei, 
ZD 0<asgq q) 
(a,q=1 


Nee (1—p7?)"1 S u(m) m”? S (mi a,g), S(b,0)= 5 exp(”)) liefern. 


m|aq m=1 


Es folgt alles zusammengenommen: R,(n) = 
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T (s/?) y+O(n ) 
(e> 0 bel.). Im arithmetischen Teil wird dann gezeigt, daß yzc/24>0 ist 
(s 25), und damit ist dann alles gezeigt. Die Arbeit ist trotz der umfangreichen 
Entwicklungen sehr durchsichtig aufgebaut. Edmund Hlawka. 

Halberstam, H.: Representation of integers as sums of a square of a prime, 
a eube of a prime, and a cube. Proc. London math. Soc., II. Ser. 52, 455—466 
(1951). 

The author proves that almost all positive integers n are representable in the’ 
form n = p#+ p2 + x? where p, and p, are primes and x is a positive integer. 
It strengthens a theorem due to Davenport and Heilbronn [Proc. London math. 
Sec., II. Ser. 48, 3—104 (1937); tbis Zbl. 16, 246]. Loo-Keng Hua. 

Kubiljus, I.: Über die Zerlegung von Primzahlen in zwei Quadrate. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 791—794 (1951) [Russisch]. 

Let I (2,1 (x)) be the number of solutions of ® +?=p<x, 0<I<A(x) 
where p denotes prime. It is a famous conjecture that / (xz,1)—oo as 2m. 
On the generalized Riemann hypothesis of all Hecke’s functions of the Gaussian 
field, it was proved that / (x, c, log? x) >oo as x—0oo. By means of Vinogradov’s 
result on exponential sums we may prove also that / (x, zU/2 e-a10g°z) > 00 as 
x 0, where + <A <1. The author proved that / (x, z!/16+:) >oo as 2 — o 
of which the method has its origin in a paper of Linnik [Mat. Sbornik, n. Ser. 
15 (57), 3 (1944)]. Loo-Keng Hua. 

Linnik, Ju. V.: Einige bedingte Sätze, die binäre Primzahlprobleme betreffen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 15—18 (1951) [Russisch]. 

The phrase ‚„‚binary prime-number problems“ refers to the Goldbach problem 


and the twin-prime problem. These are equivalent respectively to showing that 
1 


f S2 e?”i#N dx >0 for all sufficiently large even positive integers N and that 
0) 
1 


Y |S ]?e?*i*da —o0 as N >, where S= S(N,a) = I e-P/N e-2”t°2 np, the 
Ö 


summation being extended over all odd primes p. In this paper the author states 
a series of theoremes giving the contributions to these integrals (and to the 


1 
integral is? dx) of certain pairs of subintervals [0, xx]; [l—x„,1] of the 
ö 


interval [0,1]. He proceeds first under the assumption of the Riemann hypothesis, 
in which case xy = 1/(In N)?+®, then under the assumption of a much weaker 
unproved hypothesis on the zeros of the Riemann zeta function (a so-called ‚density 
hypothesis‘), in which case xy = 1/(In N)®*+®, and finally without any unproved 
hypothesis whatever, in which case zy = 1/N"'?, Paul T. Bateman. 

Mikoläs, Miklös: Farey series and their eonneetion with the prime number 
problem. II. Acta Sci. math. 14, 5—21 (1951). 

Verf. setzt seine Untersuchungen (dies. Zbl. 35, 314) fort, indem er nun die 
Funktionen f(t) = logt und t*(} >0) betrachtet und erhält zunächst folgende 
sehr interessante Resultate: 


> 108,=—D(e)+ Zyle) +0 (ze 4080) <—D (2) +5 +0 (weratesar) 
1 2 u 


D%z) \1/da) 1 
. Daraus folgt( /I % 
=] 


1 4 Re 
y(x) = = logp; <y<me (y);e,(y) positiv nn 
an! { y 
Die Riemannsche Vermutung ist genau dann richtig, wenn 
©(2) ER 
5 (logo, +1) en, (x) =0O (zl2+e) (£e>0 beliebig). 
Ni _ 


r r a) ne yes VELZET. a a EN re A a A de in re Fr 
n a? En ne ED | 
. e r s f = = - =, +7 Ey ü 


> © (2) 2 
E < 1 | 

Bei f(t)=t* begnügen wir uns mit dem Resultat - für 4 —=1: >; Se | 
“ N ? | 
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Zr N1og x - (e : 5) +-0O (zlog?x) (C Eulersche Konstante). — Verf. 


zeigt weiter folgenden ‚„‚Tauberschen Satz‘: Ist f(t) >0, monoton abnehmend für | 


D(x ; 1 ; 
0 En <1 2 ' (0,) (A > 0, & > 2), dann ist AN )n A aka) tel; | 
v=]1l 1 


E72 To) 

Edmund Hlawka. 

Delange, Hubert: Quelques formules asymptotiques de la theorie des nombres. | 
C.r. Acad: Sci., Paris 232, 1392—1393 (1951). - 
Es sei k> 1 eine natürliche Zahl, (l) ein System natürlicher, zu k teilerfremder | 
Zahlen 1... .,/,, die paarweise nicht kongruent mod k sind. Die Menge der natür- 
lichen Zahlen n mit der Figenschaft, daß jeder Primfaktor p von n eine der Be- | 
ziehungen (1) p=1,modk v=1,...,r) erfüllt, werde mit E [k, (l)] bezeichnet. | 
Weiter sei A(x) die Anzahl der x nicht übersteigenden Zahlen aus E[k, (l)]. Dann | 
gilt nach RE. Landau (Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, | 
Leipzig und Berlin 1909, Band 2. S. 668): lim A (x) «=! (log x)* ist vorhanden 


>00 
und positiv [a =1-—r/p(k); @ die Eulersche Funktion]. Aus diesem Problem- 
kreis teilt Verf. eine Reihe von Resultaten mit, bei denen es sich um verallgemeinerte 
oder analoge asymptotische Beziehungen handelt. Beispiel: An die Stelle von 
A(x) tritt die Anzahl der x nicht übersteigenden Zahlen aus E [k, (l)], die eine 
vorgeschriebene Anzahl von Primfaktoren besitzen, jeder derselben seiner Viel- 
fachheit entsprechend gezählt; oder die Anzahl der x nicht übersteigenden natür- 
lichen Zahlen, die eine vorgeschriebene Anzahl solcher (entsprechend ihrer Viel- 
fachheit gezählter) Primfaktoren besitzen, die einer der Beziehungen (1) genügen; 
usw. Über die Beweise sagt Verf., daß sie aus Tauberschen Sätzen früherer Noten 
(dies. Zbl. 42, 109, 113) folgen, und daß dabei nur das Nichtverschwinden von £&(s) 
und der Dirichletschen Z-Funktionen für As >1 benützt wird. — Relationen der 
2 ; 1 

folgenden Art werden noch mitgeteilt: a [o(r) — log log nm A x 
(2 — 00), wo A eine positive Konstante, &(n) die Anzahl der verschiedenen Prim- 
faktoren von n bedeutet. . Werner Meyer-König. 

Selberg, Sigmund: A theorem in analytie number theory. Norske Vid. Selsk. 
Forhdl. 23, Nr. 1, 1—2 (1951). 

Es wird folgender Satz gezeigt: Eine Menge P von Primzahlen sei so groß, daß 


1 il 
> 7, !og logx—c, c,h >1, Konstante. 
peP,p<z 3 
A (®, P) sei die Anzahl der ganzen Zahlen < x, die relativ prim zu den Zahlen aus 
P sind. Dann ist A(z, P) <D x/(log x)!!%, D konstant. Karl Prachar. 


Whiteman, Albert Leon: Finite Fourier series and eyelotomy. Proc. nat. 
Acad. Sci. USA 37, 373—378 (1951). 

Es sei K ein endlicher Körper mit p" Elementen, wo p eine ungerade Primzahl 
ist. Es sei g ein erzeugendes Element für die zyklische multiplikative Gruppe der 


Elemente a von K&. Kurs oe aeessei m, ein Teiler von p®"— 1. Für 
ganzzahlige 5,0 Sj, <m,—1l(i=1,2,...,s) sei (3a; »»j,) die Anzahl der 
Lösungen yyYy....,7, von 1 + ghtmm + getmm 4... 4 gstmvs— 0, Für 


ganzzahlige %k, berechnet Verf. die Summe 


Sky, hy. = le ee ae 


wo über die oben genannten j, summiert wird. Verf. benutzt dabei die Parsevalsche 
Formel für endliche Fourierreihen. Der Fall s—= 2 wurde früher von Vandiver 
behandelt (dies. Zbl. 29, 202, 30, 105, 35, 292). Hendrik Douwe Kloosterman. 
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Pol, Balth. van der: On a nonlinear partial differential equation satisfied by 
the logarithm of the jacobian theta-funetions, with arithmetieal applieations. I, I. 
Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 261—271, 272—284; Indagationes math. 
13, 261—271, OT2—284 ( (1951). 


I. Es handelt sich um die Differentialgleichung &2u/0s? = 2 Ou/at — (Oulös)? 


für die Funktion u(st)=10g0, (vr), wo s=2av, t=—2rir und 
700 F ; 
eur) =—-i 3 (1 gemrd. 2rintdr (g= erir),. Verf. schreibt diese 
N —00 


Differentialgleichung symbolisch in der Gestalt 
0 (1—coshs il sinhs—h : & 
z( r, )+ Rt cos s) = : „+ 6in hs) x (sin hs), 

die folgendermaßen interpretiert werden muß. Nach Entwicklung nach Potenzen 


von h (es treten nur ungerade Potenzen auf) ist h?*=1 durch die Funktion h,,_,(t) = 


B3 Ogr_1(l) e! zu ersetzen, wobei o,,_,(l) für 2>0 die Summe der (2k — 1)- 
ı=0 


ten Potenzen aller positiven Teiler von list und o0,,_,(0) =4&(1—2k). Der + 
deutet dabei an, daß die Multiplikation erst auszuführen ist, nachdem h2*%-1 durch 
ha,'_,(t) ersetzt ist. Die h,,._, (k = 2,3,...) sind bis auf Faktoren identisch mit den 
Koeffizienten in der Entwicklung der Weierstraßschen Funktion p(u) = uw? + 
= c„ w2"-2 (mit Perioden 2w,, 205; T = w,/w,, W= w,s/s) während h, bis auf 
einen Faktor mit 7, identisch ist. Verf. schreibt die Diff.-Gl. #"=6p?—}g, 
in ähnlicher Weise in symbolischer Gestalt. Nachdem er noch A,,_, (t ) = 
99-1 (0) Xg,_ (t) setzt, schreibt er die aus den beiden Differentialgleichungen sich 
ergebenden Koeffizientenrelationen an als Beziehungen zwischen den &,,_, (t) und 
ihren Ableitungen. Unter diesen Relationen befindet sich eine zuerst von Rama- 
nujan (Collected papers, Cambridge 1927, p. 136) gefundene Identität. Verf. setzt 
weiter M,= 0%* + 03% + (— 0%). Weil dann M,= 0 ist, lassen sich alle M, 
rational durch M, und M, ausdrücken. Dabei sind M,, bzw. M?2 bis auf Faktoren 
mit 9, bzw. A(r) identisch. Es ergeben sich also zahlreiche Relationen zwischen den 
(zur vollen Modulgruppe gehörigen) Modulformen &,,_, MA (T), J (T). 


II. Es werden Folgerungen gezogen: 1. Aus der Identität M, = 2x, und den 
Transformationsformeln zweiter Ordnung (r—2r) für die 0-Funktionen ergibt 
en die Anzahl der Darstellungen einer ganzen Zahl als Summe von 8 en, 

. Die Modulfunktionen M,M_, werden rational in J(t ) ausgedrückt. 3. Es 
a gr Op; - « . rational ir J(t) und .J’(r), x, rational in J(r), J’(tT), J”(r) aus- 
gedrückt. 4. Beziehungen zwischen der a gu AUnKEER nn und den 
Og,,(r), aus denen Kongruenzen [wie z.B. r(n)=;,n(7o,(n) +50,(n)) 
(mod 70)] hervorgehen [vgl. D. B. Lahiri, Bull. Caleutta math. Soc. 38, 125—132, 
193—206 (1946) ; 39, 33—51 (1947)]. 5. Verf. leitet Beziehungen her, aus denen die 


00 
Koeffizienten ß, in der Entwicklung 123.J (r) = SP exp2zinr numerisch 
berechnet werden können; die Werte von Pas: Pag; Por; Pag Werden angegeben 
[B-» - - -» ßga wurden berechnet; s. Zuckermann, Bull. Amer. math. Soc. 45, 
917 919 (1939); dies. Zbl. 22, 332]. 6. Aus a’ +00’ —-20?= (0 werden 
weitere Beziehungen hergeleitet. " Hendrik Douwe Kloosterman. 


Fawaz, A. Y.: The explieit formula for L,(x). Proc. London math. Soc., 
III. Ser..1, 86—103 (1951). 


Es sei = Ein n)n® und 
Lx)= Zinn, Lea)=![lLe +) + Le]. 
nSs% 
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Unter Annahme der Riemannschen Vermutung ist dann 


a -+-ioo 3 
&(20) 1 &@s) Eu 
=: ee (wol | nr (0<a<z): 


a— Too 
[Summation über die nicht-trivialen Nullstellen von £(s).] Verf. beweist, daß 


> (CO (Ynz) + S(Ya«)), wo -c,=gA(ln)z ETallsı n=g% 


er 
(v quadratfrei) und C'(r) = cos4nvdv, S(r) = f sintnmv:de. Verf. be- 


ae 


vr 
SE 


- 


n= 


weist noch eine ähnliche Bl für die Funktion I *(2). die man erhält, wenn man 
sin dem Integranden von /(x) durch s + t ersetzt. Hendrik Douwe Kloosterman. 
Mordell, L. J.: The reeiproeity formula for Dedekind sums. Amer. J. Math. 
13, 593—598 (1951). 
Seien p,g positive ganze, teilerfremde Zahlen. Dann gilt nach Dedekind 
und Rademacher die Reziprozitätsformel 


p—1 & gq—1 1 
R & 4? PImet Se 
ee es „[??] 5P-D@-D@&pga-p=-g9-1). 
Für diese arithmetische Formel, deren analytische Quelle die Transformations- 
formel für logn (®) bei Modulsubstitutionen ist, gibt Verf. einen neuen rein arith- 


metischen Beweis, der gleich für eine allgemeinere Klasse von Reziprozitätsformeln 
geführt wird. — Zum Beweise von (R) wird die Summe (S) S= N (qx-+pYy) 
K © 


betrachtet, wo die Summation über alle im offenen Dreieck K = (0,0), (p, 0), (0, q) 
gelegenen Gitterpunkte zu erstrecken ist. (R) hängt mit (S) durch R+S = 
pq(p-—-1)(g—1) zusammen. — Zur Auswertung von Summen des allgemeinen 
I ee Een 


nom bedeutet, dienen die beiden Summenformeln 
gq—-1il»-—1 


() z Ziuet+tpW=-FIO+ZFI@pg-d. 


s=1 y= 


Se 
Danach ergeben sich die Werte von N&?r, N&2r-1 rekursiv aus denen von 


PIE Or er | 
) PAX I, = + Fig. 


K K 
ze (sr s2n— 2). — Die N£”r-1 lassen sich in geschlossener Form sum- 


K 
mieren, indem man einmal auf die aus (1) und (2) resultierende Formel 


q—1 p—1 
zo - Pallze Pq) = 5, bs = 2, PN 2 ad 
a 


ee Sr fax -+py—pg) 


y=-1 ı= 
zurückgreift, zum andern die Bernoullischen ee B n(2) heranzieht. Unter 
Beachtung von B, (x +1)—- B, (x) =na*-! und =: B Al EL 2) = BP ®) 
De 


(3) 


ergibt sich dann mit f(X) = B, (1 En =) die A Formel 
Da, Bao De B, Va 


ee, = 3,248). 


y-1l ı=1 


Aufähnliche Weise lassen sich schließlich auch die Summen prrlgnt1 = Be + =) 


dr a A ar a ah 
‘ 


a en De Be a0 BE re Fre BT ee \ y < 
ny = en = Ne - . 7 , x 
Sa a yIE, 7 = „ , 2 Ir, . 
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auswerten. — Druckfehler: 8.53, 2.9: W410 8.0,20 &S Y’<spg-1. statt 


0<Y<pq-1; S.598, 2.5v.u., A. Whiteman statt A. Whitman. 
Helmut Hasse — Curt Meyer. 

Erdös, Paul: On a conjeeture of Klee. Amer. math. Monthly 58, 98—101 
(1951). 

®(n) sei die bekannte Eulersche Funktion. Die Anzahl aller Lösungen x von 
®(x) = n!, wo x genau k Primfaktoren in der ersten Potenz enthält, werde mit 
S,(n) bezeichnet. Verf. beweist: Für hinreichend große n gilt mit einer positiven 
Konstanten c die Ungleichung S,(n) > c(n/log n)*. Ludwig Holzer. 

Bambah, R. P.: Non-homogeneous binary eubic forms. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 47, 457—460 (1951). 

Es sei f(x, yJ) =a@®+bx?y+cxy? + dy? eine binäre kubische Form mit 
positiver Diskriminante. Verf. hat in seiner Dissertation (Cambridge 1950) gezeigt: 
Sind xy. 4, beliebige reelle Zahlen, so gibt es stets ganze Zahlen x, y, so daß 

fe + 20. y+ yo] <max (7,0), FD) AD] FB). 
Das Ergebnis ist bestmöglich, da das Gleichheitszeichen für gewisse Formen f not- 
wendig ist. In dieser Arbeit wird der etwas lange, analytisch-geometrische Beweis 
skizziert. N. Hofreiter. 

Macheath, A. M.: The finite-volume theorem for non-homogeneous lattices. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 627—628 (1951). 

Es seien 77, La, - - -; 7, % linear unabhängige Vektoren und d ein beliebiger Vektor. 


N 
Die Menge der Punkte, die sich in der Formy + N m, r, (m, ganz rational) darstellen 
i=1 


lassen, heißt ein nicht-homogenes Gitter A. Es sei d(A) die Determinante des Gitters 
(Volumen des durch r,,...,ı,„ erzeugten Parallelelepipeds). Ist X eine Punkt- 
menge, so heißt A K-zulässig, wenn K keinen Punkt aus A enthält. Existiert das 
Volumen V (K) und ist es endlich, so gibt es, wie Verf. zeigt, stets K-zulässige Gitter 
mit beliebig kleiner Determinante. Der Beweis ist ganz kurz. N. Hofreiter. 
Davenport, H.: On a prineiple of Lipschitz. J. London math. Soc. 26, 179— 
183 (1951). 
Es sei K ein abgeschlossener, beschränkter Bereich im r-dimensionalen eukli- 
dischen Raum R, mit Volumen V(K). Für ihn gelte: I. Jede Gerade parallel 
zu einer der n Koordinatenachsen schneide Ä, wenn überhaupt, in höchstens h 
Intervallen. IL. Wird &K uf ,=0,..,,=0 [r=n-m;is:..], eine 
Auswahl aus (1, 2,...,n); die übrigen Koordinaten seien &;,..„ 2 u << +:-- 
-< i,„)] projiziert (1 Sm <n — 1), so gelte für die Projektion, deren m-dimen- 
sionales Volumen mit V (i,, - - -, i„,) bezeichnet sei, wieder I und zwar für alle Projek- 
tionen und allem. Dann gilt für die Anzahl N (K) der Punkte aus K mit ganzzahligen 


n—1 
Koordinaten die Abschätzung: (1) |N(K)—- V(K)|< $ he=my,. Dabei ist 


m=0 

V,=1 und sonst V„= 38V (i»...,2,„) erstreckt über alle (ü,...,2,) mit 
1 <ia< tr <ine — Ist f(2y...,n,) die charakteristische Funktion von K 
und f(&;,-- -, %„) jene der Projektion [d.h. es ist f(x... .,%,„) = 1, wenn es 
Werte der übrigen Variablen gibt, so daß (x,,. . ., x,) in K, und sonst 0] so schreibt 
sich (1) so: 

If---[ fa... =,) da, - dir, — Er Re %.) 

| %ı> „In 

n—1 
= > hr m > ; > -[ fe;, nm 2) dx; Ist UK 

m=0 iı << im 
wo die Summe links über alle ganzen x,,...,x, zu erstrecken ist. Der Beweis 
erfolgt durch vollständige Induktion nach n. Für n = 1 ist die Behauptung klar. 
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Ist K definiert durch F,(&,...%,) 20 i=1,...;h) wo die F, Polynome mit 
reellen Koeffizienten sind, deren Grade <Z sind, so folgt aus (1), da dann h 
nur von n,L abhängt, daß |N(K) — V(K)| <C max (V,1) ist, wo CO nur von 
n,h, L abhängt, aber nicht von den Koeffizienten der F, und V = Max 
aller V (ii) für alle ö,...,i, und alle m ist. Verf. hat von diesem Satz 
bereits sehr wichtige Anwendungen auf die Klassenzahl binärer kubischer Formen 
gemacht |[J. London math. Soc. 26, 183—198 (1951)]. Edmund Hlawka. 

Rogers, €. A.: On theorems of Siegel and Hlawka. Ann. of Math., II. Ser. 
53, 531—540 (1951). 

Es wird folgender wichtige Satz gezeigt: Es seiim R, K ein konvexer Körper 
mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung 0. Dann existiert eine Konstante c, 
[welche nur von n abhängt, es ist c, > 4 3" (n! n®)-1/2 (450)-”"—D/2] von folgender 
Eigenschaft: Zu jedem K mit einem Volumen V(K) < c, und in jedem Gitter A 
mit Determinante 1 gibt es eine Transformation 2:(%],---,%,) > (@] &1»: +» ©, %,) 
(0, °:-@,=1, alle » positiv), so daß Q_A keinen Gitterpunkt +0 in K hat. 
Ref. (dies. Zbl. 34, 27) hatte nur zeigen können, daß es eine Klasse von Körpern K 
gibt, für welche der Satz richtig ist, und daß jeder konvexe Körper K mit Mittel- 
punkt und V(K) <c, durch eine unimodulare ganzzahlige Transformation in 
einen Körper dieser Klasse übergeführt werden kann. Edmund Hlawka. 

Hlawka, Edmund: Integrale auf konvexen Körpern. III. Monatsh. Math. 55, 
105—137 (1951). 

(Parts I, II, cf. this Zbl. 36,309). Let f(x) be the distance function, 4 (u) the 
tac-function of the symmetric convex body K: f(x) <1 in R,„;it is assumed that 
both functions are analytic and that all tangential planes touch to the first order. 
Then the following general theorem holds. Let ®(t) - {”=V/2 be absolutely Riemann- 


integrable from 0 to 00; let there be a k > 0 such that J} Bde) | Er =DI2 dt = o(T*) 
ö 
as r—0; and let ®(t) be of bounded variation in the neighbourhood of t = f(a) 
where «+0 is a certain point in R,. Then [ D(f(y)) e'”Wdy converges ab- 
ST 
solutely for every T; both limits 
I(2) = lim f GflfJeizvdy and lim  [ ei«« J(x) da 
T>ojf<tT T-o H<ST 

exist; and 


(ro lim fi eia® J (2) dx = D(f(a) Sr 0) UWE 


T>o H(ae)sT z 
This theorem is applied to the study of distribution functions, in particular to 
lattice distributions. Kurt Mahler. 


Kruyswijk, D.: On the number of lattice-points in a wide convex region. Nederl. 
Akad. Wet., Proc., Ser. A54, 152—161; Indagationes math. 13, 152—161 (1951). 

Let @ be a bounded open convex region in the plane, k any chord of @ containing 
at least two lattice points in @ (i.e. points with integral eoordinates), w, an open 
segment of @ sliced off by k and assumed to contain no lattice point. Denote by 
k also the length of k, and by w, the area of o,, further by J(G) the area of G, by 
A(G) the number of lattice points in G, and by a(G) the number of lattice points 
on the boundary of @. @ is said to be wide with respect to the lattice if each w.. 
lies inside the isosceles rectangular triangle over k as hypotenuse. By means of 
simple geometrical considerations the author shows: There exists an absolute 
constant c > 0 with the following property: Every region G which contains at least 
three lattice points and is wide with respect to the lattice has at least one chord k 
with segment w, such that 
A(G) — J(G)| < ec (K2/w,)%, ala) <c (k}/o,). 


EN NE 
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He shows that this result implies the classical inequalities 

A(C) = J(C) + Or), a(@) = O (ri) 
of J.G. van der Corput (Diss., Noordhoff, Groningen 1919), where r denotes the 
upper bound of the radius of curvature of the boundary of @. Kurt Mahler. 


Schnee, Walter: Über magische Quadrate und lineare 6itterpunktprobleme. 

Ber. Verh. Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, math.-naturw. Kl. 98, Nr. 1, 47 8. (1951). 
% %o %5 
The author considers the 3 x 3 squares (" Ya ») where "x,,.., 2, are. di- 
Razer 

stinet integers. This is called „semimagic‘‘ if nn mot the elements in each row 
and column is the same (= s) and ‚‚magic“ if the diagonals also add up to s. It is 
„normalized‘ if the least element is 1. Explicit formulae are given for the numbers 
f(s), g(s) of essentially different normalized semimagie and magie squares respec- 
tively, with given sum s. The derivation of the formula for f(s) depends substantially 
on showing that all the elements can be expressed linearly in terms of three of them 
and s; and hence the number of squares is the number of integer points in 3-dimen- 
sional space satisfying certain linear inequalities.. The computation of the number 
ofsuch points is then straightforward but laborious. The derivation of the formula 
for g(s) is simpler. The explieit formula for g(s) is g(s) = s/6 —1 [s = 0, 6 (18)], 
= s6 —3/2 [= —3,9 (18)], = s/6 —2 [s=--6 (18)], = s/6 — 5/2 [s = 3 (18)] 
and otherwise zero. That for f(s) is complicated and derend. on the residue of s 
modulo 840. It is shown that f(s + 1) > f(s) except that (12 &k — 1) <f(12k-+1) 
=zral2k) <rfll2RF 2) for %.>5 and f(36)= f(37) = 360. 7. W.S. Cassels. 

ln. Be G.: Über die Menge der Markovschen Zahlen. Doklady Akad. 

Nauk SSSR, Ser. 78, 637—640 (1951) [Russisch]. 

Put L(a ) — lim q lgax—p]| for integers q>0,p where 0<a<1landa 

has the continued fraction expansion x = Fr -- P -- = +»... Denote by 

is 3 

M (N), M(N) the set of x for which ima,= N and a, <N (allk) respectively. 
Then it is shown that for allN > 2 the set of L (x), x€ M (N) has the power of the 
continuum. Indeed, for N >4 a simple continued fraction argument shows the exis- 
tence of an xEeM(N) with (*X) L(a)=(N +2 PB)! for any BEM(N — 2): 
a slight modification is needed for N = 2,3. From (*) and a result of Jarnik 
(see F. J. Koksma ‚Diophantische Approximationen“ Kap.III, Satz 40; Berlin 
1936; this Zbl. 12, 396) it follows that the Hausdorff dimension of the set of all 
L(&) is 1. By a famous theorem of Markoff [ibid Kap. III, Satz 15] the number 
of L(a) >4 is denumerable. It is shown by a simple argument that every inter- 
val (+ — 8) contains a continuum of values of L (a). J. W.S. Cassels. 

Macon, Nathaniel: Some theorems on the approximation of irrational numbers 
by the convergents of their continued fraetions. J. Elisha Mitchell sci. Soc. 67, 
99—107 (1951). 

Let E = [g4 4; 95; ; - .] denote the expansion of any positive irrational num- 
ber E into a regular continued fraetion. Set |&E-- A,/B,| = 1/(A, B}), where A, 
and B, denote the numerators and denominators, respectively, of the approximants 
of this continued fraction. In this paper results are obtained concerning bounds 
for the products of two, three, and four consecutive A,. These theorems extend the 
work of Brauer and Macon (this Zbl. 39, 42). Theorems are also proved here 
concerning sequences of eight and eleven consecutive },. These extend the results 
of Borel [J. Math. pur. appl., V. Ser. 9, 329—375 (1903)], who proved that at 


least one of three consecutive A, is greater than v5, and Brauer and Macon, who 


showed that either at least two of five consecutive A, exceed y5 or at least one 
is greater than 3. Evelyn Frank. 
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Korobov, N. M.: Über die Bruchteile der Exponentialfunktion. Uspechi mat: 
Nauk 6, Nr. 4 (44), 151—152 (1951) [Russisch]. $ 

Sluis, A. van der: An arithmetical theorem on systems of linear differential 
equations. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 252—255; Indagationes math. 13, 
252—255 (1951). 

In Verallgemeinerung eines Ergebnisses von R. Rado (dies. Zbl. 39, 42) zeigt 
Verf. den Satz: Die ganzen Funktionen f,(2), fa(2), -- ,f„(2) mögen nicht alle 
identisch verschwinden und dem System von Differentialgleichungen f,(2) = 


53 Gufu@) = 1,2,..,n) genügen, wobei die Koeffizienten c,,„ algebraische 
u=1 


Zahlen sind, für die Det (c,.) #0 ist. — Dann ist für jede algebraische Zahl 2, 
mit höchstens einer Ausnahme mindestens eine der Zahlen f, (29); - - -» /„(2,) trans- 
zendent. — Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Lindemannschen Satzes und schließt 
sich, wie Verf. erwähnt, an eine Methode von Popken an (dies. Zbl. 38, 192). 
Friedrich Kasch. 


Analysis. 


Allgemeines: 


e Landau, E.: Foundations of analysis. — Translated by F. Steinhardt. 
New York: Chelsea Publishing Co. 1951. XIV, 134p. $ 2,75. 

e Willers, A.: Elementar-Mathematik. 3., verb. Aufl. Dresden und Leipzig: 
Theodor Steinkopff 1951. VI, 260 S. Geb. DM 16.—. 

Gegenüber der 2. Aufl. (dies. Zbl. 31, 13) nur unwesentlich verändert. 

eo Appell, Paul: Analyse math6matique. Tome I: Analyse des courbes, surfaces 
et fonetions usuelles. Integrales simples. Paris: Gauthier-Villars 1951. IX, 408 p. 
2000 fr. 

e Appell, Paul: Analyse math6matique. Tome I: Equations difförentielles, 
döveloppements en series, nombres eomplexes. Integrales multiples, probabilites, 
determinants. Exereises. Paris: Gauthier-Villars 1951. 434 p. 220 fr. 

e Reutter, Fritz: Einführung in die höhere Mathematik für Ingenieure (Bücher 
der Technik). Hannover: Hermann Schroedel Verlag 1951. 248 S. Geb. 18,50 DM, 
brosch. 16,75 DM. 

Das Buch, aus Vorlesungen des Verf. an der Technischen Hochschule Karlsruhe 
entstanden, behandelt in erster Linie die Differential- und Integralrechnung der 
Funktionen einer und mehrerer reellen Veränderlichen, im Anschluß daran aber auch 
die wichtigsten Dinge aus den Grundlagen der Funktionentheorie, der Differential- 
geometrie und der Vektoranalysis. Es nimmt in Auswahl und Behandlung des 
Stoffes Rücksicht auf die Bedürfnisse des Praktikers und will vor allem das Hand- 
werkzeug bereitstellen, das der Ingenieur zur Lösung des mathematischen Teils 
seiner Aufgaben braucht, insbesondere auch numerische und graphische Methoden. 
Die Darstellung ist gut und verweist in allen Fällen, wo eine ausführliche oder exakte 
Behandlung aus Raummangel nicht möglich ist, auf mathematische Lehrbücher, 
in denen der Leser sich näher orientieren kann. Das Buch bringt nach einer ein- 
leitenden Übersicht die folgenden Kapitel: Grundbegriffe (S. 13—58). Differential- 
und Integralrechnung einer reellen Veränderlichen (8. 59—122). Funktionen von 
mehreren Veränderlichen (S. 123—152). Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen (S. 153—169). Unendliche Reihen (8. 170—186). Determinanten und Vek- 
toren (5. 187— 201). Elemente der Differentialgeometrie (8. 202—220). Vektor- 
analysis und mehrfache Integrale (S. 221—236). — Hierauf folgen: Anhang A: 
Wichtige Formeln der ebenen Trigonometrie. Anhang B: Übersicht über die 
elementar integrierbaren Funktionenklassen. Schrifttumsverzeichnis. Sachregister. 


Hans Rohrbach. 
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o Burzynski, J.: Aufgabensammlung aus der mathematischen Analysis. Teil 2: 
Integralreehnung. Differentialgleiehungen. Kraköw: Panstw. Zakt. Wydawn. Szkol. 
1951. 197 8. 29 Zt. [Polnisch]. 

Steinfeld, Ottö: Bemerkung zu einer Arbeit von L. Kalmär. Publ. math., 
Debrecen 2, 48—49 (1951). 

Soit X un sous-corps du corps des nombres reels, B l’anneau des suites borndes 
d’elements de K, C' le sous-anneau de B form& des suites de Cauchy, N l’ideal de 
B forme des suites tendant vers 0. L’A. d&montre l’hypothöse suivante deL. Kal- 
mär (ce Zbl. 37, 34): pour tout anneau D tel que COCDCB,C-D, N n’est 
pas un ideal maximal dans D. Jean Dieudonne. 


Mengenlehre: 


e Sierpinski, Waeclaw: Algebre des ensembles. (Monografie Matematyezne. 
Tom XXIII.) Warszawa-Wroclaw: Nakladem Polskiego Towarzystwa Matema- 
tyeznego 1951. 205 p. 

In der vorliegenden Monographie über die „Algebra der Mengen“ gibt Verf. eine Über- 
sicht über eine Reihe von mengentheoretischen Grundbegriffen und entsprechenden Sätzen. Der 
N ame „Algebra der Mengen“ ist dadurch in etwa gerechtfertigt, daß die Begriffsbildungen, die 
sich an den Durchschnitt und die Vereinigung von Mengen anschließen, bevorzugt werden. Im 
übrigen wird eine bestimmte Abgrenzung dieses Begriffs nicht gegeben, aber Fragen der Kar- 
dinalzahl- und Ordinalzahltheorie scheiden z. B. aus. Eine besondere Note erhält die Abhand- 
lung dadurch, daß die Beziehungen zur Logistik betont werden. So enthält Kapitel I einen 
kurzen Abriß der Aussagenlogik, die als eine Theorie der Wahrheitsfunktionen aufgefaßt wird. 
Gelegentliche Seitenblicke auf die Axiomatik dieses Gebietes und eine kurze Erläuterung der 
Symbolik wird bei den weiteren Kapiteln teilweise dazu benutzt, um die Definition der eingeführ- 
ten Begriffe in kurzer und präziser Form zu geben, ohne daß aber im übrigen logistische Formen 
benutzt werden. Der Mengenbegriff selbst (Teilmenge, Gleichheit von Mengen usw.) wird in 
Kapitel II eingeführt. Die infolge der Antinomien notwendige Beschränkung des Mengenbegriffs 
findet eine kurze Erläuterung, ohne daß im übrigen auf axiomatische Fragen näher eingegangen 
wird. Der Standpunkt, der vom Verf. bei den weiteren Darlegungen eingenommen wird, ist, 
daß jede Menge nur in Etappen gebildet werden kann, also entweder als Menge von nur In-: 
dividuen (Urelementen), als Menge, die außer Individuen nur noch Mengen der gerade genannten 
Art enthält, usw. Die durchgängige Verwerfung der weiter gehenden Mengenbildungen, wie sie 
auf Seite 51 ausgesprochen wird, z. B. solcher, die durch eine Abschwächung der Typentheorie 
entstehen, ist aber in dieser allgemeinen Form nicht gerechtfertigt, da nicht alle diese Bildungen 
(vgl. z.B. das Quinesche System der Stratifikation) zu Widersprüchen geführt haben. Die 
Grundlagen der mengentheoretischen Algebra (Summe, Durchschnitt auch unendlich vieler 
Mengen; Cartesisches Produkt; Komplementärmenge; algebraische Charakterisierung dieser 
Bildungen) bringt Kapitel III. Der Parallelismus zwischen der Algebra der Aussagen und der 
Algebra der Mengen, oder wie wir sagen würden, zwischen dem Aussagenkalkül und dem Klassen- 
kalkül und natürlich auch die Boolesche Algebra wird besonders berücksichtigt. Das nächste 
Kapitel führt den mengentheoretischen Funktionsbegriff als eine Menge besonderer Art ein und 
betont den Unterschied von dem weiter gehenden Zuordnungsbegriff, bei dem der Vorbereich 
und der Nachbereich der betreffenden Relation nicht auf eine Menge beschränkt zu sein braucht, 
und gibt anschließend eine Erörterung der Abbildung von Mengen aufeinander. Die Definition 
des Cartesischen Produktes mehrerer Mengen gibt Gelegenheit zu einer Erläuterung des Aus- 
wahlaxioms und verschiedener äquivalenter Formulierungen (Zorn, Teichmüller). Weiter 
finden wir eine Erläuterung des Abstraktionsprinzips (Definition von Gleichheitsklassen ver- 
mittels einer reflexiven, symmetrischen und transitiven Relation) und der Sätze von Banach 
und Cantor-Bernstein. Ein kurzer Abschnitt ist den sonst wenig beachteten mehrdeutigen 
. Zuordnungen zwischen Mengen gewidmet. Von den Begriffen abstrakter Raum, topologischer 
Raum, metrischer Raum wird die Definition gegeben. Das letzte Kapitel erläutert im Anschluß 
an das Studium von Operationen über Mengenfamilien, die Begriffe Mengenringe und Mengen- 
körper, Borelsche Mengen, Separabilität von Mengen, analytische Mengen, Hausdorffsche Funk- 
tionen usw. — Die Darstellung ist flüssig und verständlich geschrieben. Die Einheitlichkeit 
der Darstellung wird dadurch gestört, daß Verf. in dem Bestreben, möglichst vollständig zu sein, 
alle ihm bekannten Sätze zitiert hat, die auch nur entfernt mit den eingeführten Grundbegriffen 
zu tun haben. Manches konnte dabei natürlich nur eben gestreift werden, so daß die Darstellung 
einen encyklopädieartigen Charakter erhält. Zu begrüßen ist, daß an verschiedenen Stellen 
Übungsbeispiele eingestreut sind. Als eine Orientierung über die meisten mengentheoretischen 
Grundbegriffe ist das Buch eine gute Vorlektüre für das Studium von Werken über ein spe- 
zielles Gebiet der Mengenlehre. Wilhelm Ackermann. 
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Lorenzen, Paul: Über endliche Mengen. Math. Ann. 123, 331—338 (1951). 


Eine konstruktive Definition des Mengenbegriffs an und für sich in seinem 
Sinne hat Verf. früher (dies. Zbl. 42, 10) gegeben. Eine daran sich anschließende 
Definition der endlichen Mengen nach Dedekind unter Zugrundelegung der ein- 
eindeutigen Zuordnung hätte vom Standpunkt des Verf. aus kein Interesse, da man 
schon vor Einführung des Mengenbegriffs dauernd mit endlichen Mengen von 
Symbolen operiert. Es wird daher ein anderer Weg eingeschlagen. Nachdem die 
ganzen Zahlen und die zugehörige Ordnungsbeziehung in der bekannten Weise ein- 
geführt worden sind, werden Systeme, d.h. k-tupel, durch die folgenden Konstruk- 
tionsvorschriften eingeführt: I. x ist ein System. II. Wenn g ein System ist, ist 
q, x ein System. Weiter läßt sich z€ {gq} (x ist Element der durch das System q 
bestimmten endlichen Menge) definitorisch einführen. Jedem System läßt sich nun 
in einfacher Weise eine Ordinalzahl und jeder endlichen Menge eine Kardinalzahl 
zuordnen. Die Invarianz der Kardinalzahl gegenüber umkehrbar eindeutigen Ab- 
bildungen muß dann hier bewiesen werden. Diese Invarianz würde übrigens für 
alle möglichen Zuordnungen gelten, ganz gleich welche Sprache dabei zugrunde 
gelegt wird. Wilhelm Ackermann. 


Finsler, Paul: Eine transfinite Folge arithmetischer Operationen. Commentarii 
math. Helvet. 25, 75—90 (1951). 


Die Untersuchungen des Verf. erstrecken sich nur auf die Zahlen der 1. und 2. Zahlen- 
klasse. Wenn «, eine Folge nicht abnehmender Ordnungszahlen ist, so versteht Verf. unter 
lim «, die kleinste Zahl, welche > «x, ist für alle n < w. — Die v-te Iteration einer transfiniten 

N 


f ; lim 9m 
Funktion p(&, 7) wird induktiv definiert durch pP’ (&,n) = pl&,p’(& n)) undp* (&n) 
— lim @"* (&,n) für aufsteigende v,, vorausgesetzt, daß p”(E, n) von einem endlichen v, ab mit 
N 
wachsendem » nicht abnimmt. Ferner soll p%&,n) = n sein. — Nun werden die Funktionen 
Pa (Sn) definiert wie folgt: Ps; Mi Po, Ertl, En)=ROnN)=n+& 96 
= 4m) =-En, PEN = D=-n,n&En) =) = 7", pn) = gi (m, m) usw. 
[Wenn *&=wE > 0,80 ist 9,(&,n)=n,, unter n,w=1,2,...,@,...) die Reihe der auf 
n>1 folgenden e-Zahlen 2° = & verstanden. Ref.] Allgemein soll sein: 9x4, (& 7) = o% (nn) 
für «23, Pıyma, (Sn) = lim, ,(& n) für wachsende a,„. Diese Definition ist sinnvoll und 
n n ä 

erklärt @,(&,n) für beliebige Zahlen x,£&, n der beiden ersten Zahlenklassen, da Verf. zeigen 
kann, daß g%(&,n) von gewissen endlichen Werten von x bzw. v ab eine nicht abnehmende 
Funktion von & und von » ist. — Verf. beweist eine Reihe von Monotoniesätzen für die Funktionen 
pr(&,n) hinsichtlich sämtlicher vier Argumente. [Offenbar ist 9.(&,n) die Stammfunktion 
von 944, (&;7) im Sinne von Jacobsthal. Ref.] — Wenn eine Zahl £ in der Form & — g,(&, n) 
mit &<&,n<£ darstellbar ist, wobei x <& nicht verlangt wird, so gibt es auch eine so- 
genannte Hauptdarstellung dieser Art für £, nämlich die Darstellung mit kleinstem x und 
kleinstem £ für dieses kleinste x. Verf. zeigt, daß zu jedem £ der ersten und zweiten Zahlenklasse, 
0 und ® ausgenommen, eine Darstellung der obigen Art und somit eine Hauptdarstellung 
existiert. Hierzu benützt er die Zahlen o„, welche so definiert sind: go, = @,(0, 0) =1, 
9 = 9(I,0)=o, = 9(w, ©) = w’, allgemein 0, = 9.(0,w) für «> 2. o„ ist eine 
Normalfunktion von x. Wenn 0,SC&<o,,, ist, so gilt für die Hauptdarstellung & = 
P(&,9):x Su. — Die Hauptdarstellung läßt sich benutzen, um gewissen Limeszahlen 
der zweiten Zahlenklasse eindeutig sogenannte Hauptfolgen zuzuordnen, deren Limites sie 
sind, nämlich solchen ), die eine Hauptdarstellung A= 9,(&,n) mit x <A besitzen. Das 
gilt jedenfalls für alle A, die kleiner sind als die erste kritische Zahl x = o,= lim fo,, 0, , 0 \ 
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der Normalfunktion 0x. Wenn «= 0, =9,(0, ®) keine Hauptdarstellung x =9,(&, n) FA 
_<x zuläßt, so kann man x die vorstehende Folge als Hauptfolge zuordnen und das Verfahren 
bis zur nächsten kritischen Zahl fortsetzen usw. Dabei wird man sich der Methoden von Veblen 
und H. Bachman n bedienen, um weiteren kritischen Zahlen „Hauptfolgen‘“ zuzuordnen. — 
Es gelingt indessen auf diese Weise nicht, das von Sierpinski als sehr schwierig hervorgehobene 
Problem zu lösen, jeder Limeszahl der 2. Zahlenklasse eindeutig eine Fundamentalfolge zuzu- 
ordnen, weil man immer nur auf Abschnitte der 2. Zahlenklasse beschränkt bleibt. — Mit der 
Lösung des Problems der Hauptfolgen ist die Lösung einiger anderer Probleme verknüpft, wie 
Verf. eingangs bemerkt. Walter Nonne 
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Aigner, Alexander: Der multiplikative Aufbau der Polynome in der unend- 
- liehen Ordnungszahl w. Monatsh. Math. 55, 157—160 (1951). 

Es handelt sich im wesentlichen um die Zerlegung der Polynome & wt a, < w® 
in Primfaktoren. Die Ergebnisse des Verf. sind jedoch schon von Cantor gefunden 
worden, und zwar für beliebige Polynome wa, der zweiten Zahlenklasse. 
Vgl. GeorgCantor, Gesammelte Abhandlungen, Berlin 1932, S. 201—204 sowie 
S.333—336. Das Cantorsche Verfahren überträgt sich ungeändert auf solche 
Polynome in beliebigen Zahlenklassen ; vgl. E. Jacobsthal, Math. Ann. 66, 145—195 
(1909). Walter Neumer. 

Arens, Richard: Ordered sequence spaces. Portugaliae Math. 10, 25—28 
(1951). 

The Cartesian product U, x U, x :- - ofa finite or infinite sequence of ordered 
sets will be always understood to be ordered by the method of first differences. 
HE U,=U(n=1,2,...), we write U® instead of U, x U,x --- By induction, 
Vet _ (U®*)oe, Two ordered sets U, X are said to form an A-pair if, for arbi- 
trary ordered sets V, Y and for any non-decreasing [i.e. p(a) <p(a’) f a <a] 
mapping po of U x V onto X x Y, there are elements veU and ze X such that 
oltu) x V)C(x) x Y. Itis shown that sets U, X always form an A-pair if U is 
uncountable and X contains an enumerable subset dense in X in the interval topology. 
il 2 X, form an A-pairs(n — 1, 232.), then. U.X Us x. 2 RX Re 
form also an A-pair. If U,X form an A-pair and m <n, then U®” is not isomor- 
phic (= similar) to X®”. In particular, / denoting the set of all real numbers, I®” 
is not isomorphic to /®" if n=m. Roman Sikorski. 


Neumer, Walter: Verallgemeinerung eines Satzes von Alexandroff und Urysohn. 
Math. Z. 54, 254—261 (1951). 

P. Alexandroff und P. Urysohn [cf. Verhdl. Nederl. Akad. Wet. Afd. 
Natuurk., I. Sect. 14, No. 1, 1—96 (1929), p. 95] haben bewiesen, daß jede 
Ordnungszahlfunktion (x) <a (x < @],x& + 0) mindestens einen Wert k w,-mal 
annimmt (k X = Kardinalzahl von X). Ben Dushnik [Bull. Amer. math. Soc. 
37, 860—862 (1931); dies. Zbl. 3, 155; vgl. auch G. Kurepa, These, Paris 1935 
und Publ. math. Univ. Belgrade, 4, 1—138 (1935), p. 16; dies. Zbl. 14, 394] bewies 
einen analogen Satz für jede reguläre Anfangszahl &,. Vorliegende Arbeit enthält 
einige Definitionen und 9 Sätze über die Menge W(A) aller Ordnungszahlen <A 
(A = beliebige Anfangszahl > w,), insbesondere die folgende Verallgemeinerung 
des vorhergehenden Satzes: Sei M eine mit W(A) ähnliche Teilmenge von W (A) 
so, daß W(A) — M kein Band von W(A) enthält, dann nimmt jede Ordnungszahl- 
funktion o(x) <a(x€ M,«x=+0) mindestens einen Wert kA-mal an (Satz 2). 
Wenn A>o, so ist W(A) zerreißbar (Satz 8; der Fall A= w, bleibt offen). 
Definitionen: eine abgeschlossene, mit W(A) ähnliche Teilmenge von W(A) 
heiße ein Band von W(A). Die Menge W(A) heiße zerreißbar, wenn sie in zwei 
elementfremde mit W(A)ähnliche, kein Band von W(A) enthaltende Teilmengen 
zerlegt werden kann. Georg Kurepa. 


Fodor, G.: On a problem concerning the theory of binary relations. Nieuw 
Arch. Wiskunde, II. Reeks 23, 247—248 (1951). 

Using a theorem of Sierpinski [Töhoku Math. J. 12, 205—208 (1917)] the 
author solves in the negative the following problem: to every z& [0,1] let X (x) 
be an interval the center of which is x; let f(x) be the length of K (x); if S, is any 
set COK(x), does there exist a set SC [0,1] of positive measure such that for 
no x, y€S one has neither z€S,nor y€S,„? If the function f(x) is measurable, 
the problem is solvable affirmatively [cf. Fodor, Publ. math., Debrecen 1,:199—200 
(1950)]. George Kurepa. 
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Differentiation und Integration reeller Funktionen: ’ 


e Siddons, A. W., K.$. Snell and J. B. Morgan: A new caleulus. Vol. IH. | 


Cambridge: At the University Press 1951. VIII, 258p. 10s. 6d. net. 

e Vietoris, Leopold und Gustav Lochs: Vorlesungen über Differential- und 
Integralrechnung. Innsbruck: Universitätsverlag Wagner 1951. 415 S., 159 Abb. 
im Text, DM 30.—. 

Als Ziel des Buches ist genannt, den Studierenden einerseits eine Grundlage 
für ein weitergehendes tieferes Studium der Mathematik und andererseits möglichst 


rasch solche Kenntnisse zu vermitteln, daß sie den Grundvorlesungen in den die 


Mathematik verwendenden Wissenschaften folgen können. Deshalb werden in 
Abweichung von den bekannten Lehrbüchern der Differential- und Integralrechnung 
beizeiten die komplexen Zahlen eingeführt und in beschränktem Umfange die 
Grundtatsachen über die elementaren Funktionen im Komplexen entwickelt. 
Dieser Ausweitung des Stoffes stehen einige Abstriche gegenüber; es wird auf eine 
längere Auseinandersetzung mit dem Begriff der reellen Zahl und auf die Lehre von 
den mehrdimensionalen Integralen und von den Fourier-Reihen verzichtet. Die 
vom Verf. der Abfassung des Buches unterlegten Leitgedanken, den Leser mit 
nichts Unnötigem zu belasten, auf Klarheit der Begriffe das größte Gewicht zu 
legen, Verständlichkeit der Kürze vorzuziehen, und sich nicht verleiten zu lassen, 
durch Aufnahme von Unrichtigkeiten das Verständnis scheinbar erleichtern zu 
wollen, sind überall in glücklicher Weise verwirklicht und haben ein Lehrbuch er- 
geben, dem sich die angehenden Mathematiker und mathematisch interessierten 
Wissenschaftler mit großem Gewinn anvertrauen können. Trotz des betonten 


Grundsatzes, daß Beweise die beste Einübung der Begriffe seien, fehlt es nicht an 


gelegentlichen Übungsaufgaben. Aus dem Inhalt: 1. Grundbegriffe (Zahl, Menge, 
Funktion, Zahlenfolgen, Stetigkeit). 2. Der Differentialquotient. 3. Wichtige 
Begriffe (Zahlenmengen, Cauchysches Konvergenzprinzip, obere und untere Grenze, 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung). 4. Das Integral (u.a. der Logarithmus). 
5. Geometrische Anwendungen (Bogenlänge, Kreismessung, tıigonometrische Funk- 
tionen, hyperbolische Funktionen, Kurven in Parameterdarstellung). 6. Taylor- 
scher Satz. 7. Unbestimmte Formen. 8. Numerische Methoden. 9. Einiges aus 
der Algebra (komplexe Zahlen, rationale Funktionen). 10. Integration rationaler 
und verwandter Funktionen. 11. Analysis im Komplexen (u. a. gleichmäßige Kon- 
vergenz von Funktionenfolgen, die Funktionen e, sinz, usw., Potenzreihen). 
12. Wallissches Produkt und Stirlingsche Formel. 13. Einiges aus der analytischen 
Geometrie des Raumes. 14. Raumkurven. 15. Differentialrechnung der Funk- 
tionen mehrerer Veränderlicher. 16. Implizite Funktionen. 17. Abbildungen in 
mehreren Veränderlichen. — Stiehwortverzeichnis. Druck und Ausstattung sind 
vorzüglich. Georg Aumann. 

Haupt, Otto und Christian Y. Paue: Vitalische Systeme in Booleschen P- 
Verbänden. S.-Ber. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1950, 187—207 
(1951). 

Soit E un ensemble, u une mesure .döfinie sur une tribu © de parties de E, 
telle que E soit r&union denombrable d’ensembles de mesure finie. Un ensemble 
ECO est un systeme de Vitali fort (resp. faible) lorsqu’il possede les proprietes 
suivantes: pour toute partie A de E, et tout & > 0, il existe une suite d’ensembles 
(,€€e telle que: (I) la reunion S des C', recouvre A & un ensemble de mesure nulle 
pres, et u (S) differe de moins de e de la mesure exterieure de A; (II) l’intersection 


de deux (, distinets est de mesure nulle [resp. pour tout r, la somme 53 u (C,) 


. \ ‚ . . e= 
differe de la mesure de la r&union des C', (0 <r) de moins de &]. Les AA. &noncent 
des conditions suffisantes pour qu’un systeme © soit un systöme de Vitali fort ou 
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faible (la d&monstration n’est- ‚qu’esquissee et doit paraitre dans un autre article); 


une de ces conditions, dite condition de halo faible, est la suivante: pour tout x >1 


il existe un 8 >0 tel que pour toute.r&union F d’un nombre fini d’ensembles de 0, 


‚ et pour tout systeme d’un nombre fini de (,€@ tels que u(C,) Sau(C,NF), 
on alt u(Ul,) <Pu(F). Is demontrent ensuite qu’un produit de deux systemes 


e 
de Vitali faibles est un-systeme de Vitali faible pour la mesure produit, ainsi qu’une 


propriete analogue pour les systemes possedant la propriet& de halo faible (l’un 
d’entre eux possedant cette propriete ‚„‚renforeee“‘, c’est-A-dire que dans l’enonc& 
ci-dessus, F peut ötre plus generalement un ensemble quelconque de la tribu engendr6e 
par ©). Jean Dieudonne. 


Denjoy, Arnaud: Une extension du theor&me de Vitali. Amer. J. Math. 73, 
314—356 (1951). 

Über den hauptsächlichsten Inhalt dieser Arbeit wurde schon berichtet (dies. 
Zbl. 39, 50; im folgenden zitiert mit V.). Ergänzend und berichtigend sei folgendes 
bemerkt: (A) Betr.V. „Verallgemeinerung‘“: Vor.(II), (1) Es soll ujz 
vollständig sein int; Vor. (II) (3) Es soll W die Vereinigung aller Q(C’)E 
mit Q(C’)C =0 und u(C’) <au(C) sein. Zur Beh. kann hinzugefügt werden: 
Es ist H u-meßbar, ebenso die von c beliebig fein überdeckte Teilmenge D von H; 
ferner ist u(H) = u (D), und zu jedem e> 0 gibt es fremde C,ec mit u(D) s 
u(20C,) <u(D) + e. — Es ist auch darauf hingewiesen, daß bei der in Rede ste- 
henden Verallgemeinerung die Überdeckbarkeit mit fremden € bis auf eine «-Null- 
menge bzw. bis auf eine beliebig «-maßkleine Menge nur für 7 bzw. D behauptet 
wird, nicht (wie im klassischen Vitalischen Satz) für beliebige Teilmengen von H. — 
(B) Betr. Reguläre Systeme. Für H (=D) gilt der Maßdichtesatz, d.h. 
die Maßdichte von # ist in «-fast jedem Punkt von H vorhanden und gleich 1. 
Die extremen Derivierten nach c von einer jeden beschränkten, absolut additiven 
Funktion F|3 sind u-meßbar und u-fast überall endlich. — (C) Betr. Vollständig 
reguläre Systeme. Die Enveloppe wird als Komplement eines Kernes eingeführt. 
Bei vollständig regulären Systemen gilt der Maßdichtesatz für jede u-meßbare 


Teilmenge von H, daher ist c jedenfalls eine schwache Vitalische Ableitungsbasis 


im Sinne von de Possel, vgl. V. a.a. O., für die aber hier überdies der Satz gilt, 
daß die Ableitung einer beschränkten, absolut additiven und u-totalstetigen Funk- 
tion F|% u-fast überall existiert und gleich einem u-Integranden von F ist. — Im 
übrigen enthält die Arbeit eingehende Analysen der jeweiligen Annahmen und 
zahlreiche andere, interessante Bemerkungen. Otto Haupt. 

Denjoy, Arnaud: Mötrique des ensembles et des fonetions. C. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 195—197 (1951). 
| Referat s. dies. Zbl. 39, 50. 

Schaerf, H.M.: Onthe role of an interseetion property in measure theory. — I. 
Portugaliae Math. 10, 1—9 (1951). 

Referat s. dies. Zbl. 40, 169. 

Hadwiger, Hugo: Zur Minkowskischen Dimensions- und Maßbestimmung 


beschränkter Punktmengen des euklidischen Raumes. Math. Nachr. 4, Erhard 


Schmidt z. 75. Geburtstag, 202—212 (1951). 

Nachdem neuere Arbeiten auf dem Gebiet des klassischen isoperimetrischen 
Problems die Überlegenheit mengentheoretischer Methoden über ältere Verfahren 
nachgewiesen haben, hat der Minkowskische Inhaltsbegriff wieder an Interesse ge- 
wonnen. Es sei A eine beschränkte, abgeschlossene Punktmenge von E,, A, die 


- Außenmenge von A in der Entfernungo > 0, V(A,) der (stets existierende) Peano- 


wa 


Jordansche Inhalt von A, und @,,(0) = kr®/I'(k). Ist u = u(A) die untere Grenze 
aller Zahlen o >(0, für die lim m, (0) = vr V(A,)/@n-s (0) = 0 gilt, so heißt 


0—>0 
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A von der Dimension u und besitzt dann eine untere Oberfläche M (A) und eine 


obere Minkowskische Oberfläche M(A) gleich dem lim bzw. lim von m,(o) für 
o—0. Es gilt folgender Satz: Zu jedem u aus dem Intervall O <u<n und zu 
jedem Wertepaar a, ß mit 0 <a <ß < © existiert eine beschränkte Punktmenge 


A, für die u, x, ß entsprechend u (A), M(A), M(A) werden. Alexander Dinghas. 
Eggleston, H. G.: Correetion to „A property of Hausdorff measure“. Duke 
math. J. 18, 593 (1951). 
Vgl. dies. Zbl. 40, 172. 
Federer, Herbert: Hausdorff measure and Lebesgue area. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 37, 90—94 (1951). | 
The author recalls first, for continuous mappings f: X — Y, from a k-dimen- | 
sional euclidean space X into an n-dimensional euclidean space Y, various defini- 
tions of ‚„‚measure‘ already introduced (some for particular values of kandn; k=2, 
n = 2,3) e.g. Hausdorff measure, Besicovitch-Young area, Geöcze area, Lebesgue 
area. Uniform and simple notations are used. The author points out that some of 
the known relations between any two of these measures hold for any n at least under | 
particular conditions. For instance if L and S are the Lebesgue and Geöcze areas, | 
the relation L<3@ and the resulting equality L=@ proved by the reviewer | 
for k=2, n= 2,3 [Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, II. Ser. 10, 253—294 (1941), | 
this Zbl. 27, 206; Atti Accad. Italia, Mem. Cl. Sci. fis. mat. natur. 14, 891—951 
(1944)] can be conveniently extended for k=2 and any n >2, provided the 
n-dimensional Z-measure of f(X) is zero. The question whether L=G for n>3 
without restrietive conditions is still open. Lamberto Cesari. 
Burkill, J. C.: Integrals and trigonometrie series. Proc. London math. Soc., 
III. Ser. 1, 46—57 (1951). 
Verf. hat 1932 [Proc. London math. Soc., II. Ser. 34, 314—322;; dies. Zbl. 5, 392] 
das Perron-Integral zum OP-Integral erweitert, indem er von den Ober- und Unter- | 
funktionen etwas weniger verlangte. Jetzt findet eine abermalige Erweiterung zum 
SCP(symmetrischen Cesäro-Perron)-Integral statt. Sei f(x) eine in (a, b) meßbare 
und fast überall endliche Funktion und sei B eine die Punkte a, b enthaltende 
Teilmenge von (a, b) vom Maßb — a. Dann heißt eine Denjoy-integrierbare Funktion 
M (x) eine SCP-Oberfunktion von. f(x) mit der Basis B, wenn M(a) = 0 und 
h 
lim — [ [IM (@+)—-M(&-H]dt=0 für alle x (wohl außer a und b), 


h—0 0 


h—>0 


h 
rk: nl te) Tastrüberall 
lim -; / [M(: —M(<— 
2 h2 i ae ee > — 00 außer höchstens abzählbar vielen x. 


Entsprechend werden die Unterfunktionen m (x) definiert. Wenn dann die untere 
Grenze @ aller M (b) gleich der oberen Grenze aller m (b) ist, so heißt G@ das SCP- 


b 
Integral zur Basis B: G@ = (SCP, B) fi f(x) dx. Es wird gezeigt, daß für dieses 


Tı 
Integral die Formel der partiellen Integration gilt und daß eine gegen f(x) kon- 
vergierende trigonometrische Reihe die Fourierreihe von f(x) ist, wenn die Integrale 
in diesem Sinn mit einer geeigneten Basis B verstanden werden. Oskar Perron. 
Ewing, George M.: Surface integrals of the Weierstrass type. Duke math. 
J. 18, 275—286 (1951). | 
Data una superficie $ avente la „rappresentazione“ z!(u) (i = 1,2,3) ove il parametro | 


u= (ul, u?) varia in una regione di Jordan R, ’A. definisce l’area A(S) e la funzione-vettore 
V ($) mediante iseguenti postulati: (A,) A ($) & definita per ogni superficieSede 0 < A(S) <o, | 


285 


| (A,) per ogni superficie quasi lineare Q, A(Q) & uguale all’arca elementare, (A,) A($) & semi- 


_ continua inferiormente, (A,) a ogni superficie 8 corrisponde una successione di superfici quasi 


_ lineari Q,, tali che la distanza di Frechet (Am) >0 e A(Qu) > A(S); (V,) V($) & definita, 


rn 


see A(S$) < + oo, (V,) per una superficie quasi-lineare Q, V(Q) & la somma dei vettori relativi 
‚alle singole facce, (V,) se Q,, ha la proprietä (A,),& V(Q„)-> V (8). — Una superficie $ si 
chiama .„‚ammissibile‘“, quando ammette una rappresentazione „tipica“, tale cio& che: 1.) a ogni 
‚ numero positivo » corrisponde una partizione x di R in un numero finito di regioni N) 
di Jordan che non si sovrappongono, la quale ha norma minore di v (ove la norma & il limite 
superiore dei diametri delle parti di R,), in modo che sia X A(8,) = A(S8), ove 8,5 =1,...,k) 
© la decomposizione di S relativa alla partizione x; 2.) ogni parte S, gode della stessa proprietä 
indicata in 1.) per S. — Supposto che: (I) f(x,r) sia una funzione continua nelle variabili 
wu, ri 1,2,5); Al)sia f(&,kr)=kf(s,r), perr=0; (III) f(x, r) sia convessa in r per ogni x; 
viene considerata la somma s=Lf[x(u,), V($,)] (relativa a una rappresentazione tipica di 
una superficie ammissibile 5 e a una partizione x di R alla quale corrisponda una rappresen- 
tazione tipica) ove w, € un arbitrario punto della parte R,; Vintegrale J(x(w), R, f) & definito 
come limite della somma s al tendere a zero della norma relativa alla partizione z. — Viene 
dimostrato che se la funzione f(x, r) soddisfa alle condizioni (I) e (II) lintegrale J(x(w), R, f) 
esiste, e che & indipendente dalla rappresentazione tipica: pertanto pud venir indicato con 
J (8, f). — L’A. rileva che se S appartiene alla classe X, di T. Radö (questo Zbl. 27, 405) e se / 
ha le proprieta (I) e (II), J($,f) & uguale al corrispondente integrale di Lebesgue. — Inoltre, 
indicata con K% la classe costituita da quelle superfieci ammissibili 8, a ciascuna delle quali corris- 
ponde almeno una successione Q,, di superfici quasi lineari tali che d(Q, 8) > 0, J (Om |r |) 
— JS, |r|), VA. stabilisce che, se $ appartiene alla classe K* e se f ha le proprietä (I) e (II), 
J(S,f) & uguale all’integraie (di Weierstrass) introdotto da L. Cesari (questo Zbl. 29, 291). 
Silvio Cinquini. 

Cafiero, Federieo: Sugli insiemi compatti di funzioni misurabili negli spazi 
astratti. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 20, 48—58 (1951). 

L’A. donne la generalisation suivante d’un @enonc& de Frechet [Fundam. 
Math. 9, 25—32 (1925)]: ‚‚La condition necessaire et suffisante pour qu’un ensemble 
® de fonctions mesurables-F definies sur un ensemble # mesurable-F et quasi-bornees 
(u) soit compact pour la topologie de la convergence en mesure (u) est que les fonc- 
tions de ® soient egalement quasi-bornees (u) et egalement mesurables-F“ avec les 
definitions suivantes: F est une famille bool&eenne d’ensembles d’un espace ab- 
strait S; une fonction reelle sur S est mesurable-F si elle est definie sur un ensemble 
de Fetsi E(z, f(x) > a)€F pour tout a reel; une mesure u est une fonction d’en- 
semble definie sur f, non-nögative, monotone et sous-additive; une fonction 
reelle f(x) est quasi-bornee si pour & > 0, il existe un nombre A et un sous-ensemble 
IdeEtel u(I)<e et |f({x2)| <A sur E—TI; les foncetions de ® sont ögalement 
quasi-bornees si & tout e> 0 correspond un nombre tel que pour toute fonetion 

ı fED il existe un sous-ensemble 7, tel que u(I,)<e et |f(a)| <A sur E-1,; 
les fonetions de ® sont &egalement mesurables-F si & tout couple e et » de nombres 
positifs, il correspond une decomposition de &E en un nombre fini d’ensembles #, 
deux & deux disjoints et si l’on peut associer ä chaque fonction f(x) un sous-ensemble 
I, de mesure u (I,) < e tel que l’oseillation de f(x) en tout ensemble E,—#;-1, 
soit inferieure& &.— L’A.indique quelques cas partieuliers: 1. fonctions mesurables- 
L de deux variables reelles avec convergences quasi-uniformes regulieres et quasi- 
regulieres (cf. G.Stampacchia, ce Zbl. 40, 18), 2. fonetions mesurables-B de 
deux variables reelles, (F) etant la famille des boreliens plans et zı leur capaecite. 
"Ce dernier exemple n’est lögitime, & la connaissance du R., que gräce aux r6sultats 
recemment 6tablis par G. Choquet sur la capacitabilit6 de tous les K-boreliens 
et ä condition de se limiter & des fonctions nulles hors d’un compact fixe (Com- 
munication au Congres de Harvard, 1950). Andre Revuz. 


Blackwell, David: On a theorem of Lyapunov. Ann. math. Statistics 22, 
112—114 (1951). 
Ein von A. A. Ljapunov 1940 veröffentlichter Satz besagt folgendes. Sind 
“ fu,}?1 solehe — nichtatomisch genannten — Maßfunktionen über einem Borelschen 
rl ; = : Se 
Körper ® von Teilmengen des Raumes X, für welche jede Menge mit einem von 
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Null verschiedenen Maß eine ebensolehe Teilmenge besitzt, dann ist die Menge der 
Vektoren mit den Koordinaten {u,(B)}}_-ı bei BE® konvex. Die hier gegebene 
erste Erweiterung dieses Satzes zeigt dasselbe für die Menge der Vektoren 
t f a, (X) du, -ı bei u,-meßbaren a,(x) mit gegebenen reellen Wertbereichen 
über X. Die zweite Erweiterung ergibt die Konvexität der Menge der Vektoren. 


N n - 
| 22 F Pr au) ‚ wenn die p,, nach den u, integrierbar über die elementenfremden 
=1Dj j=1 


N 
Teilmengen D, von X = U D, sind. — Sind die «, Wahrscheinlichkeitsmaße 
k=1 


von Verteilungen, so besagen diese Erweiterungen, daß bei statistischen Entschei- 
dungsproblemen nach Ermittlung einer Stichprobe im nichtatomischen Fall weder 
durch verteilungsmäßige Mischung der Entscheidungen gegenüber der Wahl 
einer, noch durch die gleichzeitige Beachtung von verschiedenen Stichproben- 
erhebungsplänen gegenüber der Wahl eines, etwas gewonnen werden kann. 
Tibor Szentmärtony. 


Sapogov, N. A.: Über eine Ungleichung von Tschebyscheff. Uspechi mat. Nauk 6, 
Nr. 2, 157—159 (1951) [Russisch ]. 


The following theorem is proved: Let u be a o-measure on a o-field of subsets of 
an abstract space E, let u(x), v(x), w(x) are real integrable functions on E, and let 
o(X) = v(rR)- fwau — w(x)- van. Suppose that u(x) v(x) and u(x) w(x) 

E E 
are also integrable and that u(x’) >u(x”) whenever p(z)>0 and o(x”) <0. 
Then [w du - fu vdu 2 Sodu . fü wdu. — The above theorem is a gene- 
E E E E 


b b d 
Die . < re at i 
ralization of the inequality of Tchebysheff IR Rn eu [ vdx 


for arbitrary real non-decreasing functions u(x) and v(x) defined on (a, by (a very 


simple immediate proof of T’chebysheff’s inequality is also given). It is also a 
generalization of some inequalities of F. Franklin [Amer. J. Math. 7%, 377—379 
(1885)] and of I. L.W.V. Jensen [Bull. Soc. Math. Paris 12, 134—135 (1888)]. 


Roman Sikorski. 


Trieomi, F. G.: On the theorem of Frullani. Amer. math. Monthly 58, 158—164 
(1951). 


Si tratta di interessanti generalizzazioni delle note formule di Frullani [Mem. 
‚Soc. Ital. Sci. 20, 448 (1828)]: 


a) J Yaa) - 161% = FO) log 2, 


() S an) - 109) Z = 1 oo lg. 


Essendo, per © >0, f(x) funzione continua e 2,(%), P,(x) funzioni positive con 
derivate continue (queste ipotesi possono essere allargate), se esistono i limiti: 


3) ae 5 Dale) _ 
(9) Tim ft2) = 10, Mm ia = AH 0 lim fl) = Mo), im 2) 7, +0, 


l’A. prova che sussiste la formula: 


oo 


pı(“) 2(® 
/ tr (O1 ua — FIpe (O1 EN da = (0) 108 A,— Fl00) log. 
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Se, oltre ad essere verificate le prime due delle (3), le ultime due delle (3) vengono 


sostituitte con le seguenti: a) lim p,(x)= lim P5(X) = + 00, b) esiste 
> +00 +00 


nt WED) ei ha: 
Rh Y 


[0,°) 


A) ee 
RAU 1) pet ON da = 110) 10R 45; 


_Quando f(x) e funzione integrabile periodiea di periodo p, e M indica il valore 
medio di u se sussistono le prime due delle (3), la a) e la terza delle (3), PA. di- 
mostra che e&: 


f 2" 1a) 
ine es »], ar x = f(0) log, — M logA,. 


Segue infine un’interessante estensione al campo complesso della (2) che permette 
fra J’altro di generalizzare una formula di Poisson. Landolino Giuliano. 


” Ostrowski, Alexander M.: Note on an infinite integral. Duke math. J. 18, 
355—359 (1951). 


Als Verallgemeinerung eines von Winckler 1869 gegebenen Sonderfalles 
@ 


wird für 0 <a, absolut stetiges f(x) und Existenz von lim Y dz x”* f(x) die 
0 o>X0& 


oo oo 
Aussage [ A f dx 2=*-1[f(x) — f(0)] bewiesen. Sie führt weiter 
ö ö 


oo 
mit 0<oa,b,x,p und konvergenten f de z7*-!T[f(ax)—f(bx)] zum Nach- 
2 
[ee} 


weis der Konvergenz auch für 1 Ra la): Wilhelm Maier. 


p 
Corput, J. G. van der and Joel Franklin: Approximation of integrals by inte- 
gration by parts. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 213—219, Indagationes 
math. 13, 213—219 (1951). 
b 


in, = f 9(z) e,(f(x)) dx bezeichne f(x) eine beliebig oft differenzierbare 
a 
Funktion mit Werten aus einem Intervall J = [%, ß] mit f'<0 in [a,b] und voll- 


ständig monotonem f’’, g(x) eine vollständig monotone Funktion in [a, b], und ey(t) 
Be im Intervall J stetige Funktion mit den iterierten Integralen e,, &,, - - -, e, (t) = 


Saat )dts, n=1,2,... Setzt man 9,(2) = —g(x)/f(x), allgemein g,„,ı(%) 


= g,(z)/f(x), und w,= g, (a) e,,ı(f(a)) — 9„(b) e„,(f(b)), so erhält man durch 
partielle Integration ,=w-u+ (1 tu,+(-1”1, und für Eu 
folgende Abschätzungen: FallI. Ist e,()>0 für teJ undv=0,1,..., so gilt 
0<I,<u,; Fall. Ist |e,(f(x))| < |&,(f(a))| füra sx <b undv=1,2,. 
+00 
so gilt |[7,| < |w,_,|- An dem konkreten Beispiel f KK +1)(& +2) (2 +3)]- 
ö 
.exp[-wxz(1 + x)}] dx wird die Wirksamkeit der Methode demonstriert. Das 
Verfahren gestattet auch unter gewissen Voraussetzungen über p(x) und g(x) Integrale 
b 


der Form F p(x)g’(x)exp [ig (x)] d& zu behandeln. Georg Aumann. 
a 
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Alikusinakh J. 6.- et Cz. Ryli-Nardzewski: Sur le produit de composition. 


Studia math. 12, 51—57 (1951). 


Il s’agit du produit de composition ab(t) = [at- db) dr de deux 


ö 

fonetions nume6riques definies sur [0, + oo[. Les AA. &tudient quelles conclusions 
entrainent pour « b des hypoth&ses de r&gularite faites sur a et b (par exemple, ötre 
ä variation bornee, absolument continues, etc.). Jacques Dixmier. 


Ryli-Nardzewski, C.: Sur les suites 6galement reparties. Colloguium math. 
2, 163—164 (1951). 
Für eine Folge & = {El ino <xz<1 sei&-+ a die Folge der mod 1 redu- 
i ; URL 
zierten Zahlen &;+ a. Für eine reelle Funktion f si M,(,d)=— 23 ICE 


Ni=1l 
1 
Es sei E die Menge aller Folgen £&, für die (A) im M,(f,&) = f f(x) dx gilt für 
5 


N 00 
jede charakteristische Funktion f eines Intervalls. Falls # eine Menge von Funk- 
tionen f ist, sei E(F) die Menge aller Folgen n = {n,} derart, daß (A) gilt für alle 
feF und alle Folgen £=n-+ «a mit Ausnahme einer Menge N=N(f) von 
a-Werten, die das Maß 0 hat. Schließlich sei M die Menge der charakteristischen 
Funktionen von meßbaren Mengen im Lebesgueschen Sinne und ZL die Menge der 
Lebesgue-integrierbaren Funktionen. Die Mengen M, L, E und .E(M) werden in 
üblicher, bzw. naheliegender Weise zu vollständigen metrischen Räumen gemacht. 
Verf. behauptet (ohne Beweis): 1. die Komplementärmenge der Menge aller Paare 
(,&) im Produktraum MxE derart, daß lim suüopM,(,&+ea)=1 und 


Nn—>00 


liminfM,(,&E+a)=0 für fast alle a ist, ist eine Menge erster Kategorie im 
Nn> 00 


Baireschen Sinne; 2. dasselbe gilt für die Komplementärmenge aller Paare (f, &) 
im Produktraum LxE(M) für die liimsupM, (k&+a)=+co und 


NO 
lim inf M„(,& + a) = — © für fast alle a ist. Hendrik Douwe Kloosterman. 


n— 00 


Ryll-Nardzewski, C.: Sur les suites et les fonctions &galement r&parties. Studia 
math. 12, 143—144 (1951). 

If either of the sequences {f(n + t)} or {f(n t)}, where f(t) is real and Lebesgue- 
measurable in (0,00), and n=1,2,3,..., is uniformly distributed (mod 1), then 
so is the function f(l) of the continuous variable t in (0, oo). Kurt Mahler. 

Ceeconi, Jaurds: Un esempio nella teoria delle trasformazioni piane. Boll. 
Un. mat. Ital., III. Ser. 6, 18—21 (1951). 

Referat s. dies. Zbl. 40, 176. 

Bruijn, N. G. de: Funetions whose differences belong to a given elass. Nieuw 
Arch. Wiskunde, II. Reeks 23, 194—218 (1951). 

Se f(z) e una funzione reale definita in (— 00, + 00), posto A,f(x) = f(x + h) 
— f(x), puö accadere che A,f(x) sia, per ogni h fissato, funzione continua di x senza 
che tale sia la f(x). See H(x)+H(y)=H(x+y), si diea H (x) additiva. 
E noto che H (x) pu6ö essere non misurabile, mentre & A, H (x) costante e pereciö 
continua. Se perö H (x) & limitata in un insieme di misura positiva, allora, per 
un teorema di Ostrowski, H (x) & della forma cx. R.P.Boas e MaryL. Boas 
provarono un teorema pilı generale, facendo vedere che se &, per ogni h, A,f(x) 
continua ed f(x) limitata su un insieme di misura positiva, anche f(x) & continua. 
Tenendo conto di questi risultati, Erdös congetturöla validitä del seguente teorema: 
Se f(x) e, peı ogni h, tale che A,f(x) & funzione continua di x, allora essa & della 
forma g(x) + H (x) con g (x) eontinua e H (x) additiva. L’A., in questo lavoro, 
dimostra vera tale congettura e affronta quindi il seguente problema generale. 
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 Detta € la classe delle funzioni reali definite in (— 00, + 00) che godono della 


„proprietä differenza‘‘, cioe tali che se, per ogni h, A,f(xz)EC, f(x) & della forma 
9(x) + H (x) dove g(z)EC e H(x) & additiva, determinare alcune di tali classi. 
Egli trova che formano una classe © p.es. a) le funzioni continue b) le funzioni 
che posseggono derivata fino all’ordine K c) le funzioni analitiche d) i polinomi 
e) le funzioni che sono assolutamente continue in ogni intervallo finito f) le funzioni 
aventi variazione limitata in ogni intervallo finito, ece. ecc. Landolino Giuliano. 


Tsuji, Masatsugu: On Baire’s theorem concerning a funetion f(x, y), which 

is continuous with respect to each variable x and y. J. math. Soc. Japan 2, 210— 
212 (1951). 

Scopo di questo lavoro & di dare una semplice dimostrazione del seguente 
teorema di Baire: Sia f(x, y) una funzione definita nel quadrato 1:0 <x<i1, 
0 <y<i1 e continua rispetto a ognuna delle variabili x, y separatamente. Esiste 
allora un insieme X di punti x di (0,1) denso in tale intervallo, tale che per ogni 
x,€ X la f(x, y), considerata come funzione delle due variabili x e y, & continua in 
ogni punto del segmento = x, 0 S y<1. Analogamente, esiste un insieme Y 
di punti y di (0, 1) denso in tale intervallo, tale che per ogni y,€ Y la f (x, y), come 
fuhzione delle due variabili x e y, & continua in ogni punto del segmento y = yy, 

2 =1. Landolino Giuliano. 


CharSiladze, F. I.: Über Funktionen mit beschränkter zweiter Variation. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 201—204 (1951) [Russisch]. 
The second varlation of a function f(x) (a <x< b) is the number 


n—1 
v,M=1lub. I Hz) + far) - 2 (>) 
k=0 


where a=2,<2,<:.-.-<z,=b is any sequence. Each function f(x) with 
V,() <©2 is bounded. There are functions with finite second variation which 
have a derivative at no point. — Let ®, be the class of all measurable periodie 


functions [f(x + 2 r) = f(x)] which have a finite second variation on the interval 
<0,2 z). It is shown that many theorems on Fourier series of functions with bounded 
- (first) variation hold also for functions f€ ®,. For instance, if a,, b, are Fourier 
coeffieients of a function FE ®,, then a,=0O(1/n) and b,=0O(1/n). The partial sums 
of the Fourier series of a function f€ ®, are uniformly bounded. If fE®, is con- 
tinuous, then the Fourier series of f converges uniformly. If fe, and 
fa+h)+fle—h)—2f(a)|<Mh* («>0), then the Fourier series of f 
converges absolutely. — The author formulates also necessary and suffieient con- 

ditions for a function fE%, to be continuous. Roman Sikorski. 
Landis, E. M.: Über die Länge der Niveaulinien einer Funktion von zwei Ver- 
änderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 393—395 (1951) [Russisch ]. 
Let f(x, y) be a continuous function defined on the square J: O<x,y<sI, 


and let »,(t) be the one-dimensional Hausdorff measure of the set of all points 
+00 


(z,y)€J such that f(z,y)=t. The author proves that f pv,(t)]P d < +0 


if f has continuous partial derivatives of the p-th order. In the casep=1 this 
result was earlier obtained by A. Kronrod (dies. Zbl. 40, 316). Roman Sikorski. 

Landis, E. M.: Über die Menge der singulären Punkte einer differenzierbaren 
Funktion von mehreren Veränderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 
569—572 (1951) [Russisch ]. 

Es sei F eine in einer Menge E des KR, definierte reelle Funktion. Verf. nennt 
F von k-ter Ordnung schwach differenzierbar im Punkte x,€ E, wenn es ein Poly- 
nom P% (x) von höchstens dem k-ten Grade in den Koordinaten x,,...,2, von x 
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derart gibt, daß gilt: 
Fa) FI) — Pas(a) _ 
I = 


0. 


im’n (20,2) = ha 
> x > 
P%, (x) wird vom Verf. als schwaches Differential k-ter Ordnung von F im Punkte 
x" bezeichnet. Den sonst üblichen Begriff des totalen Differentials k-ter Ordnung 
erhält man, indem man zunächst P% (x) als Polynom in x — x° auffaßt und davon 
den homogenen Bestandteil %-ten Grades nimmt. Die Findeutigkeit von Pk (x) 
ist, worauf Verf. nicht eingeht, erst gesichert, wenn x" innerer Punkt des Definitions- 
bereiches ist. Ganz in den Gedankenkreis der Lebesgueschen Theorie gehört das 
Lemma: ist F eine auf einem Gebiet @ definierte Bairesche Funktion und ist F 
auf einer Borelschen Menge ECG schwach differenzierbar von der Ordnung %, 
so kann man durch Abzug einer beliebig kleinen, in # offenen Menge M erreichen, 
daß F auf der Restmenge H = E-—M stark differenzierbar ist, was im wesent- 
lichen besagen soll, daß der Quotient (x, x) gleichmäßig stetig ist auf der Menge 
x = x des R,,, sofern wir n(x°, x°) = 0 setzen. Als Maß muß man hier das ein- 
dimensionale Lebesguesche Maß der Bildmengen benutzen. Als singuläre Punkte 
von F bezeichnet Verf. die Stellen x2°, in denen das schwache Differential erster 
Ordnung identisch verschwindet. Das wesentliche Resultat der Arbeit ist folgender 
Satz über die Menge E der singulären Punkte einer in einem Gebiet G@ von k-ter 
Ordnung schwach differenzierbaren Funktion F': die Bouligandschen Kontingente 
von E in den Punkten z€ E sind fast überall von größerer Dimension als k. Als 
Spezialfall gewinnt man hieraus den früher vom Verf. zusammen mit A. Kronrod 
bewiesenen Satz, daß im Falle k = n das Maß des Bildes der Menge der singulären 
Punkte 0 ist. Jürgen Schmidt. 
Denjoy, Arnaud: Les derivees. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 2053—2056 (1951). 
Es sei f(x) eine reelle, stetige, differenzierbare Funktion der reellen Veränder- 
lichen x (a <x<b) und f(x) = F’ (x). Es wird die Existenz einer nicht fallenden 
Folge abgeschlossener Teilmengen A, von [a, b] nachgewiesen derart, daß f bzw. F 
auf A, mit einer, in jedem zu A, fremden Intervall konstanten, stetigen Funktion 
t, bzw. einer Stammfunktion 7‘, von t, übereinstimmt und daß f(x) = lim t,(x). 


N — 00 
Die Zwischenwerteigenschaft von f wird in Evidenz gesetzt. Der Beweis beruht — 


grob gesprochen — auf dem Vergleich von F in schrittweise sich ergebenden Teil- 
intervallen von [a, b] mit der kleinsten konkaven Oberfunktion bzw. größten kon- 
vexen Unterfunktion. Otto Haupt. 
Leiong, Pierre: Sur une propri6t6 de quasi-analytieit6 des fonetions de plu- 
sieurs variables. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1178—1180 (1951). 
L’A. enonce, sans d&emonstration, la göneralisation suivante du theoreme 
classique de Denjoy-Carleman: Soit G un domaine compact de R*. Pour 


x = (&p + 0%), &, entiers non-nögatifs, soit «| =0&, + °:':+&,. Etant donnede 
une suite de nombres positifs My... = M), on dira que lan e....0,)Nappam 
tient la lasse C {M „,)} sur G,siäl’interieur de@ ID Ff| = |drt ton floxlı. - - Oxdn 
<Akle|M., pour tout (a) (k >0, A>0 dependent de f). Posons T (r) = 
Io] n 
r Be log T : er 
De Mn: Si lintegrale (1) [ . dr diverge, les conditions FEC{M N 


i 

et Do9f = 0 pour tout (x) sur la frontiere de G, entrainent f=0. Reciproquement 
si (1) converge, il existe une fonction fEC {M «,} non identiqguement nulle, telle 
que D@®f = 0) pour tout («&) sur la frontiere de G. — L’A. &nonce aussi un theoröme 
plus general, oü les op6erateurs D(®) sont remplaces par une suite plus generale 
d’operateurs de derivation. Janos Horväth. 
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Olovjanisnikov, V. M.: Zur Frage der Ungleiehungen zwischen den oberen 
Grenzen der aufeinander folgenden Ableitungen auf der Halbgeraden. Uspechi mat. 
Nauk 6, Nr. 2, 167—170 (1951) [Russisch]. 

The following theorem is proved: Let n, k be two integerss, O<k<n, and 
let A, B,C be three positive numbers. In order that there exist a function f(x) 
(x < 0) such that (i) f(x) and all the derivatives f’(x),..., f®(x) are bounded 
on the half-straight line x <0, (ü) fx) >0 for i=0,1,..,n=1, x <P0; 
(ii) = sup |f(x)|;, B= sup |f®(z)|, CO = sup|f®(x)|, it is necessary and 

SO SO zSs0 


sufficient that 
ne e N 
B:= pt AR—k)n. Okin, Roman Sikorski. 
Hin, V. P.: Abschätzungen von Funktionen mit Ableitungen, die in einer 
gegebenen Potenz summierbar sind, auf Hyperebenen verschiedener Dimensionen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 633—636 (1951) [Russisch ]. 
Let D be a bounded domain in the n-dimensional Euclidean space and let J' 
be the boundary of D. Any intersection of D with a k-dimensional hyperplane 


Lt; = const.,...,&, = const. will be denoted by D,. We write De CH if 
every point in D is accessible by means of two spherical sectors S,, and S, of constant 
form, where S, CD is n-dimensional with radius 7, and S, is k-dimensional with 
radius h and lies ina D,. The following inequalities are announced: I. Let 
P(&%),...,2%,) be a function continuous in D-+J’ and having in D continuous 
derivatives of order 1,...,!. Let 9,p*,g be numbers >1(p* >p) and let 
k,s,m be positive integers such that m <I, s<k<sn, k>n-—Ip, mg >s. 


Suppose that De Eh and 
Mm 
Br r 
/ rar dr,::-de, z Ar for @=Q0,| | > &; =.) 
an%ı s Orr 
ROTE 


2 N 


m | 
Is = "da, de, <Ie >= m 
D O8... 0er 


v1 


and 


for every intersection D,. Then, for every point MED-+T, 

Ie(M)| = C, (Am—siq Lrip—ty(m— slq Fnp—h" if Ip le 
and 

Ip(Mm)| <(,(Am=tla Lrip*\(m—sla+ n/pr)=! ar @, At Ip um: 
under the hypothesis that 


,— +np—I)! r 
(2)” en <min (H,h) in the case Ip<n, 


L 
N Ri <min (H,h) in the case !p=n. 
The numbers (/, C,, C, do not depend on g. — II. Suppose that @ has continuous 
derivatives of order 1,...,1—1, and that @ and all the mentioned derivatives 


are equal to 0 on J. Then, under the hypothesis of Th. I, g(M) <(,A+ 
m-s/ 1/p* 
0, A (108 en ; in the case Ip = n, where d is the diameter of D, and the 


numbers C,,C, do not depend on g.—III. Let p satisfy all the conditions of 
Th. I where the inequality mq >s is replaced by mq <s. Let t be an integer 


">s-mq andlet qg <g* <tg/(s— mg). Then for every intersection D,C Di; 


Lu Wi en lea I 
t 


19* 


where C depends only on D, and |D,| is the i-dimensional measure of Ds and 
st <min (H,h). Roman Sikorski. 


L 

Kuipers, L.: A property of the graph of some special real funetions. Nieuw 
Arch. Wiskunde, II. R. 23, 243—246 (1951). 

Ein Satz von G. Szekeres (mitgeteilt in einer Arbeit von Erdös und Grün- 
wald, dies. Zbl. 21, 395) wird auf folgende Weise verallgemeinert: Genügt die im 
Intervall a <x <b differenzierbare und negative Funktion (x) der Ungleichung 
o(a)y(b) <yp(E)? [E= %(a + b)], erreicht ferner die Funktion f(x) = (2 —a)- 
(x — b)p(x) im Intervall (a, b) ihr Maximum im Punkt x = m und hat der Schnitt- 
punkt: T der Tangenten der Kurve y= f(x) in den Punkten =a und x=b 
die Ordinate 7, so ist yr<2f(m). Das Gleichheitszeichen gilt hier nur dann, 
wenn m=£, o(a)=o(b) und pl(a)p(b) = „»(£)? sind. Es wird auch ein ent- 
sprechender Satz bewiesen, wenn f(x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten ist. 

Gyula S2.-Nagy. 

Fricke, A.: Entfernungsmittelwerte bei der Ellipse. Z. angew. Math. Mech. 
31, 181—185 (1951). 

Verf. gibt 6 verschiedene Mittelwerte der Entfernung aller Punkte einer Ellipse von einem 
Bezugspunkt in ihrem Inneren: die Werte 7, bzw. u,, wenn der Bezugspunkt einer der Brenn- 
punkte bzw. der Mittelpunkt der Ellipse ist. Bezeichne der Index j—= 1 den Mittelwert bei 
Mittelung über den Polarwinkel vom Bezugspunkt aus (‚bei konstanter Winkelgeschwindigkeit“ 
eines auf dem Ellipsenumfang bewegten Punktes), 7 = 2 bei Mittelung über die von der Ver- 
bindungsgeraden Bezugspunkt—Ellipsenpunkt bestrichene Fläche (‚bei konstanter Flächen- 
geschwindigkeit“) und j = 3 bei Mittelung über die Bogenlänge der Ellipse (‚bei konstanter 
Bahngeschwindigkeit‘‘); bedeute k die numerische Exzentrizität der Ellipse, @ ihre große und 
b ihre kleine Halbachse, X (k) und E(k) die vollständigen elliptischen Integrale 1. und 2. Gattung 


mit dem Modul % in der Legendreschen Normalform und M (x, y) das arithmetisch-geometrische 
Mittel der beiden Größen x und %, so ist: 


n=b=ayl—-R, 9=b2nKlk) = a/M (1,a/b) 

r,=al+4M), 06 = a2! E(k) 

n—4, 0 = a [1— RP) K(k,) + E(k,)]/2E(k) 
mit k, = k?(2— k2). Der numerische Verlauf als Funktion von %,0 <k<1, wird graphisch 
dargestellt. Die 9, fallen sämtlich monoton mit wachsendem k. — Verf. knüpft dabei an eine 
Veröffentlichung des Ref. an [Astron. Nachr. 275, 263—265 (1947) und (Berichtigung) 277, 
279 (1949); dies. Zbl.29, 235], die sich auf r, und insbesondere r, bezog. Für 0, kann man auch 
schreiben: 0,' = M (a1, b7}), ferner ist 0, = u:2rr, wennu den Umfang der Ellipse bedeutet. — 
‚Den Beweis führt Verf. für 7, und 9, auf dem Wege über vollständige elliptische Integrale und 
ihre Transformationen. Die Gleichung r, = «a kann man jedoch aus der Konstanz der Summe 
der Brennstrahlen eines Ellipsenpunktes elementar ersehen. Otto Emersleben. 


Allgemeine Reihenlehre: 


© Knopp, Konrad: Theory and applieation of infinite series. Transl. from | 
the 224 ed. and revised in accordance with the fourth by R. €. H. Young. London | 
and Glasgow: Blackie and Son, Ltd. 1951. XII, 563 pp. 35. 

Azpeitia, A. 6.: Bemerkung über die Summierung von Reihen. Gac. mat., 
Madrid: 3, 77—84 (1951) [Spanisch]. 

Aissen, Michael, Albert Edrei, I. J. Schoenberg and Anne Whitney: On the 
generating functions of totally positive sequences. Proc. nat. Acad. Sci. USA 37, 
303—307 (1951). 

Eine endliche oder unendliche reelle Matrix heißt total positiv, wenn alle 
ihre Unterdeterminanten beliebiger Ordnung nichtnegativ sind. Eine Folge 
{a} (- oo <n< -- oo) reeller Zahlen heißt total positiv, wenn die zugehörige 
Matrix (@,;_2)_o0<i,k<-+00 total positiv ist. Insbesondere heißt eine gewöhnliche Folge 
&g; Ay; Ag, . . . total positiv, wenn die Folge..., 0,0, Gy; Qy » » . es ist; und dies ist dann 
und nur dann der Fall, wenn die Matrix (a;_5);,x>o total positiv ist. Der Inhalt 
der vorliegenden Arbeit besteht in einer Charakterisierung derjenigen Funktionen 


a ve 
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2) =,+W2+,2+..., für die die Folge {a,} total positiv ist. Aus ver- 
schiedenen Einzelresultaten der Verff: ergibt sich abschließend: Die Folge Ag 4; 
Ay, .. (a, — 1) ist genau dann total positiv, wenn die erzeugende Funktion f(2) 


folgende Form besitzt: f(z2) = e” IT (1+ 2)| IT (epr2) mie y, At 
= 


v=ı 
und konvergenten Summen 2%,2'ß,. — Im Anschluß an diesen Satz werden 
einige spezielle Anwendungen gegeben. Unter anderem ergibt sich zwanglos ein 
Satz von Laguerre und Pölya. Hans Joachim Kowalsky. 


Karamata, J.: Complöment & un th6ordöme de M. Hadwiger. Commentarii 
math. Helvet. 25, 64—70 (1951). 


oo 
Iat7 Fit) = 4 ? für || <1 konvergent und wird s, = Sa, gesetzt, 
1 


so gilt unter der Voraussetzung na, —=O(1) [r — 00] mit einer universellen Kon- 


stanten A lim sup |F(t,) — s,| S Alim sup |na,| für eine geeignete Folge 1, —1 
Nn>XO Rn 


>00 
[n — ©0] (vgl. Ref., dies. Zbl. 28, 391). — Verf. zeigt nun zunächst, daß die oben 
genannte Voraussetzung nicht durch na, >O(1) ersetzt werden kann. Für 


SI 1 “e 2% 1 EN. 
Bi) 102251 +zl23,”r® 5 gilt in der Tat s,=1glgn + o(1) 
0 0 FR 


[n > 00] und lim sup F(t) =$1g2 —1glg2. Dieses Beispiel zeigt den in unserem 
t>1 
Sinn optimalen Effekt. Verf. kann nämlich allgemein beweisen: Ist F(t) <O(l) 


ft>1] und na, >2-W [n 21), sogiltt ss Wlelgnr +0(1) [r — oo]. 
Hugo Hadwiger. 


Vermes, P.: Conservative series to series transformation matrices. Acta 
Sci. math. 14, 23—38 (1951). 

Es handelt sich um Matrixtransformationen unendlicher Reihen (1) N u, mit den Teil- 
summer = W+'':+u, (kk=(,1,...),, und zwar um Transformationen in Folgen: 
= SD Mrü,, und in Reihen: © v, mit v,—= N b,,%,. Ist die Transformationsmatrix so 

k n k 


beschaffen, daß zu jeder konvergenten Reihe (1) die Transformation existiert und [nicht not- 
wendig zur Summe von (1)] konvergiert, so heißt die Transformation konservativ, und die Ma- 
trix (g,,) eine ß-, bzw. (b,,) eine ö-Matrix. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, daß eine Matrix zu einer dieser Klassen gehört, sind bekannt. — Verf. zeigt: Das Pro- 
dukt @C einer -Matrix G und einer ö-Matrix C existiert und ist eine ß-Matrix. Dann und nur 
dann ist bei fester Matrix C für jede $-Matrix @ das Produkt GC vorhanden und eine ß-Matrix, 
wenn ( eine Ö-Matrix ist. Die ö-Matrizen bilden einen (nicht kommutativen und nicht null- 
teilerfreien) Ring, der durch eine geeignete Normdefinition zu einer nicht kommutativen, kom- 
plexen Banach-Algebra mit Einheitselement wird. Dasselbe gilt von den ö,-Matrizen, die inner- 
halb der Klasse der ö-Matrizen (b,,) durch die Zusatzbedingung lim db,,=0 (n=0,1,...) 


k— 00 
charakterisiert sind. Letztere ist für eine ö-Matrix notwendig erfüllt, wenn das zugehörige 
Summierungsverfahren stärker als Konvergenz ist. — Neben weiteren Eigenschaften der ö,- 


Matrizen werden Beispiele von solchen betrachtet. So ist B=Bdt,t') = (b,,) mit b,, = 
2 (1— t’) (#’)r* t# sicher dann eine ö,-Matrix, wenn die komplexen Parameter t, t’ der Bezie- 


hung |t| + || <1 genügen. Sie geht für 2=1—t’ in die zum Euler-Knoppschen Summie- 
rungsverfahren gehörige Matrix über. Durch B wird ein Funktionselement f(z) = I u, 2" 
mit nicht verschwindendem Konvergenzradius in einem gewissen Sternbereich D(B) summiert 
zum Wert f(ßz) mit ß = t/(1—t’). Die Vereinigung aller D(B) liefert die ganze offene z-Ebene. 
Verschiebungseigenschaften bei B werden diskutiert (Zusammenhang zwischen B-Summier- 
barkeit und B-Summe der Reihen ++: und O+w+ u +: ). In gleicher Weise 


k k , 
wie B werden die Matrizen qa,, = be ) Dr anndr ee 5, Jan )” behandelt 


[an die Stelle von ß treten «=t+t’ undy=1t/(1—t')]. Sie sind Verallgemeinerungen der 
vom Verf. (dies. Zbl. 33, 257) früher untersuchten Matrizen A ()) und A (t) [T, und 8, bei 
Ref., Math. Z. 52, 257—304 (1949); vgl. ferner Verf., dies. Zbl. 88, 213, V.F.Cowling, dies. 
Zbl. 39, 62, J. Teghem, dies. Zbl. 40, 320). — Zum Schluß wird eine Klasse von 
ö,-Matrizen angegeben, die unwirksam sind bei allen divergenten Reihen mit beschränkten 
Teilsummen. Unter diesen sind solche vorhanden, die die geometrische Reihe N z* summieren 
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m Innern des Einheitskreises und außerdem genau in einer abzählbaren Menge isolierter Punkte 
außerhalb desselben. Damit werden Untersuchungen von R. G.Cooke und P. Dienes (dies. 


Zbl. 19, 339) und des Verf. [Proc. Edinburgh math. Soc., II. Ser. 8, 1—13 (1947)] fortgesetzt. 
Werner Meyer-König. 


Jurkat, Wolfgang: Über Konvergenzfaktoren bei Rieszschen Mitteln. Math. 
Z. 54, 262—271 (1951). 

Die Zahlen b, sollen Konvergenzfaktoren für eine bestimmte Klasse unendlicher 
"Reihen heißen, wenn für jede Reihe & «a, dieser Klasse die nach Hinzutreten der b, 


entstehende Reihe & a,b, konvergiert. Weitgehende Kenntnisse besitzt man über | 


die Konvergenzfaktoren für die Klasse der Cesäro-summierbaren Reihen [vgel. 
L.S. Bosanquet, dies. Zbl. 28, 149, 30, 248, 32, 404; K. Knopp, dies. Zbl. 34, 185] 
und für die Klasse der durch Nörlundsche Mittel summierbaren Reihen [vgl. C.N. 
Moore, dies. Zbl. 11, 345, 19, 18]. Verf. untersucht die Konvergenzfaktoren, die 
zur Klasse der durch Rieszsche Mittel summierbaren Reihen gehören. — Sei x >0 
und A, (n = 0,1,...)eine reelle Zahlenfolge mit AA, = A, — Ay, <O; 0 Zi ach: 


oo 
Die Reihe N a, heißt dann R (A, x)-summierbar zum Wert s, wenn 
M 


oa 5 (e—-A”a—s 
A»<o 
strebt für  — 00. Die Frage nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, daß gegebene Zahlen b, bei fester Folge A, Konvergenzfaktoren für die R(A, 1)- 
summierbaren Reihen sind, läßt sich zurückführen auf die Frage, wann eine gewisse 
Matrixtransformation von Folgen konvergenztreu ist. Es ergibt sich so, daß für 
x — 1 das folgende System von Bedingungen notwendig und hinreichend ist: 


Ab 
<+&, Zoll), 


1 S af N\| _ 

nn 7) at 4.) 
wobei A,41 /(Aynı1 4.) = A, gesetzt ist, und O und o sich auf n — oo beziehen. 
Für den Fall x==1 gibt Verf. hinreichende Bedingungen an, die neben einer ge- 
wissen Regularität im Wachstum der b, vor allem b, = 0 (A,,*) fordern. Diese letzte 
Bedingung ist als charakteristisch anzusehen und übrigens, wie leicht einzusehen, 
notwendig, wenn b, > 0 monoton gegen 0 strebt. Sie ist aber überhaupt not- 
wendig, uneingeschränkt im Falle 0 <x <1, und für x >1 jedenfalls dann, 
wenn die A, der Bedingung 0 <a sA/},/AA,_, SA genügen. Der Nachweis 
dieser Tatsache erfordert einen längeren Beweis. ‚„Größere‘‘ Konvergenzfaktoren 
als die Zahlen A,“ sind also nicht möglich, andererseits sind aber diese Zahlen unter 
gewissen Voraussetzungen über die A, tatsächlich Konvergenzfaktoren. — Verf. 
verweist wegen der behandelten Frage noch auf die demnächst in der Math. Z. 

erscheinende Tübinger Dissertation von A. Peyerimhoff. Werner Meyer-König. 

Lorentz, &. @.: Direet theorems on methods of summability. I. Canadian 
J. Math. 3, 236—256 (1951). 

Verf. bestimmt alle Summabilitätsfunktionen (vgl. das Ref. zu Teil I, dies. 
Zbl. 33, 34) für die Rieszschen Limitierungsverfahren R(),,x*), <>0 und für die 
(verallgemeinerten) Abelschen Verfahren A(A,), falls A,,,/), > 1 und Ana in 
entweder wachsend oder abnehmend ist. Verf. betrachtet weiter ähnliche Probleme 
für absolute Summabilität. Er gibt an, welche Toeplitzschen Verfahren [und speziell 
welche Verfahren A(4,) und welche Hausdorffschen Verfahren] überhaupt absolute 
Summabilitätsfunktionen besitzen. Er bestimmt sämtliche absoluten Summabilitäts- 
funktionen für die Verfahren von Cesäro, Euler-Knopp und Borel. Schließlich 
beweist er einen Satz, aus dem hervorgeht, daß gewisse Taubersche Bedingungen 
für sämtliche praktisch interessanten Verfahren bestmöglich sind. 

a Hendrik Douwe Kloosterman. 

Rjabeev, I.: Über die Summationsmethoden von $.N. BernStejn und Cesäro. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 869—872 (1951) [Russisch ]. 
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„Eine Reihe s, = = Eu heißt (B, 1)-summierbar, wenn lim B3 U, COS () 
n—>00 2n +1 


existiert (Beenveraheenr Nach Karamata (dies. Zbl. 29; 208; 34, 35) ist 


” * * ai a 
letzteres gleichbedeutend mit der Existenz von u InrıiEsot +2,14 8). 


Unter Verwendung dieses Ausdrucks erhält Verf. durch einfache Rechnung die 
Beziehung (C,1)C(B,1)C(C,1-+a) für «>0 [womit (C,ß) die Cesäroschen 
Verfahren bezeichnet nd und V CW bedeutet, daß die Verfahren V und W 
verträglich sind und daß W jede V-limitierbare, aber V nicht jede W-limitierbare 
Folge limitiert]. (C,1)C(B,1) wurde schon früher bewiesen [S. Bernstein, C.r. 
Acad. Sci. Paris 191, 976—979 (1930); F. I. Charsiladze, Mat. Sbornik, n. Ser. 
11 (53), 121—148 (1942)]. Ogieveckij (dies. Zbl. 42, 65) zeigte (B,1)C(C,2 +) 
für & >0. Weitere Literatur zum Bernstein-Verfahren: W.Rogosinski, Math. 
Ann. 95, 110—134 (1925); Math. Z. 25, 132—149 (1926). Karl Zeller. 


Mitchell, Josephine: Convergence and (C,1,1) summability of double ortho- 
gonal series. Duke math. J. 18, 211—219 (1951). 


Siano E,(i = 1,2) due insiemi di misura finita di uno spazio Euclideo. Siano 
Ü(P SEE m i=1,2,m=1,2,...) due sistemi ortogonali, normali, com- 
pleti (CONS) di funzioni di classe L? su B.. Ilsistema {®,,„(P) = gP(P,)-p@(P,)} 
P=(P,P)eE= ER x E,„m,n=1,2,...] risulta anch’esso un CONS su E. 

je,e] 


Sia (1) > Ra DEND [a Pal SumE P)dA,dA=elemento el 


m,n=]1 
lo sviluppo ortogonale di una es Be En rispetto al sistema ®,,„(P). — 
L’A. studia la convergenza e la sommabilitä s 1,1) dello sviluppo (1) in relazione 
alle funzioni di Lebesgue del sistema ®,,,(P). Per quanto riguarda la convergenza 
dello sviluppo (1) I’A. perviene al seguente Teorema. Poniamo KW(P,Q,)= 


D>,p@ (P,) po (Q), LÖ(P) = [ |K®(P,Q,| dA,[P,Q, € E, dA, elemento 
1 e 


Ei 
di volumesuB,i=1,2]. Se(a)K®(P,Q,) >20 =1,2), (b) LÖ(P,) = O[uf(m)], 
con 1 <u,(m) <u,(m+1) (=1,2), allora la successione 


m,n 

En 1 a,n ® nr( P)/[u, (m u, (n)] 

e convergente per quasi ogni P€E. Analogo teorema viene dimostrato per la 

sommabilitä (©, 1,1) di (1). Questi teoremi costituiscono estensioni di altrettanti 

teoremi dati da S. Kaczmarz [Studia math. 1, 87—121 (1929)] per le serie semplici. 

— Infine I’A. studia il caso particolare in cui i sistemi {pP (P,)} (m=1,2,..., 

i = 1,2) sono rispettivamente il sistema trigonometrico ed il sistema dı Haar. 
Jaures (ecconi. 


Safronova, 6. P.: Über ein Summierungsverfahren für uneigentliche Integrale. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 1101—-1104 (1951) [Russisch ]. 


Verf. überträgt das ‚‚Jacksonverfahren‘‘ (s. Verf., dies. Zbl. 40, 26) auf Funk- 
tionen. Sei @(uw,A) =243(A— uw? —-eE.-1°7(4—2u% fü Oo <u<A unde=1 
3 


für u <A/2, e = 0 sonst. Dann wird das J-Verfahren definiert durch lim f p(u,A)- 


100 0 
F(u) du, wo von dem zu summierenden Integral [ Fu) du vorausgesetzt wird, 
daß F(u) in jedem endlichen Intervall L,-integrierbar ist. Satz 1: J und (C, 3) 
(Cesäroverfahren) sind äquivalent. [Bei den entsprechenden Verfahren für Reihen 
gilt nur JD(C,3)]. Satz2: Sei f(t)/(1 + 1*)E L(— ©, 00). Dann limitiert J 
das Fourierintegral von f in jedem Lebesguepunkt zum Werte f(x). Karl Zeller. 
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Pipping, Nils: Eigenschaften der Diagonalkettenbrüche. Acta Acad. Aboensis, 
Math. Phys. 17, Nr. 3, 238. (1951). 

This paper is the third of a series of studies by the author (this Zbl. 29, 346, 
40, 307) of the properties of the diagonal continued fraction expansion for Ds, 
where D is a non-square integer. (1) The conditions are considered under which 
the elements of the expansion are greater than or equal to the first term. (2) In 
the second of the preceding papers, it is shown that the expansions of (b? — m)! 
and (b? + m), b >2, often differ only in the signs of the partial numerators. 
Diagonal continued fractions of this type are called „conjugate“. The question is 
here answered in which cases such continued fraetions are obtained. Tables are 
given of the numbers D < 10,000 which have regular diagonal continued fraction 
expansions for D*. There are 1192 such numbers. These are separated into two 
lists, one of which contains the 546 numbers which have no conjugate diagonal 
continued fraction expansions for D%. (3) The number of cases in which (b? —- m)? 
and (b? + m)* have diagonal continued fraction expansions which are semi-regular 
with partial numerators equal to —1 are found for d=1,2,...,10, where d 
denotes the number of terms of the primitive period. A table is given for the ex- 
pansions of D% (D < 10,000) in semi-regular diagonal continued fractions which 
have partial numerators equal to —1 and which have d >3. Evelyn Frank. 

Ryde, Folke: Eine neue Art monotoner Kettenbruchentwicklungen. Ark. 
Mat. 1, Nr. 23, 319—339 (1951). 


Verf. definiert: Ein endlicher oder unendlicher Kettenbruch der Form 


a As| a a 
„ A ns + %s| 0a mL ..., 
84 |% | &3 Im 
WO 8, 41, y, Agy 5, As» . . ganze positive Zahlen sind, heißt ein monotoner nicht-abnehmender 
Kettenbruch, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: a, <a, <:::<a„<:::. Ein 
endlicher Kettenbruch der Form 
aan a A,| a ’ il 
4 224 pe Cal mn, 
Isa, 2 Ag en lan 1 
WO 8,47, lg, Ag... Amp Am ganze positive Zahlen sind, heißt ein fast-monotoner, nicht-ab- 


nehmender Kettenbruch, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: , <a, <qa,<- 
S An, <A. Es wird nun 9 =a,/(sa, + 9,), 0, = a,/(a, + 9,); 0, = az/(@a3 + 85),..., WO 
allgemein e, = [(1/0,_,— [1/6,_,)"]o,- 0 1St, gesetzt. Nach Ableitung einiger Hilfssätze über 
den obigen Algorithmus der 0, beweist Verf., daß bei einem Nichtabbrechen des Algorithmus der 
unendliche Kettenbruch 


er (% | ı ol ıelyalıe Bela) 
18@, la, 23 IQ, 
gegen den Wert 0 konvergiert. Bei einem Abbrechen des Algorithmus entsteht ein fast-mono- 
toner nicht-abnehmender Kettenbruch. Weiter wird bewiesen: Jede im Intervall 0<o<1 
gelegene irrationale Zahl o läßt sich auf eine und nur eine Weise in einen monotonen nicht- 
abnehmenden Kettenbruch, jede im Intervall 0 <o<1 gelegene rationale Zahl auf eine und 
nur eine Weise in einen fast-monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruch entwickeln. — Ferner 
wird definiert: Zwei im Intervall 0 <o<1 gelegene irrationale Zahlen y und p sind %M- 


die eine lineare Substitution @ = OyrD mit ganzzahligen Koeffizienten A, B,C und D 


erfüllen muß, damit sie eine irrationale Zahl y in eine "M-schlußgleiche Zahl » überführt. 
Als Beispiel wird die Entwicklung von n— 3 in einen monotonen nicht-abnehmenden Ketten- 
bruch behandelt. Verf. hält es für möglich, daß die monotonen nicht-abnehmenden Ketten- 
brüche und ihre entsprechenden Intervalltransformationen bei einer künftigen Theorie der trans- 
zendenten Zahlen von Nutzen sein können. Josef Mall. 

Ryde, Folke: Sur les fraetions eontinues montones nond6eroissantes periodi- 
ques. Ark. Mat. 1, Nr. 31, 409—420 (1951). 


Verf. nimmt in dieser Arbeit Bezug auf die vorsteh. besprochene Arbeit, 


+ VE Ar ae 2 x ie A 1% 
1 re nn N ”% - - ; 
Pi 3 h 


Di 
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in der er die monoton nicht abnehmenden Kettenbrüche definiert und einige ihrer 


Eigenschaften ableitet. In dieser Arbeit wird eine irreduzible quadratische Glei- 
chung P6?+Q0+ R=0, deren Koeffizienten P,Q und R ganzzahlig sind und 
keinen gemeinsamen Faktor besitzen, betrachtet. Die eine der Wurzeln 
G= y2 —4PR/2P-—Q/2P genüge der Bedingung 0<9<1. Verf. leitet 
dann die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür ab, daß die eindeutig 


‚bestimmte Entwicklung von 6 in einen monoton nicht-abnehmenden Kettenbruch 


periodisch ist. Josef Mall. 
Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Mandelbrojt, Szolem: Thöor&mes d’approximation et problömes des moments. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1054—1056 (1951). 

L’A. enonce trois theor&mes, qui sont des consequences des resultats d’une note precedente 
(ce Zbl. 42, 73). Voici les deux plus importants: 1. Soit F(w) une fonction positive, paire, 
telle que pour tout n: lim «" F(u) =0 etque — log F(w) soit une fonction convexe de logu 


uU> too 
(u > 0). Soit E un ensemble ferme sur la droite reelle R. SoitA>0et ,= U [«—h,x-+h). 
eE 


T 
Supposons qu’il existe une fonction (x), continue et bornee sur R, bornee inferieurement par 
anbre positif et possedant les proprietes suivantes: a) u(z) < 1/2 si z€ E,; u(x) < 3/2 si 
x&E, et —xE€E,; b) ou bien (x) est & variation bornee, ou bien v(x) admet une derivee 
[0,0] 


continue telle que zu’(x) est a variation bornee et que fi & [w’ (2)]? de < oo. Supposons de 
—00 


plus que 


[6°} | [03 
\ F dt 
— xp| — ———_[do=o. 
/ log F(o) exp / ee «) ae) 
Dans ces conditions & toute fonction A (u), continuesurKBavece lim Hw)=0 et&ätoute>(0 
[u] — oo 
correspond un polynome P(w), telque |H(u)— F(u) P(u)|<e pourw€ E.— Lorsque E=R, 
on. peut prendre u(z)=1/2. Pour ce cas un premier resultat a et& donne par l’A. (ce Zbl. 34, 
368). Le resultat definitif pour Z=R et pour E=[0, ©) [quand u(2z)=1/2 pour z>(0 
et u(x)=3/2 pour e<0] a ete donne par le rapporteur (ce Zbl. 37, 50). — 2. Soit m, une suite 
de nombres reels et E un ensemble ferme sur R. Supposons qu’il existe une fonction croissante 
[0,0] 
et bornee Y (u), ayant ses points de croissance dans E, et qui verifie (*) [ u" dV (u) = m, 
— 00 
(n>0). Posons B(u) = N w"mz, si EC [0,) et D(u) = $) w”"m,' sinon. Soient HE, et 
u(x) definis comme dans le theoreme precedent. Si 


oo 5 d h 
/ log D (e?) exp Ba ve) ne do = 
alors !a difference de deux fonctions qui verifient (*) est constante, sauf peut-Etre sur un ensemble 
denombrable. — Lorsque # = Rresp. E = [0, ©), ce theor&me se reduit au critere de Carleman 
concernant la determination du problöme des moments de Hamburger, resp. de Stieltjes. 
Janos Horvath. 
Mandelbrojt, S. and H. D. Brunk: A composition theorem for asymptotie 


series. Duke math. J. 18, 297—306 (1951). 
Let F(z) and ®(z) (2 = x + iy) be holomorphie in the half-plane x > 0 and 


. continuous on the boundary. Suppose that there existse ö> 0 such that |F(2)| = 


O(|z|?) and |©(z)| = O(|2|?) as 2— 0. Let {a,}, {b,} be two sequences of complex 
numbers and {M,„}, {M,} two sequences of positive numbers such that 


n—1 | n—1 i R 
Fe) == ae <M,|2-", Pa- 3b; ii <Mmler, 
| =1 | | j= | 


© MM, 
and suppose that a,,_ , = ba, 1 = 0 (k Z1),a,,b5, =0(k Z1). If 2a a 


a.=0(k21)or dBed)=0, b,=0 (k >1). — This theorem is „dual“ to an 
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earlier theorem of Mandelbrojt concerning the composition of quasi- -analytic 
classes (this Zbl. 40, 178; see also the fortheoming book of Mandelbrojt in the Borel 
collection). Janos Horvath. 

Sunyer i Balaguer, Ferran: Une gen6ralisation de la pr6eision logarithmique 
de M. 8. Mandelbrojt. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 669—671 (1951). 

L’A. annonce quelques resultats qui montrent que l’inegalite fondamentale 
de Mandelbrojt [Ann. sci. Ecole norm. sup., III. Ser. 63, 351—378 (1946)] 
et ses gen6ralisations donndes par l’A. dans une note precödente (ce Zbl. 38, 
43), valent aussi sous des hypotheses plus larges.. En utilisant les notations 
du m&moire de Mandelbrojt, il s’agit cette fois de remplacer la condition 


borne borne Ir) — 3 d, ee < e-Pn(®) 


menscoz® | Bi 


par la condition 
m 


borne borne IF) = d. el <er Pn(z.), 


men c+-1l20>2% 


ou 1 >2nD# (sel). Janos Horvath. 
Levi, Eugenio: Ancora sopra un’applicazione dei polinomi di Bernstein all’ap- 
prossimazione in media delle funzioni sommabili. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 
Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. Ser. 10, 360—364 (1951). 
La funzione f(x, y) sia sommabile LP? nel quadrato 9: O <x <1, 0 <y<siI1, 
il rettangolo R(x, y) rappresenti la totalit& dei punti (&,n7),0 <&E <x, 0 <n <y, 
e si consideri la funzione F(x, y) = / HE, n) d&dn. L’A. estendendo una sua 


©, Y 
precedente ricerca (questo Zbl. 39, 292) mostra che se B,F (x, y) indica l’n-esimo 
polinomio di Bernstein relativo ad F (x, y), 


B,F(x, y) = > 3 18 m (x) Dt Wr(n, =), en) = (4) x” (1 ar, 


m=0 m’—= nn» 


vale la formula di convergenza in media di ordine p 


: v 

a at (2, y) — f(x, n) dr du 0: 
Giovanni Sansone. 

Korovkin, P.P.: Über die Abgeschlossenheit des Systems der Tschebyscheffschen 

Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 853—855 (1951) [Russisch ]. 

Die Funktionen f,(x) (n = 0,1,2,...) seien stetig in [a5]. Das System der 

f„(x) sei nach S. Bernstein ein Tschebyscheffsches System, d. h. jedes „Polynom“ 


n,@)= > a,f.(%),;, a,„=&+ 0, soll in [a5] höchstens » Nullstellen haben. Verf. 
0 


zeigt nun: Es Ei in [a 5] eine perfekte Menge F = F(f,f,-..) mit der Eigen- 
schaft: Jede auf F stetige Funktion kann dort gleichmäßig beliebig genau durch 
passende x, approximiert werden. Karl Prachar. 


Viglino, Giacomo: Sul teorema di Weierstrass per la rappresentazione delle 
funzioni continue mediante serie di polinomi. Rivista Mat. Univ. Parma 2, 103—109 
95%). 

L’A. dimostra che ogni funzione f(&,,...,%,), eontinua in un insieme I limi- 
tato e chiuso dello spazio euclideo a » dimensioni, & la somma di una serie di polinomi 
uniformemente convergente in /; in tale dimostrazione la funzione f viene approssi- 
mata mediante funzioni razionali fratte, le quali, successivamente, vengono sosti- 
tuite con polinomi. — Inoltre I’A. indica un’estensione di tale teorema al caso in 
cui la funzione f sia continua in un campo illimitato. Silvio Cinquini. 


r 27 
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Bugaee, P. T.: Die Approximation stetiger periodischer Funktionen von zwei 
Veränderlichen, die einer Lipschitzbedingung genügen, durch trigonometrische 


Interpolationspolynome. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 381—384 (1951) 


[Russisch ]. 
Verf. beweist: Es sei A die Klasse der Funktionen f(x, y), die bezüglich jeder 


“ der beiden Veränderlichen die Periode 2% haben und der Ungleichung 


kat+bky+)-fsyJ)|<M|h+N |g] 


genügen. Ferner sei mit S,„(f;%, y) dasjenige trigonometrische Interpolations- 
polynom des Grades m n bezeichnet, das mit f(x, y) an den Punkten 

2, =2kn/am+1), +k=0,1,..,m; „,=2ra/@n +1, £r=0,l,...n 
übereinstimmt. Dann gilt die asymptotische Beziehung 


m zsin rt! 7 


x min (M n* m*, N a n-P) +0 (log (m n) (m-* + nP)). 

[In der Formel (2) ist das zweite z* durch rn? zu ersetzen.] Der Beweis beruht auf 
einer elementaren Umformung des Approximationspolynoms bzw. des Restes. Vgl. 
auch Bezljudnyj (dies. Zbl. 32, 202); in dem Referat ist der Ausdruck für das 
Approximationspolynom explizit angegeben. Wolfgang Hahn. 

Bugaee, P. T.: Asymptotische Abschätzung des Restes bei der Approximation 
von Funktionen zweier Veränderlicher durch Fouriersche Summen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 79, 557—560 (1951) [Russisch ]. 

Die Note lehnt sich in Problemstellung und Methode eng an die im letzten 
Referat besprochene an. An die Stelle der Lipschitzbedingung tritt eine Ungleichung 


Sn; y) — fx, y)| = 2%? log m log n 


sup 
feH 


al, y)<- fr y)| so, (8) + w(y’ -yY]) 
mit gegebenen Schwankungsmoduln o, (ö), ®,(ö). Die Approximation wird mittels 
der Fourierschen Summe S,„(f; x, y) der Ordnung mn gebildet. Dann ist 


sup BEE T, 7) = I(®; Y)| => 2 On m (2m te 1) (2n SE 1) 


JeH„,o, 
32m Un 
x log mlogn [ f min (0, (2 u), @, (2 0) sin 1 r ar ee 
0.00 
“ 0 (log we 2 (0, (m) 1 ©, (y„)))» 3 == DER = Ike 
Wolfgang Hahn. 


Zuchovickij, 8. I: Ein Algorithmus zur Lösung des Tschebyscheffschen 
Approximationsproblems für den Fall eines endlichen Systems von unverträglichen 
linearen Gleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 561—564 (1951) 
[Russisch ]. 

Es sei ein System miteinander unverträglicher linearer Gleichungen vorgelegt: 
tat tn nd Ü=l2,..,m; m<m). Die Aufgabe be- 
steht dann darin, ein Wertsystem z=(&,,&9, ::-.,&£,) derart zu finden, daß der 


N s . . 
' Ausdruck max = @,;,&,— 5b, ein Minimum annimmt. Es ist bekannt, daß ein 
i = 


und nur ein solch x existiert, wenn alle Determinanten n-ter Ordnung der Matrix 
(a,,) von Null verschieden sind. Verf. entwickelt einen Algorithmus, der, von einem 
beliebigen x ausgehend, nach endlich vielen Schritten das gesuchte Wertsystem 
durch eine Art von sukzessiver Approximation liefert. Der Algorithmus läßt sich 
auch anwenden, wenn die genannte Determinantenbedingung nicht erfüllt ist, ist 
dann aber nicht eindeutig; ‚ er gestattet ferner die Konstruktion eines Polynoms vom 


Grade n, das von einer gegsbenen Funktion in einem Intervall möglichst wenig 


abweicht. Wolfgang Hahn. 


Ste&kin, 8. B.: Über die Ordnung der besten Approximationen stetiger Funktionen. 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 219—242 (1951) [Russisch ]. 

Definitionen. % bezeichnet natürliche Zahlen, C,, Cs; ... Konstanten. 
ö sei auf 0 <öd <r beschränkt. — Die Größe 


k k 2 TR: 
0,6, = max [Ah f@)|, Aift) = & (- Di=i(; )it@+ im, 
ns i=0 
heißt „Stetigkeitsmodul k-ter Ordnung“ für f(x). — Es sei m(ö) eine gegebene 


Funktion mit gewissen Wachstumseigenschaften (die z. B. für (6) — ö# erfüllt | 
sind). Wenn w,(ö, f) <C}®(6) ist, so „gehört f(x) zur Klasse H,[o]: FEH,[o]“. | 
Das Hauptergebnis der Arbeit beantwortet die Frage, wann die „beste Annähe- 
rung“ E,(f) einer Funktion durch trigonometrische Polynome t, n-ten Grades die 
genaue (vorgegebene) Größenordnung p(n-!) hat; 9(ö) genügt dabei gewissen 
Bedingungen, die im wesentlichen auf „ö“p(6) nimmt nicht ab“ hinauslaufen. | 
Es gilt: Für die Ordnungsbeziehung E,(f) „op(n-!) ist notwendig, daß für alle 
k>a @,(6,f}) (6) ist, und hinreichend, daß diese Beziehung für ein gewisses 
k >x erfüllt ist. — Aus der großen Zahl weiterer Ergebnisse seien noch hervor- 
gehoben: 1. Es ist E,() < (0, (k) w,(n-!,f). Hierdurch wird eine Formel von | 
Jackson verallgemeinert, der sie nur für k = 1 bewiesen hat. 2. Es sei | —t,| < 
C,o (n-1). Notwendig und hinreichend für feH,[o] ist |P| < O,n* w(n}). 
3. Notwendig und hinreichend für fEH,[p] ist E,(f) < C,p(n”!). Die beiden 
letzten Sätze — und einige weitere — sind ‚„Umkehrsätze‘‘ ; sie schließen aus Eigen- 
schaften der besten Annäherung E,(f) auf Wachstumseigenschaften der Funktion 


und ihrer Ableitungen. — Durch die Substitution v = cosx kann man die Er- 
gebnisse auf Funktionen übertragen, die im Intervall -1<wu< +1 stetig sind. 
Wolfgang Hahn. 


Mergeljan, 8. N.: Über einige grundlegende Fragen der Theorie der besten 
Annäherungen von Funktionen einer komplexen Veränderlichen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 79, 731—734 (1951). [Russisch ]. 

Verf. hat in einigen Noten die ‚beste Annäherung im Komplexen‘ durch den 
Ausdruck A,(f, E)= sup max {f(2) — P(2)} [P(2) ein beliebiges Polynom n-ten 

Pe) zeE 
Grades] erklärt. Dabei ist die Funktion f(z) in einer abgeschlossenen beschränkten 
Teilmenge E der komplexen Ebene stetig und in deren Innerem analytisch voraus- 
zusetzen. Verf. teilt jetzt ohne Beweis mehrere Sätze mit, in denen die Größenord- 
nung von o„(f, £) durch eine Funktion von n beschrieben wird. Die Vergleichs- 
funktionen hängen in einfacher Weise vom Stetigkeitsmodul der Funktion f(z) und 
von der Verzerrung ab, die (kurz ausgedrückt) die Ebene bei konformer Abbildung 
von E auf den Einheitskreis erfährt. Umgekehrt kann man aus der Größenord- 
nung von o„(f, E) Schlüsse auf das Verhalten von f(z) ziehen. 


Wolfgang Hahn. 


Tsuchikura, Tamotsu: Notes on Fourier analysis. XL. Remark on the Rade- 
macher system. Proc. Japan Acad. 27, 141—145 (1951). 


Sia {r, (x)} la successione delle funzioni di H. Rademacher, {p„} una succes- 
sione crescente di numeri positivi, e posto P,=P-+P, +: -+7p, Si consideri 
in (0, 1) la successione {p,(2)} con 9,(2)= [pn (X) + ---+ aller 
L’A. dimostra che se per n—oosi ha (*) p,[P, = o(1/loglog P,) allora & anche 


lim 9, (2) = 0 quasi ovunque in (0,1). — Un esempio di G. Maruyama, ri- 
N 00 


portato dall’A., mostra che se alla (*) si sostituisce la condizione meno restrittiva 
p.[P„ = 0 (1/loglog P,) il teorema & falso. Giovanni Sansone. 
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| = Lenz, Hanfried: Abschätzung einiger trigonometrischer Summen. S.-Ber. 
| math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München, math.-naturw. Abt. 1950, 111—115 
2(1951). 


DO Da en ia in, 0(<h, ZSAk; le = Sb, sinkt, 
1 


0<b, <A/k, A et A &tant const.—L’A. donneles 6valuations suivantes lo„(z)| 
max (b,2 Ao)/sina, |o„(2)| <max (b,2Aa)/sin« ou &eE(0,n/2) est arbi- 
traire.. On obtient la meilleure evaluation en posant & = 5/2 A oü b,/2 A, d’oü 
le„(xz)| <b,/(sin 5,/2 A), |o„(2)]| <b,/(sin b,/2 A). En particulier pour les sommes 
een LE a J. reine angew. Math. 138, 22—53 (1910)] A,(x) = 
N . N . 
Pr weg (2 2).= we l’A. obtient les inegalites suivantes: 
1 
I2.(« la) 2,T: Jerzy Gorski. 
Morse, Marston and William Transue: A new implieation of the Young- 
Pollard eonvergence eriteria for a Fourier series. Duke math. J. 18, 563—571 (1951). 
‚Mit ihrer Untersuchung schließen Verff. eine Lücke in der Kenntnis der gegen- 
seitigen Beziehungen der verschiedenen klassischen Konvergenzkriterien für (ein- 
dimensionale) Fourierreihen. Es sei f eine über [0,”] integrable Funktion der 
Periode 2x. Die folgenden Bedingungen beziehen sich auf die er der 
Fourierreihe von f am Ursprung gegen einen Wert c=. Ferner sei o(t) = flt) — cr. 
Hardy hatte an einem Beispiel gezeigt, daß aus dem Lebesgueschen Be (Bay: 
€ 


S1A,@W|dt=oll, 0<xz<E mit 0<ism AF=Fli+n)—Fl), 
T 
nicht auf die beiden Bedingungen von Young-Pollard ( ei etpetW)|<Ax 


= 0(«) 


geschlossen werden kann. Verff. zeigen jetzt umgekehrt, daß (L,) aus den beiden 
Bedingungen (Y,) eh Das entscheidende Beweismittel besteht darin, daß (Y,,) 


(d <xr <sö), wobei d >0 und A Konstante bedeuten, und Fo dt 
Ö 


die Bedingung (CP): in iplt)|dt=o(x), x Z0 nach sich zieht. Viktor Garten. 


| Mitchell, Fosphine: On the spherieal convergence of multiple Fourier series. 
Amer. J. Math. 73, 211—226 (1951). 
Let x = (2x,,...,x,) denote a point in the g-dimensional space and x y the 


q ; r h 
scalar product & x,y,. Let 3a,e'“ be a multiple Fourier series, where 
i=1 


Rn =ÄN,.-,7, ) runs over all the lattice points of the g-dimensional space. The 


author considers the convergence of the spherical partial sum S£&= N a, e” 
nnSsR 


as R-— oo. The essential part of the paper is to find the order of the Lebesgue 
al : 

Pen einz where (' denotes the hyper- 

(en)‘ en > 


function: Z,— f |k(e)| dx, k(z) = 
C 
cube |x,| <rx. By Schwarz’ inequality, we have L2 <(2 nr)! f Ik(x) ? d« = 
c 


a 2 }) —0O(R«l2). Consequently the author deduces that if 5 (nn)? a, ?< ©, 
nn 


then lim Sx exists almost everywhere on (', which is better than the results of 


- R>o £ 
- OhandrasekharanandMinakshisundaran. In case q = 2 and 3, she obtains 


; still better results that Z,=O(R\®) and L,—=O (R?!? (log R)5/3), and from 
- which she deduces finer results. Loo-Keng Hua. 
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Matveev, I. V.: Über Summationsmethoden für Fouriersche Doppelreihen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 957—960 (1951) [Russisch]. 

Sei C der Raum der 2-periodischen stetigen Funktionen f(x, y); U „„(f) eine 
Transformierte der Fourierreihe von f, nämlich 


Mm N 
UmEV> % Yy) =: u u Am) Exı (a,, cos k x cos ly - ... +) 


(mit gb &=&r = 4 &— 1 sonst). Verf. behandelt die Frage: Wann 


eilt (1) im U„.(;%,y) = f(x, y) gleichmäßig für alle x, y und jedes fe! 


M,N— 00 ; j r 
Funktionalanalytisch folgt leicht, daß (1) äquivalent ist mit 


2n 2n| m N 
(2a) lim Amm = 1und(2b) [ f De &,, mw cos kx coslyldedy< M. 
m,n-> 00 0 0 K=0 1=0 


(2b) wird näher untersucht. Satz 1: (2b) folgt aus 


m—1 m 
am <E; D (m -n( BE }) 1A a EL ee) 
k=0 


i=m—k 
und der entsprechenden Bedingung mit dem zweiten Index; 


I (m) nl >> Hl > +) aa, Amm| <L. 
| 
| 


m—ıin—1 n 
K=0nI=0 i=m—k j=en—l 


Z n—-I+l| 
ns = 


L 
Rn 
Ze | 


1 “| 
Satz 2: Aus (2b) folgt Amm| <C; 3 a SE 


| m n 


2, Nn- | - 
(le D2 Disc. Satz3: Aus den 


\k=1!=1 kl | 
in Satz 2 genannten Bedingungen folgt (2b), wenn die in Satz 1 stehenden A-Aus- 
drücke in jeder Summe konstantes Vorzeichen haben. — Analoge Fragen für 


Fourierreihen einer Veränderlichen wurden behandelt von Hille u. Tamarkin 
(dies. Zbl. 5, 291), Nikol’skij (dies. Zbl. 30, 28), B. Sz.-Nagy (dies. Zbl. 39, 296). 
Karl Zeller. 
Prasad, B. N. and J. A. Siddigi: On the Nörlund summability of the ıth derived 
Fourier series. J. Indian math. Soc., n. Ser. 14, 159—170 (1951). 
Sia f(x) una funzione di classe L(0,2r) e sia 


[0,0] 
40, + 3 (a,coonxz + b,senn«) 
n=] 

la serie di Fourier ad essa associata. Supponiamo che in un punto x di (0, 2x) la 
f(x) soddisfi alla condizione 


1 & r2 Er gi r 
le HH DIE = Er) told 


1% 
con {} \o(%, u)| du = o(t), in modo che f(x) abbia in x derivata rma generalizzata 
v0 


f(x), nel senso di Ch. de La Vallee Poussin-F. T. Wang.— L’A. dimostra che, sotto 
queste ipotesi, la serie ottenuta derivando la (1) r volte & sommabile nel punto & 
verso f(x) con un procedimento regolare di sommazione di Nörlund (N, p) 


(? U) PO = P.) per il quale si abbia 
k=0 
Wo) eu iz p, | = O2.) SS er 
üi) 2 Benin — hm BT, |=0 (PD G=-12...r42,m=0,1,..un), 


u = 


(iii) 3 a 0 Ka 


ne) N Jaures (ecconi. 


m 


a  —  — 
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Bari, N. K. und L.A. Ljusternik: Die Arbeiten von D. E. Mensov über trigono- 


_ metrische Reihen. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 18°—189 (1951) [Russisch]. 


Spezielle Orthogonalfunktionen: 


Ogilvy, €. S.: The beta funetion. Amer. math. Monthly 58, 475—479 (1951). 

Carstoiu, Ion: Sur le logarithme integral. C.r. Acad. Sci., Paris 232, 1624—1625 
(1951). 

Beweis der Formel — pe? Ei(—p) C 1/(1 + t) nach verschiedenen Methoden. 

* Otto Volk. 

Kreyßig, E.: Über den allgemeinen Integralsinus Si(2,&). Acta math. 85, 
117—181 (1951). 

Vorliegende Arbeit, die einen Auszug aus der Darmstädter Dissertation darstellt, gibt eine 

zZ zZ 

IE nn ; i “sint 2 "cost 

ausführliche Darstellung des Verhaltens der Funktionen Si(z. 4) = | u dt, Ci(z,u) = | a dt 
Ö { 

für komplexe z und reelle u=a  <a<2 bzw. 0<a<1) und ist mit Rücksicht auf die 
Bedeutung dieser Funktionen in den Anwendungen sehr verdienstlich. Verf. beschäftigt sich 
zuetst mit den grundlegenden Eigenschaften (Taylorsche Entwicklung, Beziehung zu den un- 
vollständigen Gammafunktionen, zur Whittakerschen W,,„-Funktion und zu anderen 
Funktionen, asymptotische Entwicklung für |2|>1, insbesondere für reelle und rein imaginäre 
z, endlich eine weitere Reihenentwicklung für Gebiete, die weder mit der Taylorreihe noch mit 
der asymptotischen Entwicklung günstig zu erfassen sind). Den Schwerpunkt bilden die Unter- 
suchungen über das Nullstellenverhalten und die Weierstraßsche Produktdarstellung. Der all- 


- gemeine Integralsinus hat unendlich viele Nullstellen, die eine abzählbare Menge mit dem 


Grenzpunkt oo bilden. Sie liegen spiegelbildlich zur x&-Achse und für « = 1 auch spiegelbildlich 
zur Y-Achse. In jedem endlichen Intervalle gibt es daher nur eine endliche Anzahl von ihnen. 
Bei Beschränkung der Veränderlichen z auf endliche Werte kann auch der Fall eines beschränkten 
negativen & betrachtet werden. Es werden die beiden Fälle «=> (0 ausführlich behandelt, und 
es wird die Abhängigkeit der Nullstellen von Si(z,«) von «& in einer schematischen Figur dar- 
gestellt. Für 0<x<2 ergibt sich das interessante Ergebnis: Die Reihe der reziproken Null- 


[0,0] [0,0] 
1 : 2 ANER 
stellenbeträge 2 ———- ist eine Minorante der harmonischen Reihe; > — ist für e>0 
| [zn Zr 


konvergent, für <= ( divergent. Für Si(2,a) wird die folgende Form der Weierstraßschen 
Produktenentwicklung abgeleitet: 


Po = 22 92 
Si (2,0) = 5 — I A 2) (1 = Fa: 
Nn= 
wo die zueinander konjugierten a,,@, die unendlich vielen abzählbaren Nullstellen be- 
deuten. Analoge Betrachtungen werden für Ci(z, x) durchgeführt. Für den Fall 0<x<2 
erfolgt die numerische Berechnung der Nullstellen von Si(z, &) und zwar unter Anwendung der 
asymptotischen Entwicklung (1) A(#)— 2° cos2+0(@*"")=0, A(a) = cos (dr x) I(1— a) 
— Si(o0, &), woraus in erster Annäherung folgt: (2) cos z =A(x) z”. Die Werte, die man aus 
der Gleichung (2) für z erhält und die drei Fallunterscheidungen 2 >a« >1,a=10<a<I1) 
erfordern, werden mittels des Newtonschen Näherungsverfahrens unter fortwährender Hinzu- 
nahme je eines weiteren Gliedes der Entwicklung (1) verbessert. Das Ergebnis wird graphisch 
und tabellarisch dargestellt. Vier weitere Tafeln für die Funktionswerte Si(z,«), A(&), B(«) 
— (i(, &) und für die unvollständige Gammafunktion P(n + 1,h) sind angeschlossen. Die nach 


* diesen Tafeln gezeichneten Reliefs und eine übersichtliche Literaturangabe (Theorie, Anwen- 


dungen und Tafeln) bilden den Abschluß. Otto Volk. 
Lisovskij, M. A.: Über Polynome, die auf gewissen geschlossenen Kurven 
orthogonal sind. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 603—620 (1951) [Russisch ]. 
Ein System von Polynomen p,(2) (k = 0,1,2,...;p, vom Grade k) sei auf zwei 
verschiedenen einfach geschlossenen rektifizierbaren Jordankurven (©, bzwi (, 
orthogonal in bezug auf die positiven Belegungsfunktionen n, (2,) bzw. 2, (2,), wo 2, CC}. 
2,CC,. Dann gilt nach Szegö (dies. Zbl. 11, 155): 1. Eine der Kurven, etwa (/. 
liegt ganz im Inneren der anderen, C,,. 2.Wenn w=y (2), z2=g(w) den Außen- 
bereich von C} auf |w| >1 abbildet und g (oo) = ©, so ist |y(29)| = const. 
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3. n,(2),n,(2) sind so beschaffen, daß eine analytische Funktion D(z) existiert mit 
Nn,(25) = |D(2,) |%, im |D(2) ? = n,(2,), wo 2 von außen gegen 2, strebt und wo 
z>2, 


D(z) # 0,00 im Außenbereich von C}. Wird zusätzlich verlangt, daß die p, für 
alle Niveaukurven C der Form 2 = g (re) (r >r, const., O Sp < 2) ein Ortho- 
gonalsystem bilden, so gibt es nach Szegö (loc. eit.) überhaupt nur fünf Möglich- 
keiten für p, C,D(z). Verf. untersucht die möglichen Polynomklassen für den 
Fall, daß alle Polynome von einem Grad >n sind. Er erhält: Entweder ist 
a) gw)=gw+g (9>0) und DW) = (a. +Mwit..- +a„wm)-, a, 
beliebig, oder b)gw)=gw+g+gw! und D(g(w)) = (g—g, w2)Y2. 
(+ a w!+:::+ a,w-”)-1. Die möglichen Kurven C sind also dieselben wie 
in dem von Szegö behandelten Fall n = 0, nämlich Kreise oder Ellipsen. Die 
möglichen Polynome zerfallen sowohl bei a) als auch bei b) noch in mehrere Klassen, 
die von der Belegung D abhängen. Zu den von Szegö gefundenen treten hier noch 
gewisse neue Klassen hinzu, die alle angeben werden. Karl Prachar. 

Dinghas, Alexander: Über eine Integralgleichung für die Polynome der Po- 
tentialtheorie. Norske Vid. Selsk. Skr. 1950, Nr. 2, 14 S. (1951). 


Es handelt sich um die nach Gegenbauer benannten, von der Funktion 


[0,0] 

da) G(&,h)=(1—2hz+Myt—= N Ce(a)h" («> 0) 

n=0 
erzeugten Polynome C%(x) (denen manche Urheber nur dann eine Beziehung zur Potential- 
theorie zuerkennen, wenn 2«& ganz ist; vgl. P. Appell-J. Kampe de FEeriet, Fonctions hyper- 
geometriques et hyperspheriques. Polynomes d’Hermite, Paris 1926, S. 248, letzter Absatz). 
Verf. deutet hier die O’%(cos ®) als die Gesamtheit der Eigenfunktionen der linearen homogenen 
Integralgleichung 


(2) od) =n 122% (mo) [xe, x) p(x) sin? x dx 
ö 


mit dem bei x = ® unendlich werdenden Kerne 
IT 
(3) Reh 2) N sin?*=1ysin=?*%(o/2) dy, CoS0 = cos x cos® + sin wsind# cosw. 
ö 

Er gelangt dazu durch eine Integralformel, die er in Math. Z. 53 (dies. Zbl. 40, 183) gewonnen 
hatte [als ihre Nummer lies (1, 8) statt (1, 7) auf S. 5]. Sie liefert hier für ein Polynom ersten 
Grades P(x) =Ax-+ 3 bei Gebrauch der Abkürzungen u für das Doppelverhältnis der vier 
Punkte auf der X-Achse mit den Abszissen x, a’,a,a’ und v=w die Beziehung 
(4) BI. SER (OEL (a (a) 

a7 
= (a —a)'"”* (a’—a)% [| PR) — aaa) FIR, ar; +0”; u)de 

a 


” 

+ (a —a).7?° (a a”) Sf Pre una) ER ro de 
a’ 

mit B als Eulerscher und F als Gaußscher Funktion. (4) gilt, wenn a <a’ <a’ und zunächst 

«>43. Mit den Werten a’ =—a—=1 und bei Ersatz von a’, &,&’”’ durch x, ß, «& leitet Verf. 


aus (4) durch Umformungen, unter denen ein von Gauß herrührender Gestaltswandel von F 
vorkommt, die Formel her 


(5) DPI BB, + B) (8 — W)-P P-° (cos 9) 


a 1 2 
= 22 ?? (cos) P (0,0 + B— 5520 + 2B— 152) sin? sin”?* I (9 +8) dp, 


wo A=sinpsindsin?}(p +9). Sie gestattet den Grenzübergang ß — 1, aus dessen Ergeb- 
nis sich folgern läßt, daß E 


(6) P* (cos d) =n'a2?* [ (MW)? P7°"! (cosp) K(d, p)sin”* p dp 
ö 


ist, Von (6) führt die Annahme P(x)=1—2hx + (Ik| <1) zu einer Integraldarstellung 
von @(x, h) (1), aus der man auf (2) schließt. — Für & — 1 gehen die 0% (cos #) in die Tscheby- 
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ih 7 scheffschen Polynome sin (n + 1) d/sin® über; (2) wird dann für diese eine Integralgleichung 


mit dem — bei =, wie gesagt, unendlichen — Kerne log |sin4(9 + x): sin! — x)|. — 
In der Absicht, das hier Gefundene auf höherstufige Räume auszudehnen, verallgemeinert Verf. 
noch seine erwähnte Formel (1, 8) in dieser Richtung. — Er bedauert am Schlusse, daß äußere 
Umstände es ihm verwehrt haben, seine Ausführungen mit schon vorliegendem Schrifttum 
in Zusammenhang zu bringen. Ref. darf dazu bemerken, daß er in seiner (gedruckten) Hab.- 
Schrift: Untersuchungen über Jacobische Polynome, Breslau 1919, für die C'(x) einen in 
—1<sxz<]1 stetigen Kern (mit einer an einer inneren Stelle unstetigen Ableitung) gerade 
durch das Greensche Verfahren gewonnen hat, von dessen Beschränktheit auf ganze 2& Verf. 
zu sprechen scheint,; daraus ließ sich dann die bilineare Formel und die Reihe für die quellen- 
mäßige Funktion auf dem von A. Kneser in seinen „Integralgleichungen“ (Braunschweig 1911) 
eingeschlagenen Wege herleiten. Von älterem Schrifttum sei noch die Mitteilung von V. Myller- 
Lebedeff in C.r. Acad. Sci., Paris 149, 561—563 (1909) angeführt. Lothar Koschmieder. 

Forsythe, George E.: Second order determinants of Legendre polynomials. 
Duke math. J. 18, 361—371 (1951). 

L’A. considera la funzione- A (n, h,k;x) = P,(&) Pyynın (%) — Prrn (%) Parr(®): 
n >0,k Zh>]1, dove P, (x) indica l’n-esimo polinomio di Legendre, h e k sono 
interi e x varia nell’intervallo aperto (0, 1), e dice che A ha la proprietä T (Turän) 
se pr 0O<xz<1l siha A<0. G.Szegö (questo Zbl. 32, 275), G. Sansone 
(questo Zbl. 34, 190) ed altri hanno provato che A(n,1,1;x) ha la proprietä T. 
L’A., nelle sue ricerche presentate all’Amer. Math. Society nel 1948, con la consi- 
derazione di dA/dx, d?A/dx?, mostra che A(n,1,2;x), A(2n + 1,2,2;x) hanno 
la proprietä 7, ed assegna delle terne [ades.. A+k=4M, M intero, n pari, 
oppure n dispari, A = k] per le quali A non ha la proprietä T. Giovanni Sansone. 


Merli, Luigi: Su aleune disuguaglianze riguardanti i polinomi ultrasferiei. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 10, 371—374 (1951). 

G.Szegö (questo Zbl. 32, 275), G.Sansone (questo Zbl. 34, 190) ed altri 
Autori hanno dimostrato per i polinomi di Legendre una disuguaglianza di 
P. Turän estesa da O. Szäsz (questo Zbl. 37, 330) alla funzione 


Ad) = [PA (PAD)? — Pa-ı (@) Pirı (@)/Pi-ı (1) Parı (1) 


dove P/ (x) indica il polinomio ultrasferico di ordine n e di parametro A. — L. Merli, 
col metodo di G. Sansone, costruisce per A7 (x) l’equazione differenziale 
21(1— 2) P}(«) P,’ («) 


— 22) 42 A) 24, e“ 
A-)A) +2 NAD E mPI) Platt) $ 


e prova le seguenti limitazioni 


»1—F} (@)] 21 2 Bi m Pi (&) 
Er A <A,(0 a E Pn 0 le 1» IR 40) B 
E29) Ar(%) (0) un Len! (0) («)]| (x) Pi 
VE EL: 
Zi m AN TEIN. rn Aue] 
BY. max 9 42 (0) = ala 22) ' ze) na 27,’ 
ES ee Giovanni Sansone. 


Ossieini, Alessandro: Immediata limitazione delle derivate di ordine superiore 
dei polinomi ultra-sferiei. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 6, 110—112 (1951). 
L’A. stabilisce rapidamente la validitä del seguente sviluppo in serie di poli- 
nomi ultrasferici 
2Tle+Mld—2uee+""_ Sn p 
TO) 2 a. 


Giovannı Sansone. 
Bhatnagar, K. P.: On the polynomial //„(x). Proc. Indian Acad. Sei., Sect. A 


34, 41—42 (1951). 


Herleitung eines (ziemlich trivialen) Zusammenhanges zwischen den Laguerre- 
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schen Polynomen und einer von Angeleseu (C. r. Acad. Sci. Roumanie 2, 199—201 
(1938); dies. Zbl. 18, 356) eingeführten Verallgemeinerung. Wolfgang Hahn. 

Sears, D. B.: On the transformation theory of hypergeometrie functions and 

cognate trigonometrieal series. Proc. London math. Soc., II. Ser. 53, 138—157 
1951). 
Arbeit zerfällt in drei Teile. Im ersten Teil wird ein allgemeiner Satz ab- 
eeleitet über Reihen für gewisse hypergeometrische Funktionen. Hieraus geht her- 
vor, daß für eine verallgemeinerte hypergeometrische Reihe Fy mit einem Argument 
gleich der Einheit gilt, daß die Reihe y,,Fy transformiert werden kann in eine 
Summe von M analogen Funktionen. Der Beweis erfolgt durch Induktion, und der 
Satz ging hervor aus Sonderergebnissen für besondere Werte von M. Die Konvergenz- 
verhältnisse der auftretenden Reihen werden studiert. Im zweiten Teil der Arbeit 
untersucht Verf. eine Anwendung des obigen Satzes, welche zu einer Formel für 
Produkte hypergeometrischer Funktionen führt. Er geht hierbei von dem Werte 
M =0 aus. Im dritten Teil der Arbeit betrachtet Verf. die Transformations- 
theorie trigonometrischer Reihen, welche als Grenzfälle aus hypergeometrischen 
Reihen auf dem Konvergenzkreise hervorgehen. Zum Schluß vergleicht Verf. die 
Bezeichnungsweise in der vorliegenden Arbeit mit den Bezeichnungen anderer 
Autoren. . Max J.O. Strutt. 

Bose, N. N.: On some integrals involving the hypergeometrie funetion zF\, (a, b; 
ce; —x). Math. Z. 54, 160—167 (1951). 

Verf. zielt darauf hin, einige Integrale der obengenannten hypergeometrischen 
Funktion mit Hilfe der von MacRobert definierten E-Funktion zu berechnen. 
Dazu benützt er eine Anzahl von bestimmten unendlichen Integralausdrücken, 
welche von van der Pol und Goldstein abgeleitet wurden. Für die obengenannte 
E-Funktion stellt er einen bestimmten unendlichen Integralausdruck her. Mit 
Hilfe dieser Ausdrücke beweist Verf., daß die obengenannte E-Funktion mit der 
ebenfalls genannten hypergeometrischen Funktion durch eine einfache operatorische 
Beziehung verknüpft ist. Aus dieser Beziehung und aus den anderen angeführten 
Integralausdrücken erhält Verf. sodann operatorische Beziehungen zwischen der 
genannten E-Funktion und einer Anzahl von bestimmten unendlichen Integralen, 
deren Integranden Produkte der obengenannten hypergeometrischen Funktion und 
Besselschen Funktionen erster Art, sowie gewisser Potenzen enthalten. In einigen 
Sonderfällen ergeben sich einfache Integralausdrücke für die obengenannten Bessel- 
schen Funktionen und Verf. schreibt eine ganze Reihe solcher Integralausdrücke an. 
Darauf wendet er sich operatorischen Beziehungen zwischen hypergeometrischen 
Funktionen und Differentialausdrücken Besselscher sowie Hankelscher Funktionen 


zu. Max J.O. Strutt. 


Groß, W.: Sviluppo asintotico di aleuni integrali operanti su funzioni di Bessel. 
- (siorn. Mat. Battaglini 80, 39—49 (1951). 


Die in der Überschrift genannten Integrale sind 


(1) el I) + mid, (2) P=f Jul) Isle) (2 z)-1de 
0 


mit Re(u +») = —1, Smx=>0; J„(Y,) bedeuten Besselsche Funktionen 
(B. F.) erster (zweiter) Art. Mit Hilfe einer Rücklaufsformel leitet Verf. zuerst 


für die Funktionen 
S=(Juh,+Y, Y)cosaxr+(J,Y,—J,Y,sinaz, x=(u+»)/2, 
T=(J,J,+Y,Y)sinar-(J,Y,+J,Y,)cosan ua) = BR 


el [Fu(x, 2) F,(x,2) — (R2)} 8 (&)] dz, Vv,= f z!lnzF,(&, 2) F,(x,2) de 


PEuE de Te FT A FE ENT ee “ vom nd pe PY; . a . 
\E Bee ER Zn EP EEE Naeh ER RR ) Ko 5 ir, 
1 ee Was — ' i ent - > . Mr - 
ee ar » “ Y - Pr re t, 2 > 
Ko: Ber Pr ’ nz’ 307 
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( 


_ mit F„(%,2) = Ju(®) Yu) — Ju(2) Yu(x) die asymptotischen Ausdrücke her 


= Il BEN g-m-1427nA,U,,, 

T9«B SS Ba me2 (On 4 1)m B;U,.uh 
day 1, = 2 = A„C„e m i+2nA,[-V,,+ (nz +0,+ (2r)) T,,]: 
x Be A B,D,2:# 24 (maß)! Tnz 


Zn DB. V.., (0% DT On I), )0, nn, jergafeın 
"Mit EB Abkürzung (c)„ = /'(c + m)/T‘(c) Er die hierin auftretenden Festwerte 
= [(- A (2m)!] (2 ei ) (2 1% ar 2% 2 m (3 1 ur - 
B, === I 4)” } (2m + 2). (1 7 &)m (1 = re TE P) m er 


il 


a ( 1 ee en | 1 ) 1 
Fa, 2K+1+2% 2k +12 ' 2k+1+28 2% +1—2B ik’ 
5 
1 m 1 1 1 1 ee, 
———— —t. N L BERN 
Da Der: "ka krp ee = k 


Zweitens stellt Verf. die Differentialgleichungen der Funktionen 9, und o, auf, 
aus denen sich (1) und (2) in der Gestalt 
(6) Fı = (#/4) yısinar + (n/8 a P)yggesan —nJuJ,ctgPr, 
(7) F3, = (n/4) yı sinn — (n/8aP)gcosan +niJ.J, 
zusammensetzen. Sie lauten, wenn mit D,—= d/dzs kurz 
L.() = [Di — 4(a® + By DE + 1602] f + 428 (D, + (D, + 1)f 
gesetzt wird, 
(8) L, (9) = 320° aß, (9)  L,(o) = 32 m?aße. 
Der homogenen Gleichung ZL,(f) = 0 genügen Malwerte von B. F. der Ordnung 
uw+». Bei der Integration von (8) und (9), deren Einzelheiten hier übergangen 
werden müssen, ist namentlich die Bestimmung der Festwerte mühsam. Die schließ- 
lich gefundenen Lösungen %,,%, leiten über (6), (7) zu F, und F, zurück, 
FR=3(DS+CT) +3(8cos&# — Tsinan)Inz—4n(U,coar +2aßV,sinan), 
F,=%(- 2 ne )—-4(Scosar + Tsinan)Inx 
a(U,csarn—2aßV,sinan) +4in J,HW-+J,HW] 
(HB.F. Mr En den gesuchten Ausdrücken, in denen man die Werte (3), 
(4), (5) einzuführen und 
CeIRc HR FILE) FAN —- Bo) —(2P)>ı-+In2+y]lsinaz, 
D=insnan-—- [Fl +o)+Y(4+P) WERT 
zu setzen hat; dabei ist Y (x) = dlogl' (x )/de und y Eulers Festwert. 
Ä Lothar Koschmieder. 

Forster, Herbert: Uber das asymptotische Verhalten der Besselschen Funktion 
längs einer Welle der durch z — J;(x) im «—4—z-Raum definierten Wellenfläche. 
Math. Z. 54, 217—253 (1951). 

Es handelt sich um eine Abschätzung der Besselschen Funktionen J,(x) für 
reelle x,A im Bereich x > x, (A), ZA, wo x, (A) die kleinste positive Nullstelle 
von J; (x) ist und A, eine beliebige positive Zahl ist. «& sei so definiert: cos « = Al, 
wo 0 <a< We Es wird gezeigt: Im oben angegebenen Bereich gilt 


la) Ya I etgta {K, (A, x) cos [A (tgx — &)] + K, (x, A) sin [A (tg — a)]}; 


20* 
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Worle KEaRKRye un und %, nur von Ay abhängt. Für die Punkte des „n-ten 
Wellenberges bzw. -Tales‘‘ d.h. für die n-ten relativen Maxima bzw. Minima von 
J,(x) bei festem A gilt 2n (mn —1)-In<Altge—oa)<2n(n—1)+n bzw. 
Ian -1)+In<iltga—o)<2nn, n=2,3,... Die Nullstellen von J; (x) 
liegen in 2ra(n—1)+4r <Ailtga—-oa)< 2r(n—1)+r und 2r(r —1)+ 
en <Altga—a)<2mn. Aus der obigen asymptotischen Formel werden noch 
Abschätzungen für den Bereich der ‚‚n-ten Welle‘ hergeleitet. Karl Prachar. 
Schwarz, Maria Josepha de: Su aleune questioni analitiche eoncernenti il 
caleolo del eoeffieiente di assorbimento acustico di eilindri rivestiti di feltro di vetro. 
Atti Acead. naz. Lincei, Rend.,Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. Ser. 10, 152—155 (1951). 
The paper is concerned with the numerical summation of a series having its 
terms expressed by means of Bessel funetions. An upper bound for the rest of the 
series is given. Gaetano Fichera. 
Bagehi, Hari Das and Bhola Nath Mukherjee: Note on a pair of funetional 
equations satisfied by T',(z). Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 33, 277—282 (1951). 
Aus den Funktionalgleichungen (1) ,.@) - 2, + thıdW)=5 
1-35) +Rr la) Ih ild)]) = 9 n eine natürliche Zahl, werden die 
beiden Funktionalgleichungen (2) 4 f,_.@) = 2, (2 — 1) (2), 2 412) = 
2f,(@) +3(2--1)fn (2) abgeleitet; damit wird das allgemeine Lösungssystem 
eff... von d) mit ,=2c, h=4?+% yı — 2? gefunden; alle f, ge- 
nügen der Differentialgleichung der Tschebyscheffschen Polynome (3) (1 — 22): 
- d2w|d2? — 2 dw/dz + n? w = 0. Ferner wird gezeigt, daß, wenn nur eine der beiden 
Gleichungen (2) und die Differentialgleichung (3) erfüllt sind, auch die andere Funk- 
tionalgleichung gilt. Otto Volk. 
Bagehi, Hari Das and Bhola Nath Mukherjee: Note on the mutual relation 
between the two kinds of Tschebyscheff’s funetions. Proc. Indian Acad. Seci., Sect. 
A 33, 290—294 (1951). 
Ableitung der Formeln: 
+1 
n T,„(v) 
2n i (1— v2) 


n Ta) 


(2) BERERNAT 


‚log (2 —v)dv, V,@) = ch 

l2| >1, wo T,,(z) ein Tschebyscheffsches Polynom erster Art ist, V (2) =2-2n zn. 
Finn +1),1+n;22) (|2| >1) als Tschebyscheffsche Funktion zweiter 
Art erklärt ist und R,_,(2) ein Polynom vom Grade n — 1 darstellt. Durch die 
linke Seite der ersten Formel wird eine analytische Fortsetzung von V,(z) in das 
Gebiet |z| < 1,2 nicht reell, erreicht. (Vgl. hierzu auch Bagehiand Chakravarty, 
dies. Zbl. 40, 33). Otto Volk. 


Kommerell, Karl: Bereehnung der trigonometrischen und zyklometrischen 
Funktionen durch Kettenwurzeln. Math.-phys. Semesterber. 2, 126—134 (1951). 

K. Bochow hat [Z. math. naturw. Unterr. 41, 161—186 (1910)] die trigonometrischen 
Funktionen in unendliche Kettenwurzeln (T’), (IT’) entwickelt. Sie entstehen durch Grenzüber- 
gang k > oo aus (k + 1)-fach getürmten endlichen solchen Ausdrücken; diese bei beliebigem 
natürlichem k zu gewinnen ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. Die Formel für Cosinus lautet 


= ac = = a: Te yr- = Der a >x- k 
2 2 cosy — V: +6, V> +52 + +.,%V2, 9= sg 2 > en Zr = 2 
Del 7 ” 


die Zahlen ö, bezeichnen unabhängig voneinander die positive oder negative Einheit, alle 
Wurzeln sind positiv auszuziehen. Der Ausdruck (II)für Sinus geht aus (I) hervor, indem man 
dort das erste +-Zeichen unter der Wurzel rechts durch — ersetzt [lies in (II) vor dieser Wurzel 
+ statt 1]. (I), (II) bieten vor ihren Grenzfällen (T’), (IT’) den Vorzug leichter zahlenmäßiger 
Verwendbarkeit und bequemer Fehlerschätzung. — Zur Herleitung von (I), (II) geht Verf. 


von der Gleichheit 2 cosa(1— ö; + 1)/4 = ö,/ 2 aus, von der er mittels der Halbwinkel- 


\ 


u 1 a 
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 _ formeln zu 


Re De ee 
20 14 + = 24V? 


aufsteigt; entsprechend fährt er fort. — Will man cos@ bei gegebenem spitzen Winkel 
00 


P=Yy+ > — e berechnen, wo a, —= 0 oder1,so ermittelt man statt dessen cos y aus (I), wobei 
jel 

e — y<aj2"*?, Beispiel: = 35°, k= 18 (Fehler 9—y nicht einmal 2’); cos 35° = 0,819148. 

— Während sich sonst kaum eine Funktion und ihre Umkehrung mit demselben Verfahren gleich 

scharf berechnen lassen, liefert (I) ebenso einfach, wie cosp zu 9, auch 9 = arc cos (b,/2) zu 


5,0 <b, < 2. Man findet nämlich, wenn d} + 2, aus (I) zunächst b’—2= 6, /2 +8, V2 +... 
und daher ö,(= + 1); ferner, ebenso fortschreitend, 
)  wua=o ,5,V2+8,5,,,V27 --, wein bE+9, 0=2,.., 1-1, 
woraus sich Ö,,..., ö,_, ergeben. Isterstmals b, = 2, so vergleicht man (1), für o =} gebildet, 
mit der Formel, die aus (Il’) entsteht, wenn alle ö gleich 1; dann folgt 

0,90 1,1 0,008 7 190, 00,0 
[lies so den letzten Teil von (26)]. Hieraus entnimmt man alle ö von ö, an. — In dem Sonder- 
falle, daß sämtliche ö = + 1, erhält man, k=n—3 setzend, mit 


ot 2+1 RE al 


/ Kern yesn F —— ug ur: 
Pr = Ver Var. . Ver. „= V: V2+-. Vers 
(wo der Zeiger n— 2 die Anzahl aller Wurzeln angibt) den Wert = 4(ß,+y,) als die 
N =2".te Einheitswurzel, die im ersten Viertel der Gaußschen Ebene der reellen Achse am 
nächsten liegt. Die übrigen sind =°, &°,..., x”. Sie finden sich in dieser Form in A. Pringsheims 
Zahlen- und Funktionenlehre (Leipzig 1925), Band 2, Abt. 1, S. 263ff. Durch die Möglichkeit, 
die Seite des regelmäßigen N-Ecks zu berechnen, gelangt man zu der Darstellung = lim 2” y 


N-+29 
N 00 
die man gleichfalls a. a. O. trifft [S. 465, (8)]. Sie läßt sich in den Malwert von Vieta umwandeln, 
der ihr an Brauchbarkeit zu Rechenzwecken überlegen ist. Lothar Koschmieder. 


Funktionentheorie: 


e Tricomi, Francesco: Funzioni ellittiehe. 2. ed. Bologna: Nicola Zanichelli 
1951. XII, 344 p. 

Carleson, Lennart: On nullsets for continuous analytie funetions. Ark. Mat.1, 
Nr. 22, 311—318 (1951). 

Sei 2 ein offenes Gebiet, E sein endliches Komplement. Dann wird E eine 
Nullmenge in bezug auf eine durch eine bestimmte Eigenschaft P gekennzeichnete 
Funktionsklasse /’ genannt, falls /' außer Konstanten keine in £ regulären Funk- 
tionen enthält. Mit Hilfe vorzugsweise von Hausdorffschen Maßen charakterisiert 
Verf. die Nullmengen verschiedener Eigenschaften P, u. a. die Fälle, in denen die 
Ableitung beschränkt bzw. gleichmäßig stetig ist. Gunnar af Hällström. 

Nassif, M.: On the effectiveness at the origin of produet and inverse sets of 
polynomials. J. London math. Soc. 26, 232—238 (1951). 

J.M. Whittaker (Sur les series de base de polynomes quelconques, Paris 1949; 
this Zbl. 38, 228) has defined a basie set {p, (z2)}} of polynomials to be effective at 
the origin if the basie series represents at the origin every funetion which is regular 
there. M. T. Eweida [Proe. London math. Soec., II. Ser. 51, 81—89 (1949)] showed 
that if two simple sets are effective at the origin and if the inner set is normalized, 
then the product set is also effective there. He also proved that the inverse of a 
normalized simple set, which is effective at the origin, is effective there. Here the 
author generalizes these results to the general basic sets of polynomials, replacing 
the normality condition on the inner set by another condition governing the order 
of growth of the polynomials in the neighborhood of the origin. Evelyn Frank. 

Eggleston, H. G.: A generalization of the Hurwitz composition theorem to 
irregular power series. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 477—482 (1951). 


Der Satz von A. Hurwitz und S. Pincherle RN Encykl. math. Wiss. II, 
2 1, Leipzig ae S. 465), bei dem aus der Lage der Singularitäten von 


B5 0,2 Tr und 55 b,2""! auf die Lage der Singularitäten von. 
0) eoy 
[0,0] 
im =-n ul 55) Be 
> ( ‚ )a, (18 gan m—l — =, > (2 ( )a-.b 2 1—1 
mın=0 =0 \u=0 “ 


Besen wird, wird verallgemeinert auf unregelmäßige Potenzreihen der Form 


x a,2 1, wo die }, eine wachsende und gegen oo strebende Folge positiver 
1 3 


[0,0] [0,0] 
Zahlen bilden. Es seien f(2) = Na,2 "1 und g (2) = N b,2”#71 zwei solche 
1 1 


Reihen mit endlichen Radien R, und R, absoluter Konvergenz. Dann besitzt auch 
die Reihe 
h (2) —=- R > a; b, en — 9,41 

‘ einen endlichen Radius absoluter Konvergenz, der ae größer als A, + R, ist. 
Nun werde eine Stelle 2=a (mit [a|>R,+ R,) und dort ein regulärer Zweig 
der Funktion f(z) gewählt, Eu eine offene len K der lan 2-Ebene 
mit den folgenden Eigenschaften: K enthält die Punkte z mit |2| >R, und die 
inneren Eusla des Beer der Taylorentwicklung von f(2) Be Po- 
tenzen von 2 — a; jeder Punkt pe K läßt sich mit a durch eine stetige Kurve €X 
verbinden, längs al f(z2) von a bis in die Stelle p hinein analytisch fortgesetzt 
werden kann; ist y eine von a nach p€_K führende stetige Kurve € K, längs 
welcher f(z) analytisch fortgesetzt werden kann nach allen Punkten von y mit 
eventueller Ausnahme von p, so ist auch Fortsetzung in die Stelle p selbst möglich. 
Die Komplementärmenge zu K in der endlichen 2-Ebene werde als die zu f(2) be- 
züglich a gehörige Menge bezeichnet. In analoger Weise sei eine zu g(z) bezüglich 
der gleichen Stelle a gehörige Menge erklärt. Dann gilt: Die Funktion h(2) läßt 
sich analytisch fortsetzen nach allen Punkten der z-Ebene, die mit 2 = oo durch 
eine stetige Kurve A so verbunden werden können, daß sich kein Punkt von A in 
der Form 2, + 2, darstellen läßt, wobei z, ein Punkt der zu f(2), 2, ein Punkt der 
zu 9(2) je bezüglich a gehörigen Menge ist. Der Beweis benützt den gleichen Grund- 
gedanken, der den Hurwitz-Pincherleschen Satz liefert, ist aber naturgemäß kom- 
plizierter. Werner Meyer-König. 

Lech, Christer: On the eoefficients in the power series expansion of a rational 
rien with an applieation on analytie continuation. Ark. Mat. 1, Nr. 24, 341—346 
(1951). 


[e'0) 
Das Funktionselement f(x) = 35 a, x" besitze einen nicht verschwindenden 


Konvergenzradius und rationale Koeffizienten a, 0 Pn (Bm Paare teiler- 
fremder ganzer Zahlen 9 >=] für a, N Verf. beweist die folgenden 


beiden Sätze: (1) Ist f(x) eine rationale Funktion, so ist entweder lim d.!< oo 
Nn>00 


oder lim VB, I>1. (2) Ist f(x) im Innern des Einheitskreises |2| <1 mit Aus- 
N— 00 

nahme höchstens endlich vieler singulärer Stellen regulär und eindeutig, ist weiter 

lim IP„| = © und lim n-1ß, = 0, so läßt sich f(x) nicht über den Einheits- 


Nn— 00 N 00 

kreis hinaus analytisch fortsetzen. Beim Beweis von (1) wird benützt, daß sich 
f(x) auf Grund eines von einem Eisensteinschen Satz her bekannten Sachverhaltes 
als Quotient zweier Polynome mit ganzen rationalen Koeffizienten darstellen 
läßt. Beim Beweis von (2) wird ein notwendiges Fortsetzbarkeitskriterium von 
F.Carlson [Math. Z. 9, 1-13 (1919)] benützt. Werner Meyer-König. 


311 


.  Korevaar, Jacob: The zeros of approximating polynomials and the eanonieal 
representation of an entire funetion. Duke math. J. 18, 573—592 (1951). 

Soit C(R) la classe de fonctions entieres f(z) #0 pouvant &tre approchees 
uniformöment dans chaque domaine born& par des polynomes dont les zeros sont 
situes dans un ensemble donn& ferme& R. L’A. pose le probleme de caracteriser la 
classe C(R) par des proprietes de R. Certains cas particuliers de ce probleme general 
- (p.e.lorsque R est un angle) ont &t& examines par G.Pölya, N. Obrechkof! 
et d’autres (cf. Obrechkoff, Actual. sei. industr., nr. 891, Paris 1941; ce Zhl. 
28, 399). Remarquons que les zeros des fonetions de C(R) sont situes dans R d’on il 
resulte que si R est borne la celasse C(R) est identique avec l’ensemble de tous les 
polynomes ne s’annulant pas en dehors de R. Lorsque C(R) contient toutes les 
fonctions entieres ne s’annulant pas en dehors de R, l’ensemble R est dit regulier. 
L’A. donne des conditions pour que R soit regulier et pour que l’ordre de chaquc 
f(@)EC(R) soit fni <k, k=1,2,... D’autre part, en &tendant certains rö- 
sultats de F.Carlson (ce Zbl. 33, 115) et d’autres I’A. d&montre que: — Si une 


[ee] 
serie I a,2” tout & fait quelconque remplit la condition: N(S,n) = o(n), ot 
0 


N (8, n) est le nombre des zeros de la somme a,+ a, 2-+::-- + a,2" dans un angle 
donn&@ S de sommet z = (0), cette serie represente une fonction entiere dont P’ordre 
— 0. — Enfin quelques problemes non resolus sont indiques. F. Lejo. 

Milloux, Henri: Sur les fonetions entieres d’ordre fini ou nul. ©. r. Acad. Sci.. 
Paris 232, 296—297 (1951). 

Referat s. dies. Zbl. 40, 188. 

Lay, Yuan: Sur quelques th&or&mes de M. Menchoff. Sci. Record 4, 28—30 
und chinesische Zusammenfassung 27 (1951). 

Eine komplexe Funktion f(z2) der komplexen Variablen z= x + u besitzt 
im Punkte 2, ein Differential nach Sa Prechet, als 1 4 =7f,&, Bei) 

m fo + 42) fe) AAx- BAy.n en vn Sei 
ne A 


P=1(A-iB),@=3(A-+iB), dann kann dieser Limes auch als 


ka + A) I) Pd2—QAz _, 
Bu Le a“ 


existieren und endlich sind; 2. 


lim 
420 
geschrieben werden. Auf dieser Bemerkung beruhen die einfachen Beweise einiger 
Sätze von Menchoff [Actual. sei. industr., no. 329; dies. Zbl. 14, 167] von folgendem 
Typus: Eine Funktion f(z) is analytisch in z,, wenn sie dort ein Stoltz-Frechet- 
: h) — 
Differential und die folgende Eigenschaft besitzt: arg + 2 eo) pe- 
sitzt längs dreier Strahlen in 2, denselben Limes für h — 0, wobei nicht zwei der 
drei Strahlen in einer Geraden liegen dürfen. Adolf Kriszten. 
“ Erdös, P.: On a theorem of Rädström. Proc. Amer. math. Soc. 2, 205—206 
(1951). 


Verf. gibt einen einfachen Beweis für den Satz: Ist f(z a,2” eine ganze 


=. 8 


Funktion mindestens vom Maximaltypus der Ordnung 1, so gibt es eine Folge kom- 
plexer Zahlen wo, = e'%», so daß die Nullstellen der Enke Derivierten von 


Ö (2) = SEN a,’ sich im Nullpunkt häufen. Dies wurde kürzlich von H. Räd- 
ö 


ström (dies. Zbl. 33, 116) für ganze Funktionen der Ordnung > 1 bewiesen. Zu 
erwähnen ist hier auch die kürzliche Note von Yves Martin (dies. Zbl. 41). Der 
Beweis von Verf. beruht auf folgendem, auch an sich interessantem Hilfssatz: 


5 ; < nn - ae ee BETENT, 
Hat die Reihe Na,2” den Konvergenzradius R < 00 und ist a,/@, R, so exi 
Ö 
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oo 
stiert eine Folge von komplexen Zahlen w,= e'®, so dab NO, a, ze 


ö 
12] = |ao/@: | mindestens eine Nullstelle hat. Albert Pfluger. 
Bowen, N. A. and A. J. Maeintyre: Some theorems on integral funetions 
with negative zeros. Trans. Amer. math. Soc. 70, 114—126 (1951). 
Verff. untersuchen im Anschluß an E.C. Titehmarsh das Verhalten ganzer 


= 2 . ” | 
transzendenter Funktionen f(2) = IIÄ +) der Ordnung o mit negativ 


n=1 

reellen Nullstellen, 0 <a,<oa,,, auf der positiv reellen Achse. Aus einer In- 
tegraldarstellung einer in |argz| <r regulär analytischen Funktion, die auf der 
negativ reellen Achse höchstens logarithmische Singularitäten aufweist und ge- 
wissen Wachstumsbeschränkungen unterworfen ist, wird das folgende Ergebnis ab- 
geleitet. Es sei für |x| <r und 0 <o <1 (V) log |f(re*)| < nr? eseno(cosea-+ €) 
für alle r >r(e) erfüllt. Aus (V,): |a|<r/2e und log f(x) = o(x”2le|) folgt 
(B,) logf(x) <rar(eseno+te). Aus (V,) |a|>r/2o folgt (B,) logf(») > 
7 2° (escrro —e). Wird (V) durch (V’)log|f(rei*)| > recseno (cosox —e) ersetzt, 
so liefern (V’) (V)) die Behauptung (B,) und (V’), (V,) die Ausssage (B,). Aus 
- diesem Satz folgt: Ist log |f(-a)| <nmart(etgno te) für >x(e)>0 und 
log |f(—x,)| >r x% (ettgmo —e) für eine Folge 2, —> + ©, 2,41/% > 1 erfüllt, 
so gilt auf der positiv reellen Achse log f(x) nr x? esc no, falls entweder OL <o<} 
und log f(x) = o(x?) oder 3<o<1 richtig ist. Eine Übertragung der Resultate 
auf Funktionen f(z) mit o >1 ist in gewissem Umfange möglich. Hans Wittich. 

Beurling, Arne: An extremal property of the Riemann zetafunetion. Ark. 
Mat. 1, Nr. 19, 295—300 (1951). 


Man wähle 0<a,6,pP; 2+00; und bezeichne Re(2)= x. Eine ein- 


deutige Transzendente f+ 00 für 2+00 bewirke mit 2— oo, daß (1) In |f(2)| 
— 0 (2%), (2) f(0)= 1 bleibe und längs x < 00 immer (3) f(x) = a|x|Pe"!+O (ex) 
besteht. Aus (1, 2,3) folgen cos (ri2) und (sin wiz)/miz als einzige Lösungen. Be- 
trachtet man allgemeiner mit Folgen 4</, <A,<--. konvergente Produkte 


= 22 i 5 S ar . . 
Be: (1 + = und ordnet diesen für 1 <Re(s) durch ms =o(s) eine in 
s meromorphe Funktion zu, so kennzeichnen die Merkmale (1’) @(s) + 1/(1 — s)#oo 
für s+ 00, (2) p(-2n) = 0 für n=1,2,..., @) I <k= Im |sp-ie| 

= W \si>o 
nur eine Lösung. Sie wird erreicht für k= 1 und lautet o()=& 6) 
Wilhelm Maier. 

Bohr, Harald: Eine Bemerkung über die gleichmäßige Konvergenz Dirichlet- 
scher Reihen. Mat. Tidsskr. B1951, 1—8 (1951) [Dänisch]. 

Es wird eine Dirichletsche Reihe N a, e*s konstruiert, die folgende Eigen- 
schaften hat: 1. Die Reihe ist in der ganzen Ebene konvergent. 2. Die durch die 
Reihe dargestellte ganze transzendente Funktion istin jeder Halbebene o > — 0, be- 
schränkt. 3. Die Reihe konvergiert in keiner Halbebene o > 0, gleichmäßig. — 
Ausgehend von der klassischen Ungleichung 


sin X sin?2x sinn x& 


1 5 D) aan 


<?2 für alle rn 


| 
. . . N 
wird zu jedem K > 0 ein Polynom @(2) = Nc,*? vom Grad N (K) konstruiert, 
welches folgende Bedingungen erfüllt: Erstens ist OR else 
tens ist für jedes N’ mit O<N’<N und für 0<x<i1 erfüllt = Gy 
Ö 


2 | 


Zwei- 


ar 


Drittens gibt es ein N” mit O<SN”’<N, sodaß | Sc,» 


> —cK gilt fun ee en 


Setzt man 2 — a,e-'®‘, so ergibt sich zu jedem K ein entsprechendes Exponential- 
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 polynom R,(s). Die gesuchte Dirichletreihe wird aufgebaut unter Benutzung der 
Koeffizienten und Exponenten einer Folge solcher Polynome mit rasch wachsendem K. 
Wilhelm Maak. 
Apostol, T. M.: Identities involving the eoeffieients of certain Dirichlet series. 
Duke math. J. 18, 517—525 (1951). 


[00] 
Let @(s)= 3 a,n° be an absolutely convergent Dirichlet series, which 


Nn= 
has in Hecke’s terminology the signature (A, x,y). It is proved, that 


L Sn (en N te + rl) wer m 7 (na) 
= ö D#g4+:1) 27 re u 7: 
where x >0, qisa positive integer >x— 4, = —-D(0) and J, (2) is the ordinary 
Besselfunetion and o is the residue of D(s) at s—= x. This theorem contains some 
results of Hardy, Oppenheim and Wilton. — By the same method another 


relation of Oppenheim is proved, corresponding to the sum x? > (o_,(n) — o,(n)). 


In the Dirichlet series occurring here the coefficients en 3 and the Bessel 
functions J,, Y, and X,. — The proofs are given by complex analysis. Oppen- 
heim’s proofs [Proc. London math. Soc., II. Ser. 26, 295—350 (1927)] are more 
complicated, although he showed that his identities hold under conditions when 
the present method does not give any information. W. Verdenvus. 

Majstrenko, P.: On a theorem of Poincar6 and Volterra. Proc. London math. 
Soc., II. Ser. 53, 57—64 (1951). 

Der Satz von Poincare und Volterra, nach welchem eine mehrdeutige ana- 
lytische Funktion in einem Punkt nur abzählbar viele verschiedene Werte annehmen 
kann, wird in neuer Weise bewiesen. Der Beweis gründet sich darauf, daß die kom- 
plexe Ebene ein metrischer Raum ist und daß der offene Einheitskreis durch endlich 
viele offene Kreise mit dem Radius e(>0) bedeckt werden kann. 

Kaarlo Veikko Paatero. 

Goodman, A. W. and M. S. Robertson: A class of multivalent funetions. Trans. 
Amer. math. Soc. 70, 127—136 (1951). 

Wenn f@)=b,2+b,2?+:-- für |2|<1 regulär und schlicht ist, so ist 
nach der bekannten Bieberbachschen Vermutung (1) |b,| <n |b| (n = 2,3,...). 
Die Vermutung ist u. a. in dem Fall bewiesen, wo sämtliche Koeffizienten reell sind. 
Sei jetzt f(z) im Kreise 2 <1 regulär und p-wertig. Goodman hat vermutet 
(dies. Zbl. 31, 353), daß dann 


5 2k(n+p)! el 
) (Pn| en Ip hl (np)! (m — 6) 


Für p=1 wird hieraus (1). Verff. beweisen die Ungleichung (2) für eine spezielle 
Klasse T(p), die im wesentlichen aus denjenigen Funktionen f(z) besteht, welche 
folgenden Bedingungen genügen: Die Koeffizienten 5b, sind reell; es existiert ein 
o(0 <e<1) derart, daß \/ (z) das Vorzeichen 2p-mal auf jedem Kreise |2| = r, 
oe<r<1, wechselt. Die Ungleichung (2) ist bestmöglich für die Klasse T7'(p). 
Kaarlo Veikko Paatero. 

Goodman, A. W.: Typieally-real funetions with assigned zeros. Proc. Amer. 

math. Soc. 2, 349—357 (1951). 


Gegeben sei f(2) = B3 b,2" mit reellen b, und Konvergenzradius =]. 
=0 
Es möge IS f(z) bei Beschreiben des Kreises |2| = 1 oder eines jeden 2 = = r.mlb 


e<r<1 sein Zeichen 2p-mal wechseln. Ex ergibt sich dann |b,| = B,, Ve 
5 B, 2" eine Funktion ist, die durch p und die Lage der Nullstellen von f(e) 
| an allein bestimmt ist, vorausgesetzt, daß das erste von 0 he h. 


314 


auf 1 normiert ist. Verf. vermutet, daß eine verwandte Abschätzung im Falle 
einer in |z!<1 p-wertigen Funktion gilt. Diese Vermutung enthält für p = | 
die Bieberbachsche |b,| <n in bezug auf normierte schlichte Funktionen, welche 
andererseits für den Fall reeller b, durch den Satz des Verf. bestätigt wird. 
Gunnar af Hällström. 
Kaplan, Wilfred: On Gross’s star theorem, schlicht functions, logarithmie 
potentials and Fourier series. Ann. Acad. Sei. Fennicae, Ser. AI, Nr.-86, 238. 
1951). 
ER Endresultat besagt, daß es zu gegebener geschlossener Menge E der Kapa- 
zität Nullauf |2|=1 einein |2| <1 schlichte Funktion w = (2) gibt, so daß 
o(2) bei Annäherung an einen beliebigen Punkt von E unendlich wird, aber sonst auf 
|2|=1 endliche Grenzwerte hat, und daß umgekehrt die Menge der Peripheriepunkte, 
wo eine in |2| <1 schlichte Funktion unendlich wird, notwendig von verschwin- 
dender Kapazität ist. Letzteres ist, wie Verf. erwähnt, in einem Resultat von 
Beurling [Acta Math. 72, 1 — 13 (1940), dies. Zbl. 23, 142] enthalten, übrigens 
auch in einem noch schärferen von Dufresnoy [Bull. Sci. math., II. Ser. 69, 21 
(1945)]. Der Beweis benützt Untersuchungen, die auch für sich von Interesse sind. 
Erstens gibt Verf. eine Verschärfung des Sternsatzes von Gross, welche größere 
Freiheit in der Auswahl von windungspunktfreien Kurven erlaubt. Weiter folgen 
eine Bedingung für ein Poissonintegral schlicht zu sein sowie Aussagen über ver- 
schwindende Kapazität der Unendlichkeitsstellenmenge auf |2| =1 für gewisse 
Poissonintegrale und Potentiale positiver Massen auf dem Kreis. Zugehörige trigo- 
nometrische Reihen werden anschließend betrachtet. Gunnar af Hällström. 
Springer, @.: The eoeffieient problem for schlicht mappings of the exterisr 
of the unit eirele. Trans. Amer. math. Soc. 70, 421—450 (1951). 


Die umfangreiche Arbeit beschäftigt sich mit folgendem Problem: Es sei 7 die Klasse der 
analytischen Funktionen f, welche regulär und schlicht in |z| > 1 sind, ausgenommen z = ©, 


oo 
wo w=f(z) die Entwicklung 2 —+ B3E- besitzt. 8 sei die Klasse der Umkehrfunktionen p 


i=1 
der Funktionen f aus T', welche die konforme Abbildung eines Bereiches D (der w = co enthält) 


oo 
auf |2|> 1 vermitteln und in w = oo die Entwicklung p(w) =w+ Bi besitzen. Es ist 
und W 
a! 
a, —=—b,qd,—=—b,. Es sind nun alle Funktionen f (bzw. p) aus 8 zu bestimmen, für welche 


|d„| ein Maximum annimmt. Klassisch ist der Fall n = 1, und für n = 2 wurde dieses Problem 
gelöst von Goluzin (Golusin) [Mat. Sbornik, n. Ser. 3, 321—830 (1939); dies. Zbl. 19, 171] und M. 
Schiffer |Proc. London math. Soc., II. Ser. 44, 432—449 (1938); dies. Zbl. 19, 222]. Unter Benut- 
zung von Variationsmethoden [Variationsformel von G. Julia, Ann. sci. Ecole norm. sup., 
III. Ser. 39, 1—28 (1922), welche ein Spezialfall der bekannten Hadamardschen Variations- 
formel für die Greensche Funktion ist], welche ausführlich entwickelt werden, wird gezeigt, 
daß für die Extremalfunktion gilt (wo 0. B.d.A. b, reell angenommen werden kann): 
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Dabei ist P/,(z), definiert durch (p(y) — ti)! = Se P,() y”", die Ableitung des Faberschen 
n=1l 
Polynoms vom Grad n. Daraus kann z. B. gefolgert werden, daß der Extremalbereich P aus 
der ganzen Ebene besteht, mit Ausnahme eines Schlitzes, welcher aus einer endlichen Anzahl 
von analytischen Bögen besteht, wobei höchstens n -+ 1 freie Enden auftreten können. Weiters 
wird der Fall n = 3 gelöst, wo die gleiche Extremalfunktion z— a z1 («| =:1) auftritt, wie 
bein = 1; also zusammenfassend |b,|< 1, |b,|< 3, |d,| < 1. Diese und andere Überlegungen 


: na an i 
führen den Verf. zu der Vermutung: |b,|< a N wo qder kleinste Primteiler von 


n +1 ist mit der Extremalfunktion p(n) =e'* p,(e,'*), wo p, die Umkehrfunktion von z(1 +27)?" 


u FR ) 


ist, welche die Abbildung der w-Ebene, aufgeschnitten durch g(q > 2) symmetrisch angeord- 


nete, vom Ursprung ausgehende, radiale Schlitze der Länge 2°? auf |2]<1 vermittelt. 
(Ein Schlitz auf der positiven reellen Achse.) — Aus (*) folgt durch Vergleich der Koeffizienten 


et n+1 
von 21: (n—1)b, ,= & b,b,_,„+3(n—1)b,d,.,+(n+1 b,.,. Diese Relation wird neuer- 
vi 


lich durch Verallgemeinerung eines Variationsansatzes von Marty [C.r. Acad. Sci., Paris 198, 
1569—1571 (1934); dies. Zbl. 9, 76] hergeleitet, welche auch den Verzerrungssatz 12 f"@)/f (@) 
— 3 f” (2)2/f(2)2| < 12/(|2|?— 1)? liefert. Den Abschluß der Arbeit bildet die Untersuchung 
des Randes B,, des Bereiches V,, (p, = (A, - . .,@,)) im euklidischen R,,, wenn f die Klasse 7 
durchläuft, insbesondere der Punkte von B,, („reguläre Punkte“), welche eine lokale Darstellung 
F(a,,4,,...,0,,d,) =0 gestatten (F reell mit stetigen partiellen Ableitungen. Die Punkte 
mit # < 0 liegen im Inneren von Y,„). Die nichtregulären Punkte von B, liegen auf Mannig- 
faltigkeiten von Dimensionen < 2n —1. F genügt einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung, deren Charakteristiken untersucht werden. Edmund Hlawka. 


Diev (Iieif), Ljubomir: Über dreifach symmetrische sehliehte Funktionen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 9—11 (1951) [Russisch]. 

Für die Klasse S, schlichter Potenzreihen mit der Symmetrie f,(2) = 
2+a@®92t+ al? 2’-+--- werden numerische Schranken zu den ersten 7 Koeffizienten 
angegeben, zwischen 0,650 und 0,822 monoton wachsend, und allgemein die re- 


kursive Ungleichung |a” 


5) 


N 
2 3 
= ee), 


"(89 —1). Dies wird benutzt, um zu 


Bee 
zeigen, daß die Abschnitte jener Potenzreihe den Kreis |z| < 4/3 schlicht ab- 
bilden, und i.a. keinen größeren; dabei sind die Abschnitte zu n = 2,3 auszu- 
nehmen. Methodisch stützt sich die Arbeit auf ein Verfahren von B. Levin (dies. 
Zbl. 12, 171). Egon Ullrich. 

Tong, Kwang-Chong: On a covering theorem in the theory of schlicht fune- 
tions. Sci. Record 4, 37—40 (1951). 

Verf. gibt einen neuen Beweis für den Satz von Szegö u. Rengel [J.-Ber. 
Deutsch. Math. Verein. 32, 45 (1923); Schriften math. Sem. Inst. ang. Math. 
Univ. Berlin 1, 140—162 (1933); dies. Zbl. 7, 21]: w= fe) =2:+0,2?°+- 
sei regulär und schlicht in |z2|<1; auf jedem der Strahlen w= r e:riln, 


Wet R 
v=1,2,...,n liege ein Randpunkt des Bildes mit |w| < V1/s; dann ist f(2) = 


z/ Vi+ten) (je) = 1). Der Beweis ist eine naturgemäße Verallgemeinerung des 
bekannten Beweises für den Koebeschen 4-Satz, der auf dem zweiten Bieberbach- 
schen Flächensatz beruht [vgl. A. J. Macintyre, J. London math. Soe. 11, 7—11 
(1936); dies. Zbl. 13, 271]. Helmut Grunsky. 

Alenieyn, Ju. E.: Zur Frage der Koeffizientenabschätzung schliehter Funk- 
tionen. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 401—406 (1951) [Russisch]. 

Unter Ausnutzung neuerer Ergebnisse von Goluzin (dies. Zbl. 36, 187, 38, 51) 
und Bazilevie [Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 283—292 (1951)] beweist Verf. 
die folgende Verschärfung einer von Levin [Proc. London math. Soe., II. Ser. 
39, 467—480 (1935); dies. Zbl. 12, 171] angegebenen Abschätzung für die Koeffi- 
zienten einer ungeraden, in |z| <1 regulären schlichten Funktion ,(@)=2+ 
5 @,,.12”+!. Er findet: lim max [any] S2TE34} < 2,402. 
eh sr Helmut Grunsky. 

Mandelbrojt, S. and F. E. Ulrich: Regions of flatness for analytie funetions 
and their derivatives. Duke math. J. 18, 549—556 (1951). 

Das Studium der Flachgebiete (‚regions of flatness‘‘) analytischer Funktionen 
wird mit der Theorie der Normalfamilien in Verbindung gebracht. Es sei X (x, R) 
. bzw. K(a, R): | —-a|<R bzw. |2—-o&| <R, und S bezeichne die Menge der 
Kreisscheiben X (x, R), wenn x, R einer Wertmenge D angehören. In einem Gebiet G, 
dem alle K(x, R) aus S angehören, sei w= f(z) eindeutig regulär analytisch. 
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Mit den Bezeichnungen M (a, R;0) = Max |f(e)|, m (a, #;6) = Min |f(2) bs 
DX6.R,0)= Min [E =, 0<0<1 und zeK(%,0R) wird definiert: 
Die Kreise S heißen Flachgebiete der Funktion w= f(z), wenn 1. f@) #0 in 
jedem K (&, R) aus S, 2. zu jedem 9€(0,1) eine endliche positive Konstante 
A(0) gehört, die L(x, R;6) für alle (x, R)€E D majorisiert: L (x, R;0) < A(0). 
Durch Abbildung der Kreise K (x, R) aus S auf das Normalgebiet |{| <1 erhält 
man in den Funktionen p(&) = f(R&+x) eine Familie ®, deren Bedeutung für 
die Untersuchung von Flachgebieten aus dem folgenden Satz ersichtlich ist: Die 
Kreise K (x, R) der Menge S sind dann und nur dann Flachgebiete für f(2), wenn 
Din |&ö|<1 normal ist. Die weiteren Betrachtungen über Flachgebiete der Ab- 
leitungen von f(z) beruhen auf diesem Satz. Z. B. gilt für f’(2): In jedem Kreis aus S, 
der Flachgebiet für f(z) sei, gelte f’(z2) #0. Ist noch für alle (,R)eED R>C, 
log |f(x)| > BR und R |(log log f(2))a-a| > A, A, B,C pos. Konstanten, erfüllt, 
dann ist jeder Kreis aus S auch Flachgebiet für f(2). Hans Wittich. 

Herv6, Michel: A propos d’un m&moire recent de M. Noshiro: Nouvelles 
applications de sa methode. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 2170—2172 (1951). 

Weiterführung einer Untersuchung von Noshiro (dies. Zbl. 38, 53), woraus wir 
die Bezeichnungen entnehmen. Verf. gibt Aussagen über die Höchstanzahlen von 
Ausnahmewerten innerhalb eines zusammenhängenden Teilgebietes von 2, wenn 
gewisse Annahmen über D, E und z, gemacht werden. Gunnar af Hällström.: 

Myrberg, Lauri: Über reguläre und irreguläre Randpunkte des harmonischen 
Maßes. Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. AI, Nr. 91, 128. (1951). 

Der Rand [eines ebenen Gebietes @ sei positiv ; daraus wird längs einer Jordan- 
kurve ß ein Loch herausgeschnitten und das neue Gebiet mit G3 bezeichnet. Diein 
üblicher Weise definierten regulären und irregulären Punkte des transfiniten Kerns 
von /' für das harmonische Maß & (2, ]',G;) sind dieselben wie für die Greensche 
Funktion des Gebietes @. Für beide Kategorien von Punkten gibt Verf. hinreichende 
Kriterien an. Zunächst wird ein Kriterium von G. af Hällström (dies. Zbl. 28, 67) 
für irreguläre Randpunkte (für den Fall des harmonischen Maßes) wieder bewiesen. 
Sein Kriterium für reguläre Randpunkte lautet so: Besteht I’—(z=0) aus 
abzählbar vielen Kontinuen J",, hat der Durchmesser von /", die Länge 2 r„ und den 


Mittelpunkt a, e'®” (a,,] <Q,@a,—>0), soist bei lim (logr, — loga,)/logr, = 0 
N 00 
der Punkt 2= 0 regulär [vgl. auch G. af Hällström, Acta Soc. Sci. Fennicae, 


n.Ser. A3, Nr.5 (1944)]. : Albert Pfluger. 

Ahlfors, Lars V.: Remarks on the elassifieation of open Riemann surfaces. 
Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. AI, Nr. 87, 88. (1951). 

Die Klassen der Riemannschen Flächen, auf denen es keine beschränkte ein- 
deutige harmonische bzw. analytische Funktionen gibt außer den Konstanten, 
sind mitOy7,, bzw. O4, bezeichnet, mitOyn bzw.O un die entsprechenden Flächen- 
klassen, wo statt beschränkter Funktionen solche mit endlichem Dirichlet-Integral 
betrachtet werden. Verf. zeigt, daß die Klassen O,n und O,, nicht durch bloße 
Randeigenschaften charakterisiert werden können, indem er zwei Riemannsche 
Flächen angibt, die nach Wegnahme eines kompakten Teiles konform äquivalent 
werden, aber die eine den Klassen O ,n undO ‚, angehört und die andere nicht. 

Albert Pfluger. 

Leonidova, L. M.: Die Riemannsche Fläche der Greenschen Funktion eines 
mehrfach zusammenhängenden Gebietes. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 621—634 
(1951) [Russisch]. 

Let D be a multiply conneeted bounded region in the complex plane, @(z2, £) 
Green’s funetion for D and H (2, £) the conjugated (multivalued) harmonie function. 
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Then f(2) = e-*%9 742%), (£e€ D), maps D on the unit cirele. The class of Rie- 


mann surfaces of functions obtained in this fashion is characterized geometrically. 


Lars Garding. 
Pfiluger, Albert: Quasikonforme Abbildungen und logarithmische Kapazität. 


‚ Ann. Inst. Fourier 2, 69—80 (1951). 


Verf. betrachtet die Veränderungen, die der Modul eines Ringes im erweiterten 
Sinne und die Kapazität erleiden, wenn das bezügliche Gebiet einer quasikonformen 
Abbildung unterworfen wird. Es zeigt sich, daß, wenn der Rand eines Gebietes 
von verschwindender Kapazität ist, diese Eigenschaft auch nach quasikonformer 
Abbildung des Gebietes besteht. Die Methode gestattet für geeignet normierte 
quasikonforme schlichte Abbildungen eines Kreises Verzerrungssätze aufzustellen. 
U.a. ergibt sich quantitativ scharf eine Erweiterung des Koebe-Bieberbachschen 
Satzes über den überdeckten Kreis vom Radius 1}. Gunnar af Hällström. 

Jenkins, James A.: On a topological theory of funetions. Canadian J. Math. 
3, 276—289 (1951). 

Die von Morse und Heins (dies. Zbl.29, 292) entwickelte Theorie der ‚‚re- 
strieted deformation‘‘-Klassen der in 2] < 1 meromorphen Funktionen und der 
inneren Abbildungen des Einheitskreises wird, mit ganz ähnlichen Methoden und 
Invariantenzahlen, auf den Fall unendlich vieler Null- und Polstellen und Verzwei- 
gungspunkte ausgedehnt. — Für den Fall der inneren Abbildungen ist es notwendig, 
bekannte funktionentheoretische und topologische Sätze neu zu formulieren. 

Simion Stoilow. 

Wille, R. J.: On the number of doublepoints of analytie eurves. Nederl. Akad. 
Wet., Proc., Ser. A 54, 178—183; Indagationes math. 13, 178—183 (1951). 

Le but de cette Note est de demontrer que l’image, par une fonetion uniforme 
reguliere, d’une circonference ne peut avoir qu’un nombre fini de points multiples. 
f(z) etant cette fonction le point essentiel de la demonstration consiste & döterminer 
des segments o et o’ de la ceirconference, contigus respectivement & 2, et 2, [points 
d’accumulation des z, qui correspondent aux points multiples], avec f(2,) = f(%) 
et f(o) = f(o’). La contradiction qui s’en deduit montre l’impossibilite de l’existence 
des points d’accumulation, done d’une infinit& de points multiples. — L’A. remarque 
que la proposition subsiste pour les fonctions ‚presque analytiques“ de M.Lav- 
rentieff [Mat. Sbornik 42, 407—423 (1935); ce Zbl. 14, 319], ce qui resulte de la 
possibilit& de reduire, par une transformation topologique de la eirconference en 
elle-m&me, une telle fonetion & une fonction analytique. Simion Stoilow. 

Nehari, Zeev: Sur la representation conforme de deux domaines complömen- 
taires. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1532—1534 (1951). 

Verf. beweist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß zwei 
Pötenzreihen fe) =a,2+%2?+:-, g9(@)=b_,27+5,+b,2+ :::.den Ein- 
heitskreis bzw. auf das Innere und das Äußere ein und derselben analytischen 
Jordankurve abbilden. Helmut Grunsky. 


Strebel, Kurt: Eine Ungleichung für extremale Längen. Ann. Acad. Sci. 


‚ Fennicae, Ser. AI, Nr. 90, 88. (1951). 


Soit fy} une somme de deux familles de courbes {y,}, {ya} (non n6cessairement 
disjoints) et soient resp. A, A, , A, les longueurs extr&males [L. Ahlfors et A. Beurling, 
Acta math. 83, 101—129 (1950)] de cettes familles.. L’A. demontre l’inegalite 
ya <ılya + 1/YA, laquelle il applique au probleme pose par M. Grötzsch 
[Ber. Verh. Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, math.-naturw. Kl. 84, 3—14 (1932); ce 
Zbl. 5, 68]. Jerzy Gorski. 

Fejer, L. and 6. Szegö: Special conformal mappings. Duke math. J. 18, 


535548 (1951). 


Soit f(2) = u(r,6) +iv(r,0), oü 2=reiP, une foncetion analytique. Le 
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travail contient plusieurs formules el&mentaires, p. €. 
Fake, Ä 0 ‚ 4 
i2f'(e) = w+irvo, (u = 2uld0); 7. | Fl)? = 2 (uo von — %o uge)> 


quelques theoremes et plusieurs remarques 1° sur la classe C de fonetions holo- 
morphes dans le cerele |2| <1, reelles sur le diametre rel - 1 <2 = 1 et remplis- 
sant la condition us (1,0) < 0 pour 0<A<1 et 2° sur les sommes de Cesäro 


} k 
de Pordre k=1,2,... de la serie geomätrique, A savoir SP (2) = er )+ 
( nk EN es — La classe C a &t& examinde par L. Fejer [Acta 


Sei. math. 8, 89115 (1937) ; ce Zbl. 16, 108] et les polynomes S(® par E. Egerväry 
[Math. Z. 42, 221—230 (1937); ce Zbl. 15, 306]. Les AA. demontrent entre autres 
en appliquant des nouvelles möthodes que: Les fonctions de la classe € sont uni- 
valentes dans |2|<1. Les sommes S(k) (2), k >23, appartiennent ä& la classe C 
et limage S(%) (ei) de la eirconference |2| = 1 est une courbe convexe pour k = 3. 
F. Leja. 

Moppert, Karl-Felix: Über eine diophantische Identität. Commentarii math. 
Helvet. 25, 71—74 (1951). 

P,(2), v=1,2,3, seien nicht konstante Polynome von z mit beliebigen kom- 
plexen Koeffizienten. Als eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Lös- 
barkeit der Identität (1) P&+ P&+ P» = 1 mit gegebenen natürlichen Zahlen 
k,>1 wird das Bestehen der Ungleichung (2) 1/k, + 1/k, + 1/k, >1 nach- 
gewiesen. Hierzu wird die konforme Abbildung w = @(2) = Pf/P%s der schlichten 
z-Ebene auf eine r-blättrige, rationale Riemannsche Fläche verwendet. (2) folgt 
dann unmittelbar aus der Riemann-Hurwitzschen Relation v=2r— 2 zwischen 
der Verzweigungszahl vo und der Blätterzahl n. — Die Lösungen von (2) sind 
A) (2,2,k) k beliebig >2, DB) (2,3,3) C) (2,3,4) D) (2,3,5). Hierfür werden 
mittels konformer Abbildung von Kreisbogendreiecken (abgesehen vom letzten 
Fall, in dem sich Polynome vom 60. Grade ergeben) die gesuchten Polynome an- 
gegeben. — Das hier vom Verf. behandelte Problem wurde ebenfalls mit Hilfe 
konformer Abbildung von Kreisbogendreiecken bereits von H. A. Schwarz [J. 
reine angew. Math. 75, 292—335 (1873)] unter Angabe der vier Fälle mit den sämt- 
lichen zugehörigen Polynomen vollständig gelöst, ebenso in einem anderen Zu- 
sammenhang von F. Klein (Vorlesungen über das Ikosaeder, Leipzig 1884, S. 49 ff.) 

Josef Heinhold. 

Behnke, H. und K. Stein: Die Singularitäten der analytischen Funktionen 
mehrerer Veränderlichen. Nieuw Arch. Wiskunde, II. Reeks 23, 227—242 (1951). 

Verff. geben einen sehr instruktiven Bericht über die Entwicklung der zuerst 
von E.E. Levi formulierten zentralen Fragestellung, ob ein endliches schlichtes, 
pseudokonvexes Gebiet immer ein Regularitätsgebiet sei. Diese Frage wurde zum 
ersten Male von Oka im Jahre 1942 in einer wegen des Krieges schwer zugänglichen 
Arbeit in bejahendem Sinn beantwortet. Verff. geben in ihrem Bericht gleichzeitig 
eine übersichtliche Darstellung der entsprechenden Untersuchung von Oka [Tö- 
hoku math. J. 49, 15—52 (1942)]. Walter Saxer. 


Modulfunktionen. Fastperiodische Funktionen: 


Hartman, 8.: Sur une methode d’estimation des moyennes de Weyl pour 
les fonetions p6riodiques et presque p6riodiques. Studia math. 12, 1—24 (1951). 
For a periodie integrable (R) function f(t) with the period 1 the author con- 

1 


N 

siders the expression G@(f, &,N) = > IGd)—N }; f(t) dt where £ isa real number. 
i=1 ö 

A classical result of H. Weyl states that G(f,&, N) = o(N) for N—co, when S 
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is irrational. More preeise estimates of @ for N — oo depend on the analytie 
' properties of f(t) and on the arithmetic properties of &. Most of the known results of 
this type concern only special functions, as for instance the Bernoulli polynomials 
- P,„(t). Under certain general assumptions on f, the author uses Euler-MacLaurin’s 
summation formula to find a formula [with an O(1)-term] for @(f, &, N) into which 
_ enter the corresponding expressions G(P,&,N),r=1,2,..,k +1, forthek +1 
first Bernoulli polynomials P,(t). From the known estimates of @(P,,&, N) he 
obtains estimates of G(f,&, N) for general classes of functions f and numbers £. 
Next, the analogous problem for almost periodic functions is studied. In the defining 


formula for G, the integral is replaced by the Bohr u value. For periodic func- 
N 


tions with period 1 the expression H(f,&,N) = > fü) -— Jrus di has a 


bounded difference from @(f,&, N) when N varies. Ka Almost periodie function 
this need not be the case [in general the difference is only o(N)]; hence in this case 
we have two problems, viz. to find estimates both of @ and H for N—oo. In 
eonclusion, necessary conditions in order that one or other of the sequences @ (f,&, N) 
and H(f,&,N) (N =1,2,...) be almost periodie have been given mentioning. 
# Erling Folner. 
” Berkill, H.: Almost periodieity and non-absolutely integrable funetions. Proc. 
Levdon math. Soc., II. Ser. 53, 32—42 (1951). 
L’A. se propose d’etendre la notion de presque-periodicit& aux fonetions simple- 
ment totalisables (integrables au sens de Denjoy). Pour cela, il substitue dans la 


z+k 
definition celassique la distance D(f,g)= sup (D) J [f(t) (dt & la 
<n< 
N 
distance sup ıf(2) —g(x) |. — Les fonctions ainsi obtenues (Da. p.) jouissent 


—-o<r<+to 
de proprietes analogues & celles des fonctions presque-periodiques ordinaires (u. a. p.): 
Si f(x) est Da.p.,ilen + de nn de cf(x) et f(x); si f(x) et g(x) sont Da.p., 
il en est de m&me de f(x) + g(x). Si f(x) est Da.p. et si v(x) est u.a.p. et u’(x) 
est uniform&ment continue, f(x) u(z A et Da.p. Les fonetions D a. p. possedent 


une valeur moyenne Mifi« = Bun — Fra )dxz. Sil’on pose a(})= M {f(x)e=i?®}, 


il y a au plus une infinite ET. de a(}) non nuls. On obtient encore pour 
les fonctions D a. p. une serie de Fourier f(x) w 2 A, eiAn® et ce de&veloppement 
est unique en ce sens que si deux fonctions ont le möme developpement, leur di- 
stance D est nulle. L’adherence, pour la distance D, de l’ensemble des polynomes 
trigonometriques est l’ensemble des fonctions D a. p. — L’A. termine en donnant 
des conditions pour la sommabilit6 des series de Fourier de certaines fonctions Da. p. 
«ui sont analogues & celles donnees par Pollard [Proc. London math. Soc. II. Ser. 
27. 209—222 (1928)] pour les series de Denjoy-Fourier de fonctions periodiques. 
Andre Revuz. 
Schoeneberg, Bruno: Über die Weierstraß-Punkte in den Körpern der ellipti- 
schen Modulfunktionen. Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 17, 104—111 (1951). 
%n sei der Körper der bei der Hauptkongruenzuntergruppe J'(N) zur Stufe N 
i:varianten Modulfunktionen. Es wird bewiesen: die rationalen Spitzen des 
FEundamentalbereichs von J'(N) sind Weierstraßpunkte von $x für N 27 [vgl. 
dazu auch H. Petersson, Arch. Math. 2, 246—250 (1950)]; die mit i nach der 
o!len Modulgruppe I’(1) äquivalenten Punkte sind Weierstraßpunkte von % für 
Y“—=9, N>10, für N <8 sind sie es nicht; die mit o = e?”“? nach I'(1) äqui- 
valenten Punkte sind Weierstraßpunkte von $y für N = 10,12, N > 13, für Ns8 
sind sie es nicht. Die Schlußweise besteht in Beweis und Anwendung des folgenden 
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allgemeinen Satzes: Es sei S ein Automorphismus der Ordnung n eines beliebigen 
algebraischen Funktionenkörpers % vom Geschlecht p (%), © der bei 5 elementweise 
feste Unterkörper und p (&) dessen Geschlecht. Ein bei S invarianter Punkt p ist 


Weierstraßpunkt von %. wenn eine der Ungleichungen 0 <p(H)— np (S)<n 
falsch ist. Martin Eichler. 


Maass, Hans: Über die Darstellung der Modulformen n-ten Grades durch 


Poincar6sche Reihen. Math. Ann. 123, 125—151 (1951). 

Die von H. Petersson [1] (dies. Zbl. 21, 25) entwickelte Theorie der linearen Schar der 
ganzen Modulformen ersten Grades von der Dimension — k (k > 2, k gerade ganze Zahl) wird 
im Vorliegenden auf die von C.L. Siegel [2] (dies. Zbl. 21, 203) eingeführten Modulformen 
n-ten Grades übertragen. Betrachtet werden die Poincareschen Reihen 


gell) Sen 072 Due 
[02 
wobei die Summation über alle o(Z) = (AZ -+ B) (CZ + D)1 erstreckt ist, die der Modul- 
gruppe n-ten Grades (vgl. [2]) angehören und verschiedene Reihenglieder ergeben. Dabei sind 
Tr) und Z'*) symmetrisch, 7 ist halbganz und 7 > 0, ferner ist Z=X-+:iY und Y>0. 
Es wird zunächst unter Benutzung der für » = 1 üblichen Methoden gezeigt, daß die Reihen 
9_,(Z, T) in jedem abgeschlossenen endlichen Bereich des Gebietes Y> 0 absolut konvergieren, 
falls k>Min (2n, na +1 Rang T) ist. Diese Tatsache war bisher nur für T=() bekannt. Unter 
der angegebenen Bedingung für k ist also g_. (Z, T) eine reguläre Funktion der $n(n + 1) unab- 
hängigen Elemente von Z, sofern Y > Q ist. Da ferner leicht zu verifizieren ist, daß 9_.(o(Z), T) 
—= |COZ + D|*g_,(Z, T) für jede Modulsubstitution o(Z) besteht, ist g_,(Z, T) eine Modulform, 
wenn man zeigen kann, daß g_,(Z, T) in dem von Siegel [2] eingeführten Fundamentalbereich 
F,„ der Modulgruppe n-ten Grades beschränkt ist. Dazu genügt es zu zeigen, daß g_,(Z, T) 


eine Fourierentwicklung g_,(Z, T) = Na(T, S)e’”SP‘?) besitzt, in welcher über alle halb- 
S 


ganzen symmetrischen $S summiert wird, aber a(T,8)=0 besteht, wenn nicht 8 >0 
ist. Verf. zeigt das direkt, indem er von dem Metrisierungsintegral (A (Z), g(Z)) = | h(Z)g(Z)- 
Fn 
|Y|"”"dXdY Gebrauch macht. Dieses Integral ist eine Verallgemeinerung des von Peters- 
son [1] für n = 1 eingeführten Metrisierungsintegrals. — Um für n>1 Spitzenformen 
zu definieren, geht man davon aus, daß jede Modulform n-ten Grades und von der Dimension 


— k eine Fourierentwicklung g_,(Z) = N a(T) EP?) gestattet, wobei über alle halbganzen, 
T=0 


symmetrischen 7 > 0 summiert wird. Man nennt g_,(Z) eine Spitzenform, wenn a(T) = (0) 
für alle 7 mit |T| = 0. Verf. beweist direkt, daß für eine Spitzenform g_„(Z) die Formel 


Ze dyelne” Day tur 7 0 
(9_.(Z), 9_(Z, T)) = \0 für ıT| =( 


gültig ist; sie wird vom Verf. als Grundformel der metrischen Theorie der Modulformen 
bezeichnet. Es bedeutet dabei A einen nur von n» und % abhängigen Zahlfaktor und e(T) die 
Anzahl der Einheiten von 7. — Mit ©®) sei die lineare Schar der Spitzenformen n-ten Grades 
von der Dimension — k bezeichnet. Ferner sei mit N(® die Schar der Modulformen g_,(Z) 
bezeichnet, die auf allen Spitzenformen h_,(Z) € ©?’ senkrecht stehen, d.h. den Bedingungen 
(9_.(Z), h_x(Z)) = 0 genügen. Für k>2n+-1, k gerade ganze Zahl, wird dann der Dar- 
stellungssatz bewiesen: Die von den Reihen g_,(Z, T) mit Rang von T=n erzeugte 
lineare Schar ist mit © identisch, während N”) alle Reihen g_,(Z, T) mit Rang von T<n 
umfaßt und von diesen erzeugt wird. Jede Modulform n-ten Grades von der Dimension — k 
gestattet eine eindeutige Darstellung der Form g_,(Z) +h_,(Z), wobei g_,(ZJC NM) und 
h_,(Z)C ©. — Im Fall n = 1 wurde dieser Darstellungssatz von Petersson [1] bewiesen. 
Der Beweis des Darstellungssatzes für n > 1 beruht auf Induktion nach n und auf der Grund- 
formel. — Es bleibt noch der Fall k <2n + 1 allgemein zu behandeln. Verf. zeigt, daß für 
n—=2 und k = 4,6, 8 alle Modulformen der Dimension — k durch g_,(Z,0) erzeugt werden. 
Damit ist also für n = 2 bewiesen, daß alle Modulformen durch die Reihen g_,(Z, T) erzeugt 
werden. — Es sei darauf hingewiesen, daß die vorliegende Arbeit den ersten wesentlichen Fort- 
schritt in der Theorie der Modulformen n-ten Grades seit der Arbeit von Siegel [2] bedeutet. 
He! Braun. 

Myrberg, P. J.: Beispiele von automorphen Funktionen zweier Variablen. 
Ann. Acad. Sei. Fennicae, Ser. A I, Nr. 89, 168. (1951). 

Verf, untersucht Beispiele von automorphen Funktionen in zwei komplexen 
Variablen, um eine Einsicht in die Verhältnisse zu vermitteln, wie sie bei allgemeinen 


nicht-linearen Transformationsgruppen anzutreffen sind. Betrachtet werden zy- 
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_ klische Gruppen von Transformationen des (x, y)-Raumes. Es sei k eine Konstante, 
0<|k| s1,_(x) eine für x + 0, 00 nicht identisch verschwindende meromorphe 
Funktion, S die Transformation 2, =kx, y =_(x)y und G die von S erzeugte 
' Gruppe. S ist umkehrbar eindeutig in allen Punkten des (x, y)-Raumes mit Aus- 
nahme der Punkte gewisser singulärer Gebilde, die vollständig bestimmt werden. 
Verf. ermittelt den Bereich der normalen Diskontinuität von G. Es handelt sich 
dabei im wesentlichen um die Bestimmung des maximalen Gebietes, in welchem 
die Funktionen o,(2) (n=0,+1,+2,...), die in der Darstellung von S” auf- 
treten: ©, —=k*"x, y, = 9,„(%) y, und die daher aus p(x) leicht abgeleitet werden 
können, eine normale Familie bilden. Wir nennen dieses Gebiet den Normalbereich 
und die Komplementärmenge das singuläre Gebilde der Familie (p,(x)). Es werden 
Beispiele angeführt, in denen das singuläre Gebilde 1. aus einem System isolierter 
Punkte, 2. aus einem oder mehreren Kontinuen oder 3. aus der ganzen Ebene 
besteht. — Automorphe Funktionen f(x, y) zur Gruppe @: f(kx,o(x)y) = f(x, y) 
lassen sich durch folgende Ansätze gewinnen. Man substituiert z=g(2)y an 
Stelle von y und bestimmt g(x) als Lösung der Gleichung (1) g(k x) p(x) = g(k). 
Sodann stellt sich f= E(logx;2ri,logk,2) als doppeltperiodische Funktion 
vop log x mit den Perioden 2rzi und logk dar; z bleibt bei S fest, ist also als 
Parameter anzusehen. Setzt man in (l)noch x = e*, so ergibt sich eine Funktional- 
gleichung, die im Falle |k|=#1 nach Guichard meromorphe Lösungen besitzt. 
Schließlich werden automorphe Funktionen vermittels unendlicher Reihen kon- 
struiert. Mit einer rationalen Funktion 4 (x, y) wird die formal invariante Funktion 
3,9) = 53 H (x,, y,) gebildet. Speziell für A(xz,y)=x(1+x°)"IH (y), wo 
7 


1=— 


H(y) eine rationale Funktion bezeichnet, erhält man eine automorphe Funktion, 
deren Meromorphiebereich unter gewissen Voraussetzungen über p(x) und k mit 
dem Bereich der normalen Diskontinuität von G zusammenfällt. Hans Maaß. _ 


Bochner, S.: Some properties of modular relations. Ann. of Math., II. Ser. 
53, 332—363 (1951). 

Verf. legt die Begriffe und Ergebnisse seines Buches ‚‚Vorlesungen über Fourier- 
sche Integrale“ (Leipzig 1932, dies. Zbl. 6, 110) zugrunde. Die Fragestellung 
hängt mit den Untersuchungen von Hecke [Math. Ann. 112, 664—699 (1936); 
dies. Zbl. 14, 16] und Siegel [Math. Ann. 116, 617—657 (1939) ; dies. Zbl. 21, 203] 
zusammen. Ausgangspunkt ist die ,„Modular-Relation“ ®(x) = a? Y(x), 


DEI EL ee A.) Ma BSI3 e-#n®2, und ihre im klassischen Fall A, = A* m, 
0) 
[eo] 
u, = u* n bestehende Aquivalenz mit %,(5) = %(6 — 8), x1(8) = /'(s) Sa ee 


I(s)@(s), %(8) = Te) Ib, ur: — I‘(s)y(s). Diese Aquivalenz wird für den 
0 


Fall, daß ®, Y nur noch sehr allgemeinen Bedingungen genügen, und y,(s) = 
[6.0] [0,0] 
[ © .D(%)d2,xX(le) = x 1 W(x) dx gesetzt wird, untersucht. Es wird dann 
Er 0 £ 5 

© (x) — x? Y(1/x) = P (x) äquivalent mit %,(s) =%, (6 — 3), wo die „‚Residual- 
Funktion“ P (x) gewisse Eigenschaften besitzt. Die Ergebnisse werden nach Ein- 


{0,0} [o,0} 
führung von Stieltjes-Integralen „(s) = f ATtdAll)) pls) ]! u dB (u) 
0 0 


{0,0} [0,0] 
“ verallgemeinert. Das führt auf eine Relation ji eizdR()= x "° f e-#l® dS (u), 
9) ) 
00 oo 


die dann die näher untersuchte ‚„‚Summationsformel‘“ f f{A) dR (A) = R g(u) dS (u). 


1) 1) 


5) 
Zentralblatt für Mathematik. 42. 21 
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wo f(A) eine beliebige Funktion ist und g(w) aus ihr durch die Hankelsche Trans- 
formation entsteht, zur Folge hat. Schließlich werden Sätze über die Abelsche 
Summierbarkeit von SA, exp (i(A,, x)!!?2) bewiesen. B. Schoeneberg. 

Four®s, Leonee: Fonetions analytiques admettant une fonction d’automorphie . 
donnee. C.r. Acad. Sci., Paris 232, 1894—1895 (1951). 

Verf. kennzeichnet den Inhalt seiner Note in einem vorangestellten Resumee 
wie folgt: „Durch Fortsetzung eines einzelnen Elementes wird eine in einem ein- 
fach zusammenhängen Gebiet D analytische Funktion konstruiert, die in Punkten 
z und z', welche durch 2’ = ®(z) miteinander verknüpft sind, gleiche Werte an- 
nimmt. Dabei ist ® eine vorgegebene analytische Relation, die zwei Teilgebiete 
D, und D, von D aufeinander abbildet“. Dem Ref. erscheinen die Beweisandeu- 
tungen zu kurz. Wilhelm Maak. 


Gewöhnliche Differentialgieichungen. Differerzengleichungen: 


Cohn, Richard: Singular manifolds of difference polynomials. Ann. of Math., 
11. Ser. 53, 445—463 (1951). 

Die zu algebraisch irreduziblen Differenzenpolynomen gehörigen Mannig- 
faltigkeiten wurden vom Verf. in einer früheren Note eingehend untersucht (dies. 
Zbl. 37, 66). Insbesondere ergab sich die Aufspaltung in gewöhnliche und singu- 
läre Mannigfaltigkeiten. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß die Anzahl 
der Unbestimmten in einem Primideal, das durch eine wesentliche irreduzible Man- 
nigfaltigkeit eines algebraisch irreduziblen Differenzenpolynoms in Unbestimmten 
Y»::- 4%, bestimmt wird, gleich n — 1 ist. Weiter ergibt sich: Ist die Mannig- 
faltigkeit singulär, so sind in dem Primideal die Ordnung und die Effektivordnung 
hinsichtlich jedes y, wenigstens um 2 kleiner, als die entsprechende Ordnung bzw. 
Effektivordnung in dem Differenzenpolynom (bzw. y, tritt nicht auf). Diese Re- 
sultate folgen aus gewissen notwendigen Bedingungen für das Differenzenpolynom, 
die sich aus der Singularität einer zugehörigen Mannipgfaltiskeit herleiten und als 
„low weight condition‘ bezeichnet werden. Die etwas umständliche Formulierung 
erfolgt mit Hilfe der zu diesem Zweck eingeführten ‚„Gewichtsfunktionen‘‘ bzw. 
„Gewichte eines Terms“. Im Beweisgang werden spezielle Reihendarstellungen 
von Lösungen verwandt. Den Abschluß bilden Beispiele für singuläre Mannig- 
faltigkeiten und Folgerungen. Insbesondere wird für einen speziellen Fall die ‚low 
weight condition‘ auch als hinreichend nachgewiesen. Hans Joachim Kowalsky. 

eHoheisel, Guido: Gewöhnliche Differentialgleichungen. Vierte, neubearbeitete 
Aufl. (Sammlung Göschen Bd. 920). Berlin: Walter de Gruyter & Co. 1951. 129. S. 

Questo volumetto, diviso in tre capitoli, riesce di lettura assai piacevole per 
chi conosce giä la teoria delle equazioni differenziali ordinarie e fornisce una buona 
iniziazione nella materia a chi & in possesso dei primi elementi dell’Analisi. — Nel 
I° capitolo il teorema di esistenza per l’equazione y’ = f(x, y) & stabilito col metodo 
delle approssimazioni successive di Picard-Peano; sono poi passati in rassegna, 
ed illustrati con adeguati esempi i tipi piüı noti di equazioni del primo ordine la eui 
integrazione si riconduce alle quadrature. Segue un cenno sulle equazioni di tipo 
f(x, y, y’) = 0, sugli integrali singolari e sulla classificazione dei punti singolari 
elementari. — Il capitolo secondo & dedicato alle equazioni differenziali di ordine 
superiore ed ai sistemi; il teorema di esistenza & ottenuto col metodo delle approssi- 
mazioni successive, mentre la dipendenza degli integrali dai valori iniziali & considerata 
in appendice. Segue la risoluzione delle equazioni lineari omogenee e non omogenee, 
con particolare riguardo a quelle a coeffieienti costanti. — In forma suceinta, ma 
interessante, sono raccolti nel terzo capitolo molti risultati sui sistemi di Sturm- 
Liouville, sulla valutazione asintotica degli autovalori, sugli sviluppi in serie di 
autofunzioni. I]l Recensore nota infine la felice introduzione del simbolo 
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9,=>y(a)per lim y,(2) = y(x) [efr. ad es. pag. 22], espressivo in s& stesso 
- N 00 
e utile dal punto di vista tipografico. Giovanni Sansone. 
Mikusinski, J. @.-: Un th6or&me d’unieit6 pour quelques systömes d’&quations 
differentielles eonsider6es dans les espaces abstraits. Studia math. 12, 80—83 (1951). 
In proseeuzione di precedenti ricerche (J. G.-Mikusinski, questo Zbl. 35, 
345, 8. Drobot-J. G.-Mikusinski, questo Zbl. 38, 242) I’A. considera il sistema 


(d) = Eb;2,A) + Kid), (,#0; i=1,2,...,n), dove a, b 
j= 


sono elementi di un anello A commutativo e senza divisori dello zero; f,(A), x,(A) 
sono delle funzioni definite per } reale variabile in un untervallo aperto (x, ß), i cui 
valori appartengono all’anello A, e la derivazione & definita con i seguenti postulati 
[2 (A) + 2% (A)] = x M)+ x, (A), [% (A) : ©, (A)]’ = x MA) + A): 2 (A), 
[e(u +)’ =—x(u—/) se u = constante; se x(A) = cost., allora x’(A) = 0. 
Con queste ipotesi l’A. con procedimento di induzione dimostra che esiste al piü 
una soluzione 2, (A),...,x%,(4) soddisfacente le condizioni iniziali x; (A,) = ky-.- 

od, (A) = k,, dove ky,ky,...,k, sono elementi prefissati di A e A, & un punto 
di (a, P). Giovanni Sansone. 

[2 

* Lewis, D. €C.: Differential equations referred to a variable metrie. Amer. J. 
Math. %3, 48—58 (1951). 

Verf. hatte bei früherer Gelegenheit (dies. Zbl. 34, 392, 475) die Abhängigkeit von Lösungen 
eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen von Anfangsbedingungen mit Hilfe einer 
allgemeinen Finslerschen Metrik untersucht. Doch ließ die Methode an Anpassungsfähigkeit 
und Verwendbarkeit zu wünschen übrig. Vorliegende Arbeit erzielt eine Verbesserung der 
früher gegebenen Methode durch Einführung eines weiteren Parameters t in die zugrunde gelegte 
Metrik, derart, daß dann eine solche Metrik als veränderlich anzusehen ist, auch wenn es sich 
z. B. um die Distanz zweier fest gewählter Punkte handelt. Deutet man t als Zeit, so ergibt sich 


also eine zeitabhängige Metrik auch für fest gewählte Punkte der Mannigfaltigkeit. Die Bogen- 
länge einer Kurve ,=z;,(rT), i=1,2,...,n; O0sr<s1 erscheint dann definiert mit Bezug 
1 


0) 


auf jeden festen Wert von t als der Wert des Integrals f fl&(e),&’(T).t] dr für eine gegebene 
ö 


Finslersche Metrik: f[2,x,t] = f(2,. . :.., 2; %,-..,2,,b). Sind dann 0,: x;= x,;(t,0) und 
GC: =%(,1); i=1,2,...,n;W<st<t,+4 h zwei Integralbogen des Differentialsystems: 
dx,/dt = X (&,, . - -» %, 1) = X(z,t), i=1,2,...,n und bezeichnet D(t) die Entfernung, mit 
Bezug auf spezifische Werte t zwischen «(t,0) und x(t, 1), gemessen entlang dem geodätischen 
Bogen g;, so ergibt sich unter einer Reihe zusätzlicher Bedingungen und Voraussetzungen die 
Abschätzung 
t t 
D(t,) exp [ «(u) du < Dit) < D(t,) exp J[ Plu)du; W<StsSt-+h. 
2 


Dabei sind a(t) und ß(f) Schranken im Sinne der Ungleichungen: «(t) < U7,,[19 4 1] X (®, t) 

-- T; [®, 2, t] an, [®, 2] 7° + f,[®, A, 1) < Pt) für beliebige Folgen A1,22,...,A" (= Alt), ..., A” (t)) 

mit f[%,4,1] =1 in jedem Punkt [x] auf g,. Der Beweis wird auf den eines zweiten Satzes 

über die Längen 2 (t) von Bogen I’, zurückgeführt, deren Parametergleichungen für, Stst+h 

durch 2, = x;(t,r), O<r<s1 gegeben sind. Die Abschätzungen dieses zweiten Satzes lauten: 
t t 


&(t,) exp [ a* (u) du<K&(t) < &t,) exp [ ß* (u) du, wenn a* (t) und ß* (t) die folgenden Schranken 
; 5 


bedeuten : 
+) Ss {f,,[% 4, 8) Klo, 2) + 7,19 4 0) X, 1) 9 + Fl, A, 1} S Pr) 


unter geeigneten Annahmen über die Funktionen x, und 4‘. Als wichtiger Spezialfall wird die 
Riemannsche (veränderliche) Metrik und eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
behandelt. Bemerkenswerterweise sind diese recht allgemein und abstrakt anmutenden Unter- 
suchungen durch Probleme recht praktischer, nämlich ballistischer, Natur no vn 
ax Pinl. 


4 Erugin, N. P.: Zur Theorie der (gewöhnlichen und partiellen) Differential- 
* gleichungen. Priklad. Mat. Mech. 15, 355—366 (1951) [Russisch]. 
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Ljagina, L. $.: Die Integralkurven der Gleichung y’ = 
Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 2 (42), 171—183 (1951) [Russisch ]. 


Etude tres detaillee de l’allure des courbes integrales de l’&quation differentielle 
homogene indiquee dans le titre, selon les valeurs des coefficients. En designant par 
f(y/x) le second membre de l’&quation, la discussion repose sur la consideration du 
nombre de racines reelles de l’&quation k = f(k) et de la valeur de f’(k) pour ces 
racines. Nombreuses figures. Charles Blanc. 

Popov, Kiril: Über die Theorie der linearen Differentialgleichungen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 17—20 (1951) [Russisch ]. \ 

L’A. donne quelques exemples d’integration de systemes differentiels lineaires 
par des series dont les termes sont des integrales multiples de multiplieite croissante. 
Dans le cas ol un changement de variable transforme le systeme en un systeme & 
coefficients constants, les integrales s’obtiennent sous forme finie et on retrouve le 


resultat elassique. Charles Blanc. 
Mitrinoviteh, Dragoslav $S.: Sur un operateur differentiel. Revue sci. 89, 44 
MIST). 


Considerons les operateurs differentiels portant sur u = u(x): D,(u) = d"’u/da” 
et A,(u) = u!D,(u); celäa etant, si l’on a une fonction 8 (w,v) ou u=u(z) et 
v = v(x), D, (5) est donne par une expression D,(S) = R [w,v, D,(w), D,(v)....D,(v)] ; 
l’A. cherche & integrer l’&quation differentielle indeterminee 


A, 8) = ww Alu Aero) 


' pour n —= 2, ıl obtient une equation integrable par quadratures; pour n = 3, une 
equation reductible A une &quation de Riccati. Charles Blanc. 

Mitrinoviteh, D. 8.: Troisieme methode d’intögration de l’&yuation de Nemenyi- 
Truesdell. Bull. Soc. Math. Phys. Macedoine 2, 17—20 und französ. Zusammenfassg. 
21—24 (1951) [Serbisch]. 

Die Differentialgleichung F’/F +kf'/f=0 ist durch Quadraturen lösbar, 
wenn man zwischen F und feine Beziehung F = T(f) vorschreibt, wobei T eine 
beliebige, zweimal stetig differenzierbare Funktion von f ist. — Auf die gleiche Weise 
wird die allgemeinere Gleichung 

\ FH EN=nBEN- fr En 
auf eine vom Bernoullischen Typ zurückgeführt. M. Josepha de Schwarz. . 

Mitrinoviteh, D. S.: Sur Pequation differentielle d’un problöme de Kuhelj. 

Bull. Soc. Math. Phys. Macedoine 2, 31—34 (1951). 


7 . Y En S d?y f (=) dy \ \ d 6} 
L’equation differentielle Fre Fa f(x) y= 0 se ramene a7 Paz) 
par la substitution In y = / 1 dx. Charles Blanc. 


Mitrinovitch, D. $.: Sur une 6quation diff6rentielle de Laplace. Bull. Soc. 
Math. Phys. Macedoine 2, 109—112 und russische Zusammenfassg. 112 (1951). 
L’e&quation differentielle y® - mn yPr =D +axy=0 (m,n entiers positifs) 


a f } d\m u 
admet l’intögrale generale y = ee) — ZZ, avec um) = 
8 8 Y rt um) LTau=N. 
L’A. en donne une demonstration basee sur les d&riv6es successives de L = x ym — 
en n—1 erle 
may NE ae y0. Charles Blanc. 


Conte, Luigi: A proposito di un’equazione differenziale del seeondo ordine. 
Bull. Soc. Math. Phys. Macedoine 2%, 35—37 (1951). 
y : nep/ : „ a BEN 

L’equation differentielle m—y 4 (m = 2 y=0 possede l’inte- 
grale generale y=a(x) ka% + N falayye 2 de] [voir Kamke, Willers und 
H. Görtler, Z. angew. Math. Mech. 22, 233 (1942), ce Zbl. 27, 220]. Plus generale- 
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4 ‚ment, Ba differentielle 


Yen. Me le an Er G-3%]v + E Im + (m + Ele 28 
posse de Vintegrae generale 
yza()[, +%,x+C,g(x )] aveß-g  (R) —larlee. 
Charles Blanc. 

Pucei, Carlo: Sulla maggiorazione dell’integrale di una equazione differenziale 
lineare ordinaria del secondo ordine. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. 
mat. natur., VIII. Ser. 10, 300—306 (1951). 

E nota l’importanza che ha in Fisica-Matematica il problema di stabilire mag- 
giorazioni del modulo dell’integrale di un’equazione differenziale ordinaria o alle 
derivate parziali quando l’integrale soddisfa a determinate condizioni ai limiti. 
M.Picone, sopratutto, ha messo in luce, da tenıpo, in molti lavori, la grande utilitä 
di possedere, formule di maggiorazione di questo tipo. In una Memoria del 1928 
(Math. Z. 28, 519—555) Egli ha stabilito in piüı modi varie di tali formule per gli 
integrali di un’equazione differenziale lineare ordinaria del secondo ordine. L’A., 
in questa Nota, deduce, sfruttando, fra l’altro, in qualche punto, aleuni risultati 
def Picone contenuti nella Memoria citata, formule di maggiorazione per gli integrali 
di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine nel caso che sia noto il 
valore della derivata agli estremi dell’intervallo. Landolino Giuliano. 

Mambriani, Antonio: Osservazioni su il celassico teorema di eonfronto di 
Sturm. Rivista Mat. Univ. Parma 2, 111—114 (1951). 

L’A. prova che per la dimostrazione del teorema di confronto di Sturm tra 
le due equazioni (d/dx) [6 (2) dy/dz] —Q (x) y= 0, (d/dx) [0, (x) dy/dx] —Q, (x) 2= 0, 
d (2) 29, (2) >0. Q(x) >Q, (x). stabilito generalmente con l’uso dell’identitä 
di Picone, ei si puöo anche valere della funzione ausiliaria di Picone 
4:47.09, 22'.(y]2)”. Giovannı Sansone. 

Kouvelites, James $.: Free longitudinal vibration of a prolate ellipsoid, elamped 
centrally. Quart. appl. Math. 9, 105—108 (1951). 

Die longitudinalen Eigenschwingungen eines verlängerten Rotationsellipsoids 
mit einer Exzentrizität nahe an 1 werden berechnet. Dazu wird angenommen, 
daß der Verschiebungsvektor parallel zur langen Achse ist und daß seine Flächen 
konstanter Phase zur langen Achse senkrechte Ebenen sind. Das mathematische‘ 
Problem läuft auf die Bestimmung der Eigenfunktionen der Differentialgleichung 
der Sphäroidfunktionen (1 — 2?) y"—2 xy + +1-9)y?]y=0 mit!=0 
und y2 >0 hinaus. Josef Meixner. 

Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the classieal transcendents of mathe- 
matical physies. Amer. J. Math. 73, 381—389 (1951). 

Die allgemeinen Resultate einer früheren Arbeit der Verff. (dies. Zbl. 40, 341) 
werden hier auf spezielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik an- 
gewandt. Behandelt werden die Differentialgleichung der Toroidfunktionen 

(1) 3%" (x) + (cosh x/sinh x) y’ (x) — [n? — 4 + m?/sinh? x] y (x) = 0, 
die hypergeometrische Differentialgleichung 

2)  2U-9)"(d)+le-(+b+Y]yld)-adye)=0 
und die Kummersche Differentialgleichung der konfluenten hypergeometrischen 
Funktionen 

(8) 2 y"(d)-(-yYd)—ayl)=0. 
Einer der insgesamt fünf bewiesenen Sätze sei als Beispiel angeführt: genügen die 
Parameter von (2) der Bedingung 1+c(a+b) >c-+1(a + b)?, so besitzt (2) 
für —oo<z<0 eine Lösung der Form y(z) = (-— 2)?1-9 (1 — 2)}e=a 5) 


[0,0] 
? S do (t\/e (1 — 2); giltc+4%(a+ 5b? Zc(a + b), so besitzt.(2): für! < 2<,c0 
ö 
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00 
eine Lösung der Form y (2) = 27%° (a — 1)$ ea sh do(t)/2*. In beiden Fällen 
) 


gilt 0 E dpft) 0. Friedrich Wilhelm Schäfke. 

Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the non-inereasing solutions of 
y' =fl(x,y,y'). Amer. J. Math. 73, 390—404 (1951). 

Gli AA. studiano gli integrali, y(x), dell’equazione y’’ —= f(x, y, y’) definiti su 
tutto il semiasse 0 <x e soddisfacenti ivi alle (1) y(0) = 4, y(x2) 2 0, y'(&) <s0 
(y >). Gli AA. indicano condizioni sufficienti per l’esistenza di soluzioni siffatte 
e condizioni sufficienti perch®e una tal soluzione sia infinitesima all’infinito. Per 
esempio, le (1) possono essere soddisfatte, se f(x, y, 2) & continua per 2>0,y>0e 
2 <0, & nulla per x>0 edy=2=0 e non negativa, qualunque siano x ed y, 
perz = 0 ese, fissata ad arbitrio la costante positiva (©, risulta |f(&, y,2)| <p(2;C), 
cn 0 <xz<(C, 0 <y<(, z2<0 eo(z;C) continua in 2, positiva e tale che 

—00 


sia divergente l’integrale Fr 2 da|p (z, ©). La soluzione che soddisfa alle (1) & infini- 
Ö 


tesima all’infinito, se per ogni coppia di costanti positive ( ec, C > c, si puö trovare 
una funzione continua e non negativa o(x;C, c) tale, da aversi f(x, 9,2) Z0(x;(0,c), 
<we<y<(,-—0 <2z<(, e da risultare divergente  l’integrale 


© +8 
—; 


90.12.04. C).d0% Giuseppe Scorza Dragoni. 


Coddington, E. A. and N. Levinson: On the nature of the speetrum of singular 
second order linear differential equations. Canadian J. Math. 3, 335—338 (1951). 
Sei die Differentialgleichung (1) (p (x) y’ (x) +(A--qg(z2))y(x)=0 mit 
p(2)>0 für 0 <x< oo vom Grenzpunkttyp und S (x) ihr Spektrum zusammen 


mit (2) 0< f Ydzx< ©, y(0O)cos« + y’(O)sin&=0. H.Weyl [Rend. Circ. 


Ö 
mat. Palermo 27, 373—392 (1909); Math. Ann. 68, 22—269 (1910)] bewies: I. Die 
Menge der Häufungspunkte S’(x) des Spektrums S (x) ist von x unabhängig. 
P.Hartman und A. Wintner (dies. Zbl. 31, 27, 33, 273) zeigten: II. Gehört 
) zu S*, der Komplementärmenge von S’, so gehört A zum Punktspektrum P (x) 
für ein gewisses x = «x (A). III. Die Funktion «& (A) ist in S* regulär und wächst 
monoton. — Hier werden diese Sätze in direktem Anschluß an Formeln bewiesen, 
die sich in einer Note von N. Levinson [Duke Math. J. 18, 57— 71 (1951)] und mit 
jeweils anderer Methode der Herleitung bei E.C. Titehmarsh (Eigenfunction 
expansions associated with second-order differential equations, Oxford 1946) und 
K.Kodaira (dies. Zbl. 35, 271) finden. Friedrich Wilhelm Schäfke. 

Putnam, €. R.: The comparison of speetra belonging to potentials with a 
bounded differenee. Duke math. J. 18, 267—273 (1951). 

Zwei Eigenschaften des Spektrums S,(«) von (p)y) +@A+q(t)) y= 0 
bei Randbedingungen (*) y(0) cos + y’ (0) sinx = 0, Grenzpunktfall für x = oo, 
werden bewiesen [p(£) und q,(t) stetig, wenn 0 St <oo, p(t)> 0]. Wenn 4(t) 
durch q,(t) ersetzt wird, möge das entsprechende Spektrum mit S,(x) bezeichnet 
werden. Es sei |q,(t) — 4(t)| SM < oo. Dann wird behauptet: 1. Gegeben ein 
beliebiges u, CS, (a), dann existiert u,CS, (x), so daß 


| < Sp 4.) -,W)|. 
0St<wo 


Mit der Bezeichnung S7;, = Menge der Häufungspunkte von 1%) Aa 12) rei 
ferner: 2. Gegeben u, beliebig C S;, dann existiert u,C 85, so daß |u, Zzuol 


lim sup |q, (£) — 95 (t) |: — Wenn u, ein Eigenwert ist und x(t) die zugehörige Eigen- 
t>o 


327 


funktion, so folgt die Behauptung 1. sofort aus den Parsevalschen Relationen 


oo 


JS aaa Pt tWerd- | A-mPallBreii;. 


[ »2d= [dj|E,e|%, 
0) — 00 


wo E, die Spektralschar von — (p y’) —g, y und (*) ist. Der allgemeine Beweis 
geht auf eine Vertiefung dieser. Schlußweise hinaus. Göran Borg. 

Gel’fand, I. M. and B. M. Levitan: Über die Bestimmung einer Differential- 
gleichung nach ihrer Spektralfunktion. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 
557—560 (1951) [Russisch ]. 

Sei p(2,4) die Lösung der Differentialgleichung y’+(A—qg(x))y=0 
(2 20) mit den Anfangsbedingungen 9(0,%)=1, »'(0,))=h, wobei g(x) eine 
gegebene, im Intervall [0, 00) stetige Funktion und h eine gegebene reelle Zahl 
sind. Es ist bekannt (s. B.M. Levitan, Entwicklung nach Eigenfunktionen, Mos- 
kau 1950), daß es eine nichtabnehmende Funktion o(A) gibt, die sog. Spektral- 
funktion des obigen See so daß für jede in (0,00) quadratisch 
integrierbare Funktion f(x sit: 


f P(ada= | B%(A)dew), 


hierbei ist 


die (verallgemeinerte) Fourier-Plancherel-Transformierte von f(x). — Verf. be- 
trachtet das umgekehrte Problem: von einer gegebenen nichtabnehmenden Funktion 
o(4) zu entscheiden, ob sie Spektralfunktion in diesem Sinne ist, und dann das ent- 
sprechende Anfangswertproblem, d.h. die Funktion g(x) und die Zahl h zu kon- 
struieren. Satz: Im Falle, daß o(}) in einem gewissen endlichen Intervalle eine 
nichtabzählbare Menge von Wachstumspunkten besitzt, sind die folgenden Be- 
dingungen hinreichend dafür, daß o(}) eine Spektralfunktion ist: 


0) 
(1) f cos VIal x do(}) existiert für jedes x, 
— 00 
(2) (a x = De vr) ist für 2> 0 viermal stetig differenzierbar. — 


Die ernltton vong(z) und h wird auf die Lösung einer linearen Integralgleichung 
0 
zurückgeführt. Gilt statt (1) die schärfere Bedingung [ exp (YIA| x) do(x) < e** 


mit einem x < 2 und für alle genügend großen x > 0, so ist o(x) eine „‚orthogo- 
. nale Spektralfunktion“ in dem Sinne, daß 


Eu(z) = | p(®, A) de(A) € L,(0, 00) 
für jedes endliche Intervall A = (4,,7,) und daß 


f Bye) Exia)du = de (« 


— Für ae vom llschen Typus gelten entsprechende 
Tatsachen. Satz: Es seien Zahlen }, >0, o, >0 vorgegeben. Die Bedingungen: 


„YA, = (af) n +0 (ln), 0,= 1/2 +0 (In), 


38. ER a Fr 


die Funktion > E coS V An ey re z2l viermal stetig differenzier- 


7 n? 
n=1 “L 2 : 3 
bar‘‘, sind hinreichend dafür, daß es eine in (0,1) stetige Funktion q(x) und zwei 
reelle Zahlen h, H derart gibt, daß das Eigenwertproblem 
y"+@-9@)y=9 YO) +RhyO)=09, YW+HAyYM=0 
gerade die vorgegebenen Zahlen A,,,,... als Eigenwerte hat und daß die ent- 
sprechenden Eigenfunktionen Ana ) den Gleichungen 


/ 92 (x) dx = 0,92 (0) 


genügen. — Ist g9(x) ie so sind diese Bedingungen auch notwendig. 
(Ohne Beweise.) Bela Sz.-Naqgy. 

Leontovid, E.:: Über die Entstehung von Grenzzyklen aus der Separatrix. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 641—644 (1951) [Russisch]. 

Consider the system (1): & = P(x, y), y = Q(x, y) and the varied system (2): 
2=P(z,y), y=0Q (x, y), where P,Q are slightly different from P,Q and have 
partial derivatives up to a certain order N. Suppose that (1) has a solution whose 
trajeetory is a separatrix Ü starting from a saddle point and coming back to this 


same point. The author defines certain ‚„saddle‘‘ and ‚separatrix‘“ constants c,, q,. 


which may be caleulated from (1). Then, for any possible selection of P,Q, the 
best upper bound for the number of limit eycles of (2) which may be generated from 
C equals the ordinal number of the first non vanishing number in the sequence 
BR) Jose L. Massera. 

Myskis, A. D.: Über die Lösungen homogener linearer Differentialgleiehungen 
erster Ordnung vom stabilen Typ mit retardiertem Argument. Mat. Sbornik, n 
Ser. 28 (70), 641—658 (1951) [Russisch ]. 

Consider the equation (1 JE y(z) + M (x) - y(&— A(x)) = 0, where M, A are 
continuous and non-negative in an interval Er See IR Fe ri <a. 
Let E, be the set formed by the point A and all the values of x — er which are 
< A and let p(x) be a function defined and continuous in B,. Consider the solution 
y(z) of (1) such that y(z) =@(x) whenever xE E,. Several properties of y(x) 
are obtained regarding monotony, comparison of solutions, when M, A and g are 
changed, boundedness, oscillations, asymptotie behavior, set of zeros, etc. 

Jose L. Massera. 

Sobol‘, I. M.: Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der Lösungen 
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Hilfe von Polarkoordinaten. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 707—714 (1951) [Russisch]. 

Verf. betrachtet die Gleichung (1) @+2p()&+qg()x= 0, wo plt) und 

q(t) für a St < + 00 stetig sind. Unter Einführung von Polarkoordinaten in der 
eng (KH Y) WONYSR, wird der folgende Satz bewiesen: Vorausgesetzt, daß es 
t t 


zwei Konstanten 7,q gibt, so daß Jl Iplt) = p| di = oft); i) lat) —g|dt = oft) 
a 
und 2)g— p?=c?>0, gilt für jede Lösung von (1) die Byinseche Beziehung 


im (n/c) n, wo t, die Nullstellen der Lösung sind. Der zweite Satz lautet: ann 
pt ) und g(t) von "beschränkter Schwankung“ sind und Yare, Grenzwerte p,gq (2) er- 
füllen, dann ist für jede Lösung von (1) x(t) =O (op Ei f pt) dt| ). Die beiden Sätze 
werden we auf die Gleichung &+ o%(t)&= 0 angewandt. Setzt man 
BU t) + Stat [a(t) — p°(t)] dt, so gilt der folgende Satz: Wenn lim S(t) = +00, 


; ; t> co 
dann ist die Mn (1) oszillatorisch, das heißt jede Lösung hat eine abzählbare . 
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Menge von Nullstellen. Die ran ist ebenso oszillatorisch, wenn S(t) = const. 
und fastperiodisch ist. Jacek Szarski. 

Rapoport, I.M.: Über das asymptotische Verhalten der Lösungen linearer 
Differentialgleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 1097—1100 (1951) 
[Russisch ]. 


L’A. considere le systeme differentiel linsaire et homogene 


a) Fewly+ 2o,0y 


dont les coefficients satisfont aux RE 2 il existe un 7, tel que pour t>T, 

aucune des differences u, (t) — u,(t) ne change de signe (u, = Re w,); b) c,;(t) € 

L(ty ©); ©) w;(t) € L(tyt)) pour tout 1, >t, et fini. — Il demontre alors le 

theoreme: le systeme (1) possede n integrales partieulieres y,; = Y;.(f) — 
t 


5x (t) exp J w,(t)dt oü les ,.(t) sont des fonctions continues dans (f,, ©). 


N;x (2) = ER — L’A. demontre ensuite deux theoremes &tendant A des systemes 
lineaires homogenes plus generaux le th&oreme Enonce ci-dessus. Charles Blanc. 


Bi Sestakov, A. A.: Einige Sätze über die Instabilität im Sinne von Ljapunov. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 25—28 (1951) [Russisch]. 


L’A. considere les systemes differentiels (*) dx,/dt = x er 
DL (8:5 %,)"oulesK en sont des polynomes ind&composables de degre m et oü 
L,=0 (m), avee ?= No, et 6tablit L’instabilit6 au sens de Ljapunov de la 
solution 2, = :::—=2x,= 0 dans quelques cas. Il &erit pour cela le systeme al- 
gebrique (**) 2,:X1 m _..,— Be et appelle direction critique une direetion 
definie par 0 aut ee hl de (**); pour m impair, une direction critique 


est dite positive si le rapport (**) est, positif pour les @, correspondants. Alors la 
solution est instable si (*) possede, dans le cas m pair, au moins une direction critique, 
et dans le cas m impair, au moins une direction critique positive. Il resulte en partu- 
eulier que la solution consid£ree est instable si n est impair et m pair. — Les resul- 
tats precedents permettent d’etudier en particulier les systemes ol les seconds 
membres comportent des termes lineaires mais dont l’equation caracteristique a 
des racines nulles. Charles Blanc. 
Sestakov, A. A.: Über das Verhalten der Integralkurven eines Systems von n 
Differentialgleichungen (n >3) in der Nähe eines singulären Punktes höchster 
Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 205—208 (1951) [Russisch]. 
L’A. considere les systemes (*) dx,/dt=X,(x,...%,) les X, etant holo- 
morphes autor de l’origine, avec des developpements en series entieres commengant 
par des termes de degres differents. Il montre que, sous des hypotheses convenables. 
le systeme (*) n’a pas plus d’une direction singuliere au voisinage de l’origine et il 
etablit que le contact entre les courbes integrales au voisinage de l’origine est defini 
par des courbes qu’il appelle les paraboles eritiques; ces courbes s’obtiennent & partir 
des premiers termes des d&veloppements des X.,. Charles Blanc. 
Malkin, I. 6.: Über ein Verfahren zur Lösung des Stabilitätsproblems im 
kritischen Falle eines Paares rein imaginärer Wurzeln. Priklad. Math. Mech. 15. 
473—484 (1951) [Russisch ]. 
L’A. ekiöte le systeme differentiel d’ordre m=n-+ 2 


d dy 
= Ay+X(s, YRp ap gmArtY lm Y er 
7: 


Ar = EDua FBEcHYyFX (52.2) 


ou s=1,2,...,n; oüX, Yetles X, sont holomorphes dans le domaine de l’origine. 
les developpements tayloriens de ces fonetions commengant par des termes d’ordre 2 
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au moins et oü les pp, 0, sont des constantes. L’equation caracteristique du 
systeme est supposee avoir n racines & parties r&elles negatives; les deux racines 
restantes sont + Ai (A constante reelle). On sait que dans ce cas la discussion de 
la stabilit6 des solutions au sens de Liapounov conduit & des caleuls inextricables. 
L’A. indique une variante de la methode offrant l’avantage de simplifier les cal- 
culs d’une maniere essentielle. — Les resultats sont partieulierement deeisifs dans 
le cas ou n = 0; deux exemples illustrent l’efficacite du procede de l’A. Mais m&me 
pour n > 0, I’A. parvient & former l’expression generale du premier coefficient de 
stabilit& de Liapounov. Il en rösulte une serieuse &conomie de l’effort du caleulateur 
que met en &vidence la discussion d’un exemple, traite anterieurement par N. Bautin. 
Julien Kravichenko. 

Makarov, 8. M.: Untersuchung der charakteristischen Gleichung eines linearen 
Systems von zwei Gleichungen erster Ordnung mit periodischen Koeffizienten. 
Priklad. Mat. Mech. 15, 373—378 (1951) [Russisch ]. 

L’A. applique la methode de Liapounov & la discussion de l’&quation caracte- 
ristique du systeme general du second ordre: dx,/dt = u (P;ı %ı + Pia %a)» VE 
ou les p,, sont des fonetions periodiques, bornees de t (de periode w) et oü u est un 
parametre. Il obtient ainsi l’extension des resultats classiques que Liapounov 
avait obtenus dans !’hypothöse: 9, = Pa = 0; Pie = — 1: Julien Kravichenko. 

Gol’din, A. M.: Über ein Kriterium von Liapunov. Priklad. Mat. Mech. 15, 
379—381 (1951) [Russisch ]. 

Lorsque p(x) est > 0, bornee et periodique (periode m) l’inegalite de Liapounov: 


(1) w f p(x)dx <4 donne une condition suffisante pour que toutes les solutions 
ö 


de d+p(x2)y= 0 soient bornees. En utilisant une remarque geometrique de 
N.E.Joukovsky, l’A. ameliore le critere de Liapounov en remplacant le second 
membre de (1) par un nombre plus grand. Julien Kravtchenko. 

Ajzerman, M. A.: Hinreichende Bedingungen für die Stabilität einer Klasse 
von dynamischen Systemen mit veränderliehen Parametern. Priklad. Mat. Mech. 
15, 382—384 (1951) [Russisch]. 

Rayleigh a considere P’equation (1): &+as+(l+gcstt)z=0, 
reductible, d’ailleurs, & une equation de Mathieu (a,g,.. sont des constantes). 
L’A. indique une condition suffisante pour que, quelque soient les quantites bornees 
x(0), &(0), u, Yintegrale x(t) de (1) verifie la condition: lim & (ft) = 0. 

t— 00 
Julien Kravtchenko. 

Reeb, $.: Über dynamische Systeme mit lauter periodischen Bewegungen. 
Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 17, 98—103 (1951). 

L’A. continue ici son &tude de proprietes globales des trajectoires de certaines 
systemes diff6rentiels intervenant notamment en dynamique (ce Zbl. 37, 65, 39, 176). 
Une premiere partie est consacree & un retour sur l’analyse des solutions p6eriodiques 
de l’equation (*) =’ + 2 = uf(x,x’) pour u petit. La methode du petit parametre 
de Poincar6 et le cas des oscillations de relaxation sont mises sous une forme im- 
mediatement generalisable. En partieulier il est montr& que l’existence des solutions 
periodiques de (*) est &quivalente & l’existence de singularites pour un certain 
champ de vecteurs. Dans une seconde partie, l’A. donne des exemples de systemes 
& plusieurs degres de libert& dont les courbes integrales definissent une fibration 
en cercles. Les methodes rappeles sont alors generalisees au probleme perturbe, 
c'est-ä-dire au cas d’une variete V, admettant un champ de vecteurs E,, dependant 
continüment du parametre u et tel que, pour E,, les courbes int6grales definissent 
une fibration de V,, en cereles. Dans une derniere partie, l’A. se place dans les 
hypotheses de l’invariant integral de Cartan et en deduit des eonsequences topolo- 
giques sur la fibration pr&eödente qui est toujours non triviale (voir Reeb, ce Zbl. 
29, 176). Andre Lichnerowiez. 
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Langenhop, €. E.: Note on Levinson’s existence theorem for forced periodie 
_ solutions of a second order differential equation. J. Math. Physics 30, 36—39 (1951). 
Bei der Differentialgleichung & + f(x,&) & + g(x) =e(t) bewies Levinson 

[J. Math. Physies 22, 41 (1943)] die Existenz von mindestens einer periodischen 
Lösung, wobei er (neben anderen Voraussetzungen über f und e) von g(x) voraus- 
setzte a I(&)| = ©, zg(a) >0 für |xz|>a und (2) lim g(x)/@(x) = 0 

x >00 >00 


En 
mit G(x) = [ g(t) dt. Verf. zeigt, daß an Stelle der Voraussetzung (2) die Be- 
Ö 
dingung (2’) limsupg(&2)/® = © treten kann. Die Bedingungen (2) und (2’) er- 
oo 


> 

schöpfen alle Möglichkeiten für eine Funktion g(x), die (1) erfüllt. Lothar Collatz. 
Dörr, J.: Bestimmung der Dreheigenfrequenzen einer gewissen Gruppe von 
Wellen mit singulären Rändern. Österreich. Ingenieur-Arch. 5, 217—225 (1951). 


Die Differentialgleichung für Eigendrehschwingungen von Wellen .[g(2) /] 


+ @?k?g(x)y= 0 geht unter gewissen Voraussetzungen durch. die Transfor- 
mation & = cos x in eine vom Fuchsschen Typ über. Durch funktionentheoretische 
Untersuchungen, insbesondere Aufstellung der charakteristischen Exponenten an 
den singulären Stellen, gelingt es, für den speziellen Fallg(x) =K (cos 3) (sin 5) 
bei verschiedenen Randbedingungen sämtliche Eigenwerte w, exakt ohne Bestim- 
mung der Eigenfunktionen anzugeben. Ist die Welle an den Randpunkten x = 0 
und x = fest eingespannt (das ist nur möglich bei p, <0, p, <0), so ergeben 


sich die Eigenwerte zu wi = = Kerl) p po) = 05, 


Auch die Fälle, daß die Welle an einem oder an beiden Enden frei ist, lassen sich 
auf dieselbe Weise erfassen. Lothar Collatz. 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Sehwartz, Laurent: Les &quations d’&volution lies au produit de composition, 


Ann. Inst. Fourier 2, 19—49 (1951). 

Die Arbeit überträgt die bekannte Methode der Lösung des Oauchyschen Problems ver- 
mittels Fourier-Transformation auf Distributionen (s. Verf., Theorie des distributions. I 1950, 
TI 1951; dies. Zbl. 37, 73; 42, 114). Es wird ein System von N partiellen Differentialgleichungen 
für N unbekannte Funktionen mit n räumlichen Variabeln x,,...,2, (abgekürzt durch ®) 
und einer zeitlichen Variablen t in einem endlichen Intervall «© <t<b behandelt, das den 
Ablauf (evolution) eines physikalischen Systems bestimmt. Die Koeffizienten sollen nur von { 
abhängen. In Matrixform lautet das betrachtete System: 


(1,3) = Ulx,t) + N A,(&,t) DD Um, t) = Bir, t). 
|» 

Hierbei sind die Unbekannte U (x, t) und die gegebene Funktion Dix, t) Matrizen mit N Zeilen 
und einer Kolonne, die Koeffizienten A, quadratische Matrizen mit N Zeilen und Kolonnen. 
D® ist eine räumliche Ableitung (ö/&x,)”' + + (&/8«,)””, |pl=pı+:':-+ 9. Werden nun 
. die Funktionen durch Distributionen ersetzt, so kann jede Ableitung als Faltung geschrieben 
werden: 

d 
D) —_ U) +[FN A,l) Dr ZU ()) = B,l). 
(2,1) dt D,() (5 „(t) 2) (t) «(t) 


Hier ist U,„(t) für jeden Wert von t eine Distribution aus dem Raum (D’),, was in Wahrheit 
bedeuten soll: Jedes Element der Matrix U ist eine Distribution; ebenso ist B eine Distribution 
aus D’ (für die Bedeutung von D’ und der im folgenden vorkommenden Räume und Begriffe, 
siehe die oben zitierten Bücher des Verf.). A, und B, sollen stetig von ti abhängen, U, hinsicht- 
lich t stetig differenzierbar sein. (2,1) ist ein spezieller Fall des Systems 


I U) +A.MSU W = Bu), 


(2,2) Fr 


wo die Distribution A,(t) nicht mehr wie in (2, 1) einen punktförmigen, sondern nur noch einen 
kompakten Träger zu haben braucht, so daß damit 2. B. auch Integrodifferentialgleichungen 
erfaßt werden können. In der Folge wird (2,2) zugrunde gelegt. — Da die Lösungsmethode 
die Fourier-Transformation benutzt, werden nunmehr U und B als dem Distributionenraum 
(8), zugehörig vorausgesetzt. A,(f) kann dann eine Distribution „a decroissance rapide“ sein. 
Vermittels der Fourier-Transformation, ausgeübt auf die räumlichen Variablen, geht (2, 2) über 
in das System 


&1) UA U, Bl: 


Dieses kann bei gegebenen Anfangswerten (Cauchysches Problem) eindeutig durch dieselbe 
Formel wie in der klassischen Theorie gelöst werden. Infolgedessen hat das Cauchysche Problem 
für (2,2) im Raum ($”), niemals mehr als eine Lösung. — Das Cauchysche Problem heißt ‚„wohl- 
gestellt“, wenn es eine und nur eine Lösung hat. Es werden notwendige und hinreichende 
Bedingungen dafür aufgestellt, daß das homogene bzw. inhomogene Cauchysche Problem in 
(8”), wohlgestellt, oder „‚gleichmäßig wohlgestellt“, nämlich hinsichtlich des Anfangspunktes 1, 
in (a, b), ist. Hierauf werden die Bedingungen untersucht, die auftreten, wenn der Raum ($°), 
durch gewisse andere in der Distributionstheorie eingeführte Räume ersetzt wird. — Ist das 
Cauchysche Problem in den Räumen (D), (E’), (E), (D’) gleichmäßig wohlgestellt, so heißt das 
System hyperbolisch. Ist ein System (2, 1), bei dem alle räumlichen Ableitungen von der Ord- 
nung < 1 sind, so beschaffen, daß das homogene Cauchysche Problem für den Raum (5°) gleich- 
mäßig wohlgestellt in (a, b) ist, so ist das System hyperbolisch. — Es wird das Analogon zu dem 
„adjungierten System‘‘ der klassischen Theorie betrachtet und gezeigt, daß, wenn das Cauchy- 
sche Problem für (2, 2) mit gegebenen „Anfangswerten‘“ gleichmäßig wohlgestellt ist, das Cauchy- 
sche Problem für die adjungierte Gleichung mit gegebenen ‚Endwerten“ gleichmäßig wohl- 
gestellt ist [im Raume ($”),]. Als Beispiele werden betrachtet: Die Laplacesche Gleichung (wo 
das Cauchysche Problem nicht wohlgestellt ist), die iterierte Wärmeleitungsgleichung (wo das 
Problem mit Anfangswerten wohlgestellt, das mit Endwerten nicht wohlgestellt ist), die Wellen- 
gleichung (wo das Cauchysche Problem mit Anfangs- und Endwerten wohlgestellt ist), die 
Gleichung der Wellenmechanik (wohlgestellt) und eine Integrodifferentialgleichung. 
Gustav Doetsch. 

Rivier, D. C.: On a one-to-one correspondence between infinitesimal eanonieal 
transformations and infinitesimal unitary transformations. Phys. Review, II. Ser. 
83, 862—863 (1951). 

Roädestvenskij, B. L. und D. N. Cetaev: Zur Frage der Beseitigung der Re- 
flexion in Wellenleitern mit veränderlichem Schnitt. Doklady Akad. Nauk SSSR 
n. Ser. 79, 427—430 (1951) [Russisch]. 


Savin, $. A.: Über ein Integral der zweidimensionalen Laplacegleichung. Pri- 
klad. Mat. Mech. 15, 392 (1951) [Russisch]. 


La foncetion Vx csd+ysnd-+r, oa ?=rR+y2 et 0 = const, est 
harmonique. Charles Blanc. 

Bicadze, A. V.: Zu einem allgemeinen Problem von gemisehtem Typus. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 621—624 (1951) [Russisch]. j 

Consider the equation u,,+ (seny) u,,=0 (y+0) in a region D bounded 
by a curve o in the upper half-plane ending in (0,0) and (1,0) and a eurve Zinthe 
lower half-plane starting from (0,0) and ending on the line y= x — 1 which con- 
stitutes the rest of the boundary. Continuous boundary values are prescribed on 


o and L and the solution % is supposed to be of class ©, in D except perhaps at the 
endpoints of o. Uniqueness and existence are proved when o is sufficiently smooth 
and contained in the ceirde © + y?<x and Lisa straight line y=— az, 
(0 <a <1), and they are stated under more general conditions. If o is the halt- 
erde + y?=x, y >20, the solution is given explieitly. Lars Gärding. 

Lopatinskij, Ja. B.: Die normalen Fundamentallösungen eines Systems linearer 
Differentialgleiehungen von elliptischem Typus. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 
Ser. 78, 865—867 (1951) [Russisch]. 

L’A. considere un systeme de p &quations aux derivees partielles d’ordre s ä 
p fonetions inconnues et ä n variables ind&pendantes du type elliptique 
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Dans un cas particeulier (n = 2,s = 2, &quations aux coefficients analytiques) 


 1.N. Vekua (Nouvelles methodes pour resoudre les &quations elliptiques, en russe, 


Moscou 1948) a d&montre l’existence d’une matrice fondamentale normale. L’A. 


 &tend ce resultat (th6or&me I) au cas general, en supposant que les coefficients des 


equations du systeme (1) admettent les derivees continues des ordres assez eleves. 
‚Il en deduit (th. II) que si les seconds membres des equations d’un systeme non 
homogene admettent les derivees continues d’ordre t—s (t >s) et les coefficients 
satisfont aux hypotheses du th. I, alors une solution de ce systeme, admettant les 
derivees continues d’ordre s, admet aussi celles d’ordre t. Lorsque les coefficients 
de (1) sont analytiques dans un domaine D, l’application des matrices fondamentales 
permet de d&montrer l’analyeite dans D des solutions de ce systeme (th. III). 
M. Krzyianski. 

Lopatinskij, Ja. B.: Über das Verhalten der Lösungen eines linearen ellipti- 
schen Systems in der Umgebung eines isolierten singulären Punktes. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 79, 727—730 (1951) [Russisch]. 

L’A. demontre qu’une solution w(x, y) (en tant que fonction du point x) du 
systeme d’&quations aux derivees partielles d’ordre s quelconque, du type elliptique, 
A n,’variables independantes x, %, . . ., x,, admettant un point singulier isol6 %, 
s’exprime lineairement par la matrice fondamentale normale &(x, y) (construite 


‚rceemment par l’A., voir ce Zbl. 38, 257) et ses derivees. Il en rösulte que si l’on a 
akı+**+kn 


H [In -1 
a 
matrice 9 est continue au point y ainsi que ses derivees jusqu’& un ordre t. L’A. 
enonce ensuite une condition suffisante pour que la difference 9 (x, y) — ® (x, y), 
oü @ (x, y) est une matrice fondamentale quelconque, soit reguliere au point yet y 
admette les derivees d’ordre s continues. M. Krzyzanski. 

Vol'pert, A. I.: Das Dirichletsche Problem für ein elliptisches System von 
linearen Differentialgleichungen 2-ter Ordnung in der Ebene. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 79, 185—187 (1951) [Russisch]. 

On considere un systeme d’equations homogenes aux derivees partielles du 
second ordre du type elliptique, et on cherche une solution du probleme de Dirichlet, 
relatif & ce systeme et ä un domaine borne T. On suppose que la frontiere L de 
ce domaine est decrite par un point, dont les coordonne&es sont des fonctions d’un 
parametre, admettant les derivees satisfaisant & la condition de Hölder. — En 
appliquant les matrices fondamentales normales, construites par J. Lopatinsky 
(ce Zbl. 38, 257), ’A. reprösent la solution cherchee sous la forme d’un systeme 
d’integrales analogues aux potentiels de double couche. La recherche des densites 
de ces potentiels se ramene & la r&solution d’un systeme d’equations de Fredholm. 
— Un cas partieulier du systeme consid6r6 intervient dans la theorie d’elastieite. 

M. Krzyzanski. 

Beckert, Herbert: Die Abhängigkeit der Lösungen quasilinearer elliptischer 
Systeme partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. mit zwei unabhängigen 
Variablen von einem Parameter. Math. Nachr. 5, 111—112 (1951). 

In this paper, the author considers the following system of differential equations 


(1) p-Du+g:Du=f, p-Du+g:-Dv=f, D=A0/0x + 0/0, 

where the dashes denote imaginary conjugates and the coefficients are functions 
of x, y, u, v. The method applied is derived from a more general method to which 
the author refers and which he has developed in Math. Nachr. 5, 173—208 (1951). 
It is therefore somewhat difficult to follow the details of the reasonings of this 
paper. — The author assumes that a solution u,, v, of (1) has been obtained whose 
first partial derivatives satisfy a Hölder condition in a eirele E. There is a boundary 
condition xp (5) ug (8) + Po (8) vo (8) = Yo (s), se S, on the boundary S of E. Then, 


a (,9),=0 pur Veh t + k,<s | alors. Ta 
.. Lea \ 
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for sufficiently small values of a parameter &, the 'author studies the system (1) 
with boundary conditions &,(s) - u (s) + ßı(s) © (8) = yı(s) where % (8) = (s) + 
ea (s) —ay(s)] and ß}, y, have similar expressions. The method which is, as has 
been mentioned, one explained in an unpublished paper, is based however on re- 
sults of L.Lichtenstein in his Vorlesungen über einige Klassen nichtlinearer 
Integral- und Integrodifferentialgleichungen. — It consists essentially in trans- 
forming (1) into a system of two integrodifferential equations. This makes it pos- 
sible to obtain inequalities for % — u, ® — vy, their first partial derivatives and 
their Hölder eonstants. These inequalities are utilized in order to apply to the 
system of integrodifferential equations a method of successive approximation, 
provided, of course, the homogeneous system has only the trivial solution zero. — 
Once the method has succeeded with a particular value of ge, it may be further 
applied to get results relative to a value e + Je of the same parameter. In certain 
cases it may even be possible to reach, after a finite number of steps, the value e=1. 
However, as it has been shown by E.Schmidt [Math. Ann. 65, 370—399 (1908)] , 
there are cases when this is not possible because between &= 0 and e=1, there 
are ramification points. — As it is to be expected, the various transformations and 
the evaluations of upper bounds and of Hölder constants are rather laborious. One 
wonders whether the new topologieal methods developed in recent years by 
J.Schauder and J. Leray could not be applied to the cases studied by the author. 
They are generally available whenever a method of successive approximations 
is successful and often in more general cases. (Cf. this Zbl. 42, 401.) €. Racine. 


Rubinstejn, L. J.: Zur Frage der Eindeutigkeit der Lösung des eindimensio- 
nalen Stefanschen Problems im Falle eines homogenen Anfangszustandes des wärme- 
leitenden Mediums. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 45—47 (1951) [Russisch ]. 

Rubinstejn, L. J.: Über die Wärmeausbreitung in einem mehrschichtigen 
Medium mit sich änderndem Phasenzustand. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 
79, 221—224 (1951) [Russisch]. 

Smirnov, M.M.: Einige inhomogene Randwertprobleme der Wärmeleitungs- 
gleichung. Priklad. Mat. Mech. 15, 367—370 (1951) [Russisch ]. - 

Elementare Umformungen bekannter Formeln. Lars Garding. 


G. Allen, D. N. de and R. T. Severn: The application of relaxation methods 
to the solution of non-elliptie partial differential equations. I. The heat-conduetion - 
equation. Quart. J. Mech. appl. Math. 4, 209—222 (1951). 

Der Gedanke der Arbeit besteht darin, Anfangswertaufgaben bei gewöhnlichen 
oder partiellen Differentialgleichungen durch Erhöhung der Ordnung der Diffe- 
rentialgleichung und Hinzunahme weiterer (weitgehend frei wählbarer) Randbe- 
dingungen in Randwertaufgaben zu verwandeln, die dann näherungsweise nach 
dem Differenzenverfahren mit Hilfe von Relaxationsmethoden gelöst werden können 
(die Relaxationsmethoden können unmittelbar nicht auf Anfangswertaufgaben an- 
gewendet werden). Diese Umwandlung von Anfangs- in Randwertaufgaben kann 
gewöhnlich auf vielerlei Weise erfolgen; z. B. ist die Anfangswertaufgabe v’’—= f(x), 
v(a)=k, v(a=K mit v= w’ der Randwertaufgabe wIV = f(x), 


v(a)=k, v’(aA=K, v"(b) = f(b), v’’(b) = f'(b). Ausführlich wird das Beispiel 
der parabolischen Differentialgleichung &v/dt = x 0®vldx® mit den Bedingungen 
v(&0)=v(0,t)=0, v(Z,t)=100 vorgeführt. Mit v»= ow[dt + x 9:wjox? 
folgt w/ötl? = x* öw/0a*. Es werden noch die Bedingungen w(0,t) = w(L, Ar 
(Owjdt) (x, T) = 0 für eine gewählte Zeit T hinzugenommen, und die entsprechende 
Randwertaufgabe für den Rechtecksbereich 0 <x <I, 0<t<T mit Hilfe des 
Differenzenverfahrens und von Relaxationsmethoden behandelt. Lothar Collatz. 
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Mitrinovitch, D. 8.: Sur la solution de Ribaud de l’&quation de Fourier. Bull. 


Soc. Math. Phys. Macedoine 2, 105—107 (1951). 


L’A. signale que les resultats &nonees par Ribaud (ce Zbl. 30, 257) & propos de 


. l’equation de Fourier a 020/0x? — 00/öt = 0 se trouvent dejä dans un me&moire 
.deP. Appell [J. Math. pur. appl., IV. Ser. 8, 187—216 (1892)] et ont &t6 mentionnes 
' par divers auteurs. Charles Blanc. 


Prodi, Giovanni: Questioni di stabilitä per equazioni non lineari alle derivate 


parziali di tipo parabolieo. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., 


VIII. Ser. 10, 365—370 (1951). 

La note contient une generalisation du r6sultat de M. R. Bellman (ce 
Zbl. 32, 69) concernant la stabilit& des solutions de l’&quation quasilindaire du 
type parabolique (1) = u, +u, tu, +F(,y,2tu) pour t>m. — 
On cherche une solution de l’&quation (1), reguliere dans un domaine D de 


L’espace (x, y,2) pour t£>(0, continue dans sa fermeture D pour t>(0, se 


- reduisant & une fonetion donnde du point (x, y,2)€ D pour t = 0 (condition ini- 


tiale), et s’annulant sur la frontiere FD de D pour 0 <t < + 00. On dit que la 
solution de ce probleme est stable, si deux solutions qui correspondent aux condi- 
tions initiales voisines, sont voisines elles-m&mes. — L’A. demontre la stabilit6 


> F . \ z . 
d’une solution du probleme expos& ci-dessus, en supposant que a) F est une fonct- 


tion continue des arguments x, y,2,t1,u pour (2, 9,2) € re, 
ZOOS <u<+&, b)E,y 3,6%) —-F(2,y, 236%) SA, — u) pur w>u, 
) etant inferieur & la plus petite valeur caracteristique u, de l’equation u, + u,, + 
a, t+uu=0. Si les valeurs aux limites des deux solutions u, et u, satisfont & 
linegalite | u, —- | SMe*t (<a <m —-4,0St< +00, M>0 constant), 
l’inegalite analogue subsiste A l’interieur du domaine D. — Si les valeurs aux limites 
sont bornees pour t >0, et siil existe un nombre % tel que la fonction F (x, y,2,t,k) 
reste bornee pour 0 <t< + ©, alors toutes les intögrales de (1) sont bornees. 
M. Krzyzanski. 

Töki, Yukinari: A topologieal characterization of pseudoharmonie functions. 
Osaka .math. J. 3, 101—122 (1951). 

Une fonction pseudo-harmonique est, selon Morse [Duke math. J. 13, 21—42 
(1947)], une fonction reelle definie sur une surface qui, par une transformation 
topologique locale, se ramene & une fonction harmonique dans le plan. Pour qu’une 
fonction u(p) soit pseudo-harmonique, il faut et il suffit que: 1° elle soit continue, 
2° la transformation definie par u(p) soit ouverte et 3° l’ensemble des courbes de 
niveau de v(p) soit &galement localement connexe sur la surface sauf peut-£tre en 
un ensemble discontinu de points. Un ensemble de courbes u(p) == c est dit &galement 
localement connexe en psi & tout voisinage N, correspond un N„C N, tel que deux 
points quelconques € N, d’une m&me courbe de niveau L, puissent &tre joints par 
un sous-ensemble connexe de L,C N,. La demonstration repose sur une analyse 
de la famille de courbes de niveau et des divers domaines qu’elles determinent dans 
un voisinage N, hom&omorphe ä un cerele. — L’A. appelle fonction pseudo-harmo- 
nique conjuguee de v(p) une fonction v(p) telle que, par une m&me transformation 


" topologique, u(p) et v(p) sont ramene6es & des fonctions harmoniques conjugu6es. 


Pour que v(p) soit conjuguee de v(p), il faut et il suffit que, en plus des conditions 1” 
et 2° de plus haut, v(p) ne soit constante sur aucun continu compris dans une eourbe 
de niveau de u(p). A toute fonetion pseudo-harmonique correspond une fonction 
conjugu6e et lorsque celle-ci n’est pas uniforme, on peut s’arranger pour que la 
difference entre deux de ses döterminations soit une constante. — Suivent quelques 
propositions sur les rapports entre fonetions pseudo-harmoniques et transformations 


. interieures dont decoulent facilement deux th&or&mes du Ref. (Legons sur les prin- 


cipes topologiques de la theorie des fonctions analytiques, Paris 1938; ce Zbl. 17, 
378). Simion Stoilow. 
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Müller, Claus: Die Potentiale einfacher und mehrfacher Flächenbelegungen. 
Math. Ann. 123, 235—262 (1951). i 
Soit F une surface analytique dans l’espace cartesien & trois dimensions, rze la 
distance des points & (2, 2, 25) et E(&,&,,&3) de cet espace et o (£) une fonction 
du point & variant sur F. Le travail est consaere au probleme des discontinuites 


k-1 
des potentiels U,(x) = [s (&) ee () dFs, k =4, 2,342. ., et-derleurslderi- 
F One n„£ 

v6es de l’ordre quelconque dans le voisinage des points de F (ö/@n; designe la de- 
ivee normale au point & de F). — Lorsque k =1 et 2 les U,(x) se reduisent aux 
potentiels de simple et double couche et dans ces cas plusieurs resultats du pro- 
bleme pose sont bien connus. L’A. &tend certaines idees de E. Schmidt [Math. 
Ann. 68 107—118 (1910) et Schwarz-Festschrift, 365—383 (1914)] concernant les 
potentiels U, (x) et U,(x) et introduit un calcul special et un systeme d’operateurs 
permettant d’evaluer les discontinuites des U, (x) et de leurs derivees dans le cas 
general. F. Leja. 

Deny, Jacques: Sur la definition de l’energie en theorie du potentiel. Ann. 
Inst. Fourier 2, 83—99 (1951). 

L’A. complete son grand travail d’extension de la theorie du potentiel (ce 
7bl. 34, 362) et compare trois definitions de l’energie pouvant servir de base & la 
th6orie generale, et pour lesquelles les noyaux sont des mesures dont la transformee 
de Fourier est l’inverse d’une fonction & croissance lente. On &tablit la complexion 
de l’espace des mesures norm& par la racine carr&e de l’energie pour l’une des defini- 
tions pas encore utilis6e sous sa forme generale. Marcel Brelot. 

Pfluger, Albert: A propos d’un me&moire recent de M. Brelot. Ann. Inst. 
Fourier 2, 81—82 (1951). 

Si u est sousharmonique hors d’un compact et si la moyenne de u* sur les 
spheres OP =r est O ou o(r®), il en est de m&me de u*. Ce resultat donn& par 
Brelot (ce Zbl. 36, 69) & une petite restrietion pres est retrouv& ici en toute gene- 
ralit& de maniere tres simple. Marcel Brelot. 


Brelot, Marcel: Remarques sur la variation des fonetions sousharmoniques et 
les masses assoei6es. Application. Ann. Inst. Fourier 2, 101—112 (1951). 

Ce travail est le suppl&ment des r&sultats anciens obtenus par l’A. (ce Zbl. 30, 
303) et appuyes sur la relation entre la variation d’une fonction sousharmonique 
et la distribution de masses associee. — L’A. donne la definition de ‚„activite“ d’un 
point Q de la frontiere Q* du domaine 2 (CR non polaire) sur un point-frontiere 
Q’ et une definition analogue pour un compact e C.Q* actif sur un compact e’C.Q*. 
La condition necessaire et suffisante est donnde pour que e soit actif sur e’ ainsi 
que e soit inactif sur e’ &tant ee’ = 0. — L’A. donne quelques applications de ces 
theoremes au probleme de Dirichlet. Jerzy Gorski. 


G. Allen, D. N. de and $S. €. R. Dennis: The application of relaxation methods 
to the solution of differential equations in three dimensions. I. Boundary value po- 
tential problems. Quart. J. Mech. appl. Math. 4, 199—208 (1951). 

Ordnet man der 1. Randwertaufgabe für die inhomogene Potentialgleichung 
in drei Raumdimensionen bei einem rechtwinkligen Gitter ein System von ge- 
wöhnlichen Differenzengleichungen zu, so kann dieses lineare Gleichungssystem 
mit denselben Methoden der Relaxation behandelt werden wie im ebenen Fall, wenn 
man sich zweckmäßigerweise einer axonometrischen Darstellung bedient. Bei 
krummflächigem Rande sind die Differenzengleichungen am Rande zu modifizieren, 
wie es von ebenen Problemen her geläufig ist. Bei gleicher Unbekanntenzahl kon- 
vergiert die Relaxation im räumlichen Falle im allgemeinen rascher als im ebenen 
Fall. Es werden zwei Beispiele vorgeführt, darunter die Berechnung des Potentials 
bei einem Quadrantelektrometer (kompliziertere Berandung). Lothar Collatz. 
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Ghizzetti, Aldo: Sui problemi di Diriehlet e di Neumann per Pellisse. Rend. 
Sem. math. Univ. Padova 20, 244—248 (1951). 

L’A. donne des formules pour la solution du probleme de Dirichlet et de celui 
de Neumann dans le cas du domaine D limite par une ellipse quelconque et le seg- 
ment joignant les foyers de cette ellipse. La construction des formules est appuyde 
sur la transformation conforme connue de D en une couronne cireulaire. F. Leja. 

Titehmarsh, E. C.: A relation between Green’s funetions. J. London math. 
Soc. 26, 31—36 (1951). 

Soient G, (2, &, 4), @,(y, 7,4), @ (x, y, &,n,A) les fonctions de Green associees 
resp. aux equations oda +R—-4,(p=0, old? +R-,(y}yp=0, 
Ap+a—q(2)—g (y)}p= 0. Dans le cas ol le domaine considere est tout 
l'espace (& une ou deux dimensions) les conditions aux limites usuelles sont rem- 
plac&es par l’hypothese que la fonction correspondante € L? pour tout A non reel. 
L’A. montre que si les valeurs propres relatives aux deux premieres &quations 
sont bornees inferieurement (par x et ß resp.), la relation G (x, y,&,n,) = 

e-+ioo 
ne ir G, (©, &,u)@,(y,n,;A—u)du (oü An’est pas un nombre rel >ax+Pß) a 

# Äi 


lieu pourvu que l’integrale soit uniformöment convergente. Jacques Deny. 

Bucerius, Hans: Die zweite Randwertaufgabe der Potentialtheorie für Kreis 
und Kugel. S.-Ber. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1950, 1—11 
(1951). 

Ainsi que le probleme de Dirichlet, le probleme de Neumann pour le cerele 
ou la sphere peut &tre resolu sous forme d’une integrale explicite. L’A. l’etablit 
par un procede simple, different de celui donne par F. Neumann dans le cas de la 
sphere. Contrairement & son opinion, la formule (remarquablement simple) obtenue 
dans le cas du cercle se trouve dans au moins un traite elassique, celui de Goursat 
(t. 3, 4° edition, p. 239— 240), qui l’attribue & Dini [il faut d’ailleurs ajouter (0) 
au second membre de la formule ecrite par Goursat]. Jacques Deny. 

ViSik, M.I.: Über eine Ungleiehung für die Randwerte harmonischer Funk- 
tionen in der Kugel. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 2 (42), 165—166 (1951) [Russisch ]. 

Es sei S eine Kugelfläche mit Halbmesser r und Flächenelement dS, u eine in 
der Kugel harmonische Funktion, r, 6, o sphärische Koordinaten und u, = öu/ar 


usw. Beweis der Ungleichung r? fu ds < [ (u + sin? 0 u?) dS. 
Ss Ss 


Lars Gärding. 

Michlin, $. 6.: Über einige mit der Greensehen Funktion zusammenhängende 
Abschätzungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 443—446 (1951) [Russisch ]. 

Let u be a solution of Laplace’s equation Au(x) = —g(x) in the unit circle 
'z?=2]+ 23 <1 vanishing at the boundary. It is shown that 

f u,,(2)? dx <C il \s(x) ? dx 
lzl<ı lzI<ı 

where C is a constant and u,,(x) the (generalized) derivative u(x)/Ox, 0x,. It is 


‚indicated that an easy consequence of this inequality is that the solution of 


Au(x) +eL,u(x) = — g(x), where u vanishes on the unit circle, e is a small para- 
meter and L, a sufficiently well-behaved differential operator of the second order, 
can be expanded in a series of non-negative powers of e which converges uniformly 
in the unit circle (eonvergence in the mean is easy to get by other methods). 

Lars Gärding. 

Mogilevskij, 8. I.: Über die Stabilität des Diriehletschen Problems. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 1093—1096 (1951) [Russisch ]. 

Let D be an open subset of three-space with bounded boundary I’ and 
(1) E= lim F, where F, are closed subsets of the complement of D. Let fbea 


Nn>00 
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continuous function on J' and p a continuous extension to the entire space. Let 
V„g be the solution of the generalized Dirichlet problem for the complement of 
F,„ with boundary values p and U, the solution for D with boundary values f. Then 
Dirichlet’s problem is called stable for D with respect to Eif lim V„. (2) = Us(x), 


Nn—>XO 
(x € D), for every f, every extension p and every representation of E of the form (1) 
[Korovkin, Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 61, 781—784 (1948)]. A point 
yelI' is called stable if lim lim V„,(x) = f(y) under the same conditions. The 


TOYN>X ER R 
author states a number of necessary and suffieient conditions for these kinds of 


stability, e. g. if D contains the point at infinity, it is necessary and sufficient for 
the stability of Dirichlet’s problem for D with respect to E that the capacities of E 
and the complement of D be equal. Lars Gärding. 

Reynolds, R. R.: The Dirichlet problem for multiply eonneeted domains. 
J. Math. Physics 30, 11—22 (1951). 

Illavoro si propone di riuseir utile al fine del calcolo numerico della soluzione per 
il problema di Dirichlet. Il dominio, nel quale si vuol definire la richiesta funzione 
armonica, & supposto a due dimensioni e a connessione multipla. Il metodo di cal- 


Ber 


colo, che l’A. toglie da S. Bergmann, The kernel function and conformal mapping 


(New York 1950; questo Zbl. 40, 190), consiste nell’ortogonalizzare un sistema 
fondamentale di funzioni armoniche nel dominio [ove si assume come prodotto 
scalare di due funzioni u(x, y), v(z, y) cosiffatte l’integrale esteso al dominio di 
u,v, + u,v,] e sviluppare la funzione incognita nella corrispondente serie di 
Fourier, i coefficienti della quale si potranno esprimere, in base alla formula di 
Green, come integrali estesi alla frontiera. L’A. traduce i calcoli in termini di 
funzioni analitiche della variabile complessa 2 = x + iy e tratta numericamente 
un caso particolare, in cui i contorni del dominio sono tre circonferenze e i valori 
assegnati su queste sono costantamente 0 su due di esse e 1 sulla terza. 
Gianfranco Cimmino. 

Sura-Bura, M. R.: Eine Wahrscheinliehkeitsabsehätzung des Fehlers bei der 
Lösung der Differenzengleichung, die das Dirichletsche Problem für die Laplacesche 
Gleichung approximiert, in elektrischen Netzen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 
Ser. 78, 21—24 (1951) [Russisch]. 

Die Bestimmung ebener Potentialfunktionen kann bekanntlich angenähert 
werden durch die Auflösung gewisser partieller Differenzengleichungen; die letz- 
teren gestatten folgende elektrische Deutung: In einem Drahtgitter mit quadrati- 
schen Maschen, in dem alle Quadratseiten den gleichen Leitwert haben, sind die 
Potentiale U(i, j) der Knotenpunkte (3, j) zu ermitteln. Verf. nimmt nun an, daß 
die Leitwerte der Quadratseiten nicht exakt gleich sind, sondern vom Sollwert 
mit einer Streuung o? abweichen. Die Potentiale in dem so veränderten elektrischen 


Netzwerk seien (bei denselben Randbedingungen wie oben) U(i, j), der Fehler also 


"’W)=Uli,j)— U(i,j). Verf. will die Streuung dieses Fehlers abschätzen. 
Für ein Rechteck, dessen Seiten das m- bzw. n-fache der Quadratseiten sind. 
führt er die Rechnung durch und erhält 
2 02 2 ’ 

DIENSTE nn eat en 2 
wo m’ = max (m, rn), n'’= min (m,n) ist und M/n’ eine obere Schranke für die Poten- 
tialdifferenz zweier benachbarter Knotenpunkte bedeutet; G bedeutet die Green- 
sche Funktion des Problems. Verf. behauptet (ohne es näher auszuführen), daß der 
erste Teil dieser Ungleichung auch bei beliebigen (nicht notwendig rechteckigen) 
Netzen richtig bleibt. Ferner Kritik einer Arbeit vonM.L. Bychovski j [Izvestija 
Akad. Nauk, Otd. techn. Nauk Nr. 4 (1950)] und Andeutung einer Konstanten- 


’ 


bestimmung in einer auf das gleiche Problem bezüglichen, von A. N.Kolmogorov 


339 


angegebenen Formel. — Für die explizite Bestimmung von Eigenfunktionen des 
hier vorliegenden Differenzenoperators im Rechteck zitiert Verf. eine neuere Arbeit 
(1947) von L. A. Ljusternik; Ref. möchte dazu auf O. Perron, S. Ber. Heidel- 
berger Akad. Wiss., math.-naturw. Kl. 1934, Nr. 12; dies. Zbl. 10, 117 hin- 
weisen. Alfred Stöhr. 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Chvedelidze, B. V.: Zum Problem der linearen Konjugiertheit in der Theorie 
der analytischen Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 177—180 
(1951) [Russisch ]. 

Chvedelidze, B. V.: Über lineare singuläre Integralgleichungen mit singulärem 
(speziellem) Kern vom Cauchyschen Typus. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 
76, 367— 370 (1951) [Russisch]. 

t=t(s) sei die Gleichung einer ebenen Kurve (', s = Bogenlänge. Die auf 
€ definierte Funktion p(t) gehöre zur Klasse L?(C)), wenn |9 (£(s)) |? summierbar 
auf € ist. Ohne Beweise skizziert wird die Theorie der singulären Integralglei- 
chungen vom Cauchyschen Typus, wenn die Unstetigkeitskurve C' aus endlich 
vielen punktfremden einfachen Bögen besteht und die Sprungfunktion zur Klasse 
LP(C) gehört. Die angegebenen Methoden und Resultate sind für p>x>1 bei 
bestimmtem x denjenigen der von Muschelisvili, Trjitzinsky u. a. entwickelten 
Theorie ganz analog. Walter Thimm. 

Sato, Tokui: Determination unique de solution de P’&quation integrale de 
Volterra. Proc. Japan Acad. 27, 276—278 (9151). 

L’A. prova che il classico teorema di Picard relativo alla determinazione unica 
dell’integrale analitico di un’equazione differenziale del primo ordine di forma nor- 
male, si estende nel caso dell’equazione integrale di Volterra. Precisamente, egli 
dimostra il seguente teorema. Siano De due domini rispettivamente del piano 
x e dello spazio (f, u) e sia C' una curva che unisce i due punti a e x,, appartenente 
a D (a, x,€D) tale che qualunque sia r > 0 esista su Ü un punto x, in modo che 
a partire da esso la curva C non esca dal cerchio di centro x, e raggio r. Siano f(x) 
e K (z,t,u) analiticamente regolari rispettivamente in Dein |r-a|<i, 
(t, u)€E D, dove 1 & il limite superiore di |E—a| quando (t, u)€’D. Se l’equazione 

% 


integrale di Volterra vu(x)=f(x al. K(x,t,u(t))dt (x,t€C) ammette una 
[77 


soluzione regolare u= u(x) su C, e il punto (x,, w,) appartiene a D, essendo u, 
un valore dell’insieme dei valori imiti dd u=u(x) per x, x€(, allora 
u=u(x)e& regolare nel punto x,. Landolino Giuliano. 
Lehmann, N. Joachim: Der Zusammenhang allgemeiner Randwertaufgaben 
mit der Integralgleichungstheorie. Math. Nachr. 5, 139—160 (1951). 
— L’A. studia una en integrale o ee, del tipo y(z) = 
A(K (x, 8), y (8 )) + f(x), dove il simbolo (u(s), v(s)) sta a indicare una forma bi- 
lineare ls due funzioni u,v, definita per u, v verificanti opportune ipotesi di 


 regolaritä, la quale Bu essere per esempio del tipo 


ag Pe - oe 


(u, v) ZN" @ v9 ( (2) do, (x + u” (x x,) v „® (x,) 


per un certo sistema en costanti a e di er a variazione limitata o,,(%). 

Supponendo l’esistenza di uno spazio funzionale lineare tale che, per ogni coppia 

di funzioni u, v di esso sia (uw, v) = (v, u), (u, u) >0, riesce agevole estendere al- 

l’equazione considerata la teoria di Schmidt sulle equazioni integrali lineari a nucleo 

simmetrico. I procedimenti dimostrativi e i risultati indicati relativamente al- 

l’esistenza e realtä degli autovalori, ai nuclei iterati, ai teoremi di sviluppo in serie 
29* 
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sono quelli consueti. A una equazione integrodifferenziale del tipo studiato si 
& condotti per esempio nello studio di problemi di autovalori rispetto a date condizioni 
terminali per le equazioni differenziali lineari autoaggiunte di ordine superiore al 
secondo dipendenti da un parametro. Gianfranco Cimmino. 

Wagner, Carl: On the solution of Fredholm integral equations of second kind 
by iteration. J. Math. Physics 30, 23—30 (1951). 


Die inhomogene Integralgleichung y%(s) = al K (s,t) y(t) dt + f(s) wird 
u 
iterativ nach dem Ansatz 


\ 
Un le) u. (s)erreis) [ f K(s,t)w,() d + fs) u, Ö) 
b = 
behandelt, insbesondere mit c(s) = |} j; K (st) d — ) . Aus Untersuchungen 


a 

von Wiarda und Bückner ist bekannt, daß im allgemeinen schon der Fall 
c(s) = const. zu einer Erweiterung des }-Konvergenzbereiches gegenüber der klas- 
sischen Iteration c = 1 führt. Um so mehr ist dies bei dem obigen Ansatz zu er- 
warten; ein vom Verf. gegebenes numerisches Beispiel mit dem Kern log |s? — #2| 
bestätigt dies. Der neue Ansatz stellt auch eine Anwendung des für gewöhnliche 
lineare Gleichungen von R. v. Mises und H. Pollaczek-Geiringer vorge- 
schlagenen Iterationsverfahrens auf Integralgleichungen dar. In diesem Zusammen- 
hang werden vom Verf. hinreichende Konvergenzbedingungen aufgestellt und eine 
weitere Verallgemeinerung des Iterationsverfahrens als Analogon zum Verfahren 
von Seidel beschrieben. Hans Bückner. 

Parodi, Maurice: Quelques applications de ealeul symbolique & deux variables 
ä la r6solution d’&quations integrales. Ann. Soc. sci. Bruxelles, I. Ser. 65, 57—63 
(1951). 


Die zweidimensionale Laplace-Transformation ordnet der Originalfunktion 


F (x, y) die Bildfunktion f(u, v) = 1 1 ew@=wy F (x, y) de dy zu. Verf. betrachtet 


06 
Integralgleichungen teils für die Funktion F, teils für f, und übersetzt sie vermittels 
der in dem Buch D. Voelker-G. Doetsch, Die zweidimensionale Laplace-Trans- 
formation, Basel 1950, angegebenen Korrespondenzen jeweils in den anderen Be- 
reich, wo sie euren ee haben. So wird z. B. aus der Integralgleichung 


Ih fu, v) du +4 f Jo (2Yuu)f( (u, v) du = 9 (u, v) 
vermöge der Beenden A 1, 47 und 43 des genannten Buches die Gleichung 
D(z,9) HAF(lja,y)= 26 (m, y), wo@ die ee zußist. Für) = +1 
lautet die Lösung F (x, y) = in [x6 (2; „6 (- 3 »)|; der als Bildfunktion 


1 7) 
a ae af I: (2Yuu)o( (u, ® |. 
- Gustav Doetsch. 
Widder, D. V.: Weierstrass transforms of positive funetions. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 37, 315—317 (1951). 

Die MT 


entspricht: f(w, v) 


(1) fa) = ferentn pp ay 
} 2VE — 00 
soll durch einen Differentialoperator umgekehrt werden. Wegen 
00 00 
De } 2 F} 1 : r} 
e I e=yP e= vlt dy ist formal e?’ p(x) = A fi e=vP (x) e= vlt dy. 
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Infolge der bekannten Operatorengleichung eyPoy(x) =p(x — y) ist dies gleich 
der rechten Seite von (1), also gilt: f(x) = e?’ p(x). Die nn EOSBE lautet: 


p(x) = e”?* f(x). Der Operator e=?* wird so gedeutet: e=!D? — 1 e-v'I:tcosyD 
—=/09, 


avar 
Q & 1)* 2 D) 2 

-f(x)dy, wo cos yD: f(x) = u an ’ y2k fh) (a), und eD— An e-tD*, 

[Anm. d. Ref.: Hierzu ist die Arbeit des Ref. in Math. Z. 41, 283—318 (1936), dies. 


Zbl. 14, 213 zu vergleichen, wo von vornherein der Parameter t# eingeführt: 
oo 


f(x) = zT il e-@=yHop(y)dy, und die obere Grenze der t bestimmt wird, 
Ti _o 


für welche die Umkehrung möglich ist. Diese selbst ergibt sich, wenn f(x) = 


ei: fr e'zvV F (y)dy die Fourier-Darstellung von f(x) ist, in der Form 9 (x) = 
— 00 


oo 
S f ev et’ F(y)dy, was offenkundig gleich eD' f(x) ist, denn 
— 00 
# 
y RS ne 1 F Sc-Vr 
—t.D! N) —tD! „iX 2 pt 
et Mal 1 tD* eixy Fly = ,_ > 7 - Den eiay F(y) dy 


1 © ©, zn 2% 
EL > an (iyer eirv Fly) dy— 


-oNn= 


Ser ro Fly) ay.] 


Diesen formalen Beziehungen kommt eine reale Bedeutung zu bei der Aufstellung 
von Bedingungen dafür, daß ein f(x) in der Form (1), aber in Stieltjesscher Ge- 


[0,0] 
Stalt f(x) = ie [ = v'*da(y) darstellbar ist, und zwar mit einem monoton 
7 — oo 
zunehmenden «&. Diese lauten: 1. f(x) ist ganz, 2. f(x +iy) = 0 (ev) gleich- 
Bam Re 22h fürsjedes? R.>0#3. 0° Mr) 0. fürn iS 
[Anm. d. Ref.: Vgl. hierzu die in der oben zitierten Arbeit S. 310 aufgestellten Be- 
dingungen.] Bei den als Beispielen angegebenen Paaren f, « ist allerdings Bedingung 
2 nur in einem Fall erfüllt. Der Beweis soll an anderer Stelle erscheinen. 
Gustav Doetsch. 

Hirschman jr., I. I. and D. V. Widder: On the produets of funetions represented 
as eonvolution transforms. Proc. Amer. math. Soc. 2%, 97—99 (1951). 

In früheren Arbeiten (dies. Zbl. 30, 393, 35, 192, 193) haben Verff. „Faltungs- 


[0,0] 
transformationen“ f(x) = f G(2=—t)da (tl) mit Kernen der Gestalt @(t) = 
— 00 


{00 00 
a f[ E(s)tesds betrachtet, wobei E(s) = eb» 1 (1 = =) eslı® mit 


and _ oo el 7 
I a7? < 0 ist. In der vorliegenden Arbeit beweisen sie: Es gehöre @ (x) zur Klasse 
[0,0] 


I, II oder III in der früheren Terminologie. Es sei f(x) = f G (x —t) daft), 
oo 
— [Ge -Hdakt) mit al)ert, Bidet Wenn 0<A, 0<A, 
— 00 
[0.0] 
M+A<L1 ist, so ist F(Am)g (a2) = JS Clke-t)dylt) mit yiet. Ein 
—o0 


[0,0] 
analoges Resultat wird über Transformationen der Gestalt f(x) — {N G(z—t)e *lylt)dt 
— 0 


mit pEL, (— ©, 00) bewiesen. Gustav Doetsch. 
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"Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the behavior of Fourier sine trans- 
forms near the origin. Proc. Amer. math. Soc. 2, 398—400 (1951). 


Für x > 0 sei f(x) nichtnegativ und IE für x > oo strebe f(x) gegen 0; 
1 


ferner sei f x f(x) de < ©0. . Dann ist Fit) = -/ f(x) sintx d& konvergent und | 
+0 
[0,0] 
trivialerweise F(t) > 0. Es wird bewiesen: Es ist un Filt = J® (x) dx, wobei 


dieser aNerı auch oo sein kann. Hieraus ergibt ee g ) habe Erde die Eigen- 


schaft Y f(x)d&e =1, und es werde ö(a)=0 für = <0, ö(x) = f(x) für > 0 
Ö 


% 


gesetzt, so daB o (x) = f ö(s) ds eine Verteilungsfunktion ist. Dann hat die 


ee) 


Fourier-Stieltjes-Transformierte VOonaotz)2 Ho e!2do(z) beii=0 dann 
ö 


oo 
und nur dann eine Ableitung, wenn das erste Moment f x do (x) endlich ist. | 
ö | 
Gustav Doetsch. 
Hirsehman jr., 1.1: The behavior at infinity of certain eonvolution trans- 
forms. Trans. Amer. math. Soc. 70, 1—14 (1951). 
ioo 


Et pr 1 est bs 2 DEREN s/ar 
Es sei G (ft) = —. Fate für - oo<t< co mit B(s)=e ge e R 


2 ni er 


oo 
bei I ar < 00. Ferner sei f(s) = N. G (x —t) da (t) die durch ein solches @ ge- 
—00 
bildete Faltungstransformierte einer nichtabnehmenden Funktion «x(t). Die Mit- 
teilung gibt — im Gegensatz zu der durch ihren Titel geweckten Erwartung — 
einige Sätze über «a(t) an unter folgenden Bedingungen bezüglich @ und des Ver- 
haltens von f(x) im Unendlichen: a) kei a,.>0 mit Ya; = oo und f(x) = 
O(G(x—o)) für »— 00, b) bei ,>0 mit I |a;'| = co und f(x) = O(G(z—o)) 
für- 2 — URN Gaus@ S Ersetzung der a, durch = |a,| entsteht, c) bei a, > 0, 
aber 5 a7 <oo und f(x)=0 für >o+b+ I a;'. Bei a) und ce) ergibt sich 
x(t) als eine Konstante für } ==0: Insbesondere a f(x) = 0, wenn a) für negative 
o mit beliebig großem absoluten Betrag gilt. Das letztere läßt sich bei b) zeigen. 
Zwei Anwendungen von a) auf die Laplacesche bzw. Stieltjessche Transformation 
versuchen die Bedeutung dieser Sätze zu zeigen. Tibor Szentmärtony. 
Kae, M.: Onatheorem of Zygmund. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 475—476 
(1951). 
The author gives a short proof of following Zygmund’s theorem: If f{x)E 
A 


I? (- 00; 00) (1 <p<2), then lim [ f(x) e'”?dx exists for almost every A. — 
A>o B 
B>—o 


To prove it, the author considers the series 55 D,„(}) and B5 Y,„(A) where 
n=0 


n=0 
2n+t1 2n+2 
DB.h)= Fi a) ed® dx and IA) = f f(x) e?*dx and shows that both 
zn 2n+1 
are orthogonal with respect to the measure u(E) — e IF a gy. By the 
IT 


E 


oo +00 3]? 
theorem of Hölder we have > ( hi |®,(A) ? au) < 00. Hence, by the well- 


=() | \—oo 
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known theorem of Menchoft, it follows that the series 55 ® (A) converges almost 


everywhere with respect to the measure u and, consequently, with respect to Lebesgue 


n+0 n+1 1/» 
f Te)et2dx SH Haaz) 
n=0 n N 

(0 <0 <1), Zygmund’s theorem follows. [The paper of Menchoff is wrongly 
quoted; it should be done: Fundamenta Matb. 10 (1927).] Jan Mikusinski. 

Gomes, Ruy Luis: Die Diracsche Funktion. Ihre mathematische Interpre- 
tation. II. Gaz. Mat., Lisboa 12, Nr. 48, 8&—11 (1951) [Portugiesisch]. 

(Teil I s. dies. Zbl. 40, 208). Es wird darüber berichtet, wie im Rahmen der 
Schwartzschen Theorie der Distributionen (dies. Zbl. 37, 73, 42, 114) die Ableitung 
definiert und auf diese Weise die Gleichung ö(x) = r’(x) legitimiert wird, wo r(x) 
die Einheitsfunktion (= 0 für t<0, =1 für t >0) bedeutet. Als Beispiel wird 
nach Schwartz die Gleichung A(l/r) = —4r6 bewiesen und die Poissonsche 
Gleichung für das räumliche Potential abgeleitet. Gustav Doetsch. 

Herk, €. G. @. van: A class of completely monotonie funetions. Compositio 
 math. 9, 1-79 (1951). ’ 


oo 
measure.. So does the series >= Y (A) too. Since 


1 
. Let {F} denote the class of functions expressible in the form F (2) = | del) 
0) 

where y(t) (0 <t <1) is a non-decreasing function with x(0)=0, y(l)=1, 
2yx(t) =y(t +0) + x(t—0). Every F(z2)Ee{F} is completely monotonic for 
2 >0. — Let Oo <z, <xz,<--- a,>0. The author deals with the (moment-) 
problem to find funetions F(z) belonging to the class {F} [or, what amounts to the. 
same thing, to find functions x(t) of the above discribed sort], so that the equalities 


(1) Fi,) = (: „= @, shall hold for n—1,2,... — Define the poly- 


0 
nomials P, (x), Q,(2), Pf(x), Q%(x) by the determinants 


| m—] | 
el EN 0 ) 
P, m(*) = SE br - ; M 
ee RE er RT, a) 
| m 
9.0) = (1pmmenp | 0.0 1, wen | 
‚am = | m—)] E „m 
Aa, ‚4,5 a, pen, x; (el. 209) 
| m 
nz 4% 0 VEN) 
* et, +] 2 2 je} 2 ? ’ ’ 
Pzm(*) = he | m “ 2 m 
1, 2, ...,%; , 0, 25 0, %9 0, %; \i=1,...,2m) 
| - m—1| 
9% (2) = (mon y72+1 90 ,...,0 I tee 
2Zm\* 2 m E 2 „Mm 
Ve RB 00 NEN 


if n= 2m and by similar expressions if n = 2m + 1. If F(z) is a non-rational 
(non-degenerate) solution of (1), then (2) (1)? {—P,(x) + Q,(x) F(x)}>0 and 
(-1)# {P# (x) — zQ% (2) F(a)} >0 for Oo<r<m ff k=0, fr u, << 
ae Sn el sand oma, << U Ren n= 52. %.).. IP) 
rational (degenerate) solution of (1), then the inequalities in (2) are verified for 
n=1,2,....N andfor n>N the left hand side expressions in (2) are identically 
zero. Introduce now the rational functions R,(x) = P,(x)/Q,(2) and R#(x) = 
P*(x)/x Q%(x). R,(x) and R%(x) belong to the class {F}, are positive and verify 
the relations (1) {Rk(x) — R,(w)} >0 (.<x2<%) R,(&) = Bil) = % 
(k=1,2,...,n). In order that (1) shall have a non-degenerate solution F(2), it 
is necessary and sufficient that the numbers 9,, 9%; (n = 2,3,...) defined by 
RER) FRE (8) 9, #94 = 1 shall all verify 9, >0, 9 >0. U 
this condition is verified, the sequences R,(x) and R*(x) are monotonie and bounded, 
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hence the functions R(x) = lim R,(x) and R*(x) = lim R*(x) exist and 
Nn>XO N 00 hu 
represent solutions of (1). All other solutions F'(x) of (1) lie between R(x) and R* (x) 


(x > 0). In order that the solution F(x) of (1) shall be unique (i. e. that the moment- 
problem shall be determined) it is clearly necessary and suffieient that R(a) = pe a) 
P%-110) PX (0) 


N. = —— 
In %%y..+%n EN) 9,0) 
[0,0] 


i i 
(n = 2,3,...) then (1) is determined if and and only it > (n, en ) OR 


32 L, Nr 
The necessary and sufficient condition for the existence of a degenerate solution is 
that the numbers 9,,0* defined above verify 9, > 0,9% >0 forn=1,2,...N—1 
and 9,0% — 0. In the degenerate case (1) is always determined. — The author 
investigates also the problem whether by leaving out some of the conditions (1), 
a determined problem becomes an indetermined one. At the end of the paper the 
author gives examples of functions belonging to class {F} and of operations under 
which {F} is closed. The asymptotic expansion of funetions of {F} is investigated 
and the paper concludes with the following theorem: Let 1=&, <&,<:.-.:—m. 
Let O0 <a,<1 and «,—>0(5— 00). There exist F(z)E {F} that satisfy P(&,) >a, 


and lim F(x) = 0. In other words, there exists completely monotonie functions 
>00 


that decrease arbitrarily slow as © — oo. Janos Horvaäth. 


This condition can be given in an other form. Let 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Acz6l, J., L. Kalmär et J. G.-Mikusinski: Sur P’&quation de translation. Studia 
math. 12, 112—116 (1951). 

Es interessieren Lösungen der Funktionalgleichung f[f(x, w), v] = f(®, w + v) 
im reellen Bereich a <x <b, —oo<uv < + 00. Wenn man für f Stetigkeit 
und Monotonie voraussetzt, so zeigt sich leicht, daß fin der Form (*) f(x, u) = 
2 To (x) + u] angegeben werden kann, wobei » (die Inverse zu Q2) eine stetige 
und streng monotone Funktion ist, die das Intervall (a,b) auf (— 00, + 00) ab- 
bildet. Ziel der Arbeit ist es, statt mit der angenommenen Stetigkeit und Monotonie 
mit weniger anspruchsvollen, ähnlichen Voraussetzungen das gleiche Ergebnis zu 
gewinnen. Dies geschieht nach einfachen Methoden aus der Theorie der reellen 
Funktionen für fünf Varianten. Zuletzt wird ein Beispiel für eine Lösung f ange- 
geben, die nicht durch (*) erfaßt wird. Hans Töpfer. 


Thielman, H. P.: A note on a funetional equation. Amer. J. Math. 73, 482—484 
(1951). 

Reviewer has proved that (1) every continuous, increasing and associative [(&o y) >= 
= x0o(yo2)] function &0 y can be written in the form 0 y=®1[®(x) + B(y)], [this Zbl. 
33, 110; author quotes a weaker result postulating also commutativity (@&oy=yox) which 
was proved to follow from continuity, striet monotony and associativity]; (2) if the functional 
equation® (ax +by+c\=a®(x)+P® (y)-+ yhasanon trivial solution then a = a,ß = b 
and the general solution ® (x) is a linear function (this Zbl. 31, 117); (3) if the functional equation 
DIF(&, y)| =@[D(a), D(y)), — where Ca,y)=axz-tbyte or Gay) =ytlayla) 
+by(y) + c] — has a non-trivial solution, then F(x,y) = p"![a p(2) +bo(y) +c] (dies. 
Zbl. 80, 301). — Author proves that if the functional equation B(x o y) = ®(x) + ®(y) where 
x° y is a polynomial— has a continuous increasing solution, then exp ®(x) must be a linear 
function, or, what is the same, the only continuous increasing associative polynom is x o YEAaLY 
+b(& + y) +c, whereac =b?—b. Author’s proof for this theorem is unnecessarily long as 
after his statement that associativity and commutativity involves that wo y is a symmetric 
polynom in which both x and y figure at most on the first degree, — the substitution of 
soy=axzy+ba+by+te into (voa)oy=wo(xoy) gives immediately ac=b?—b 
qu. e. d. — Author proves also, that the only continuous increasing associative functions & - Y 
for which zoxis a polynomial of degree greater than 1 are the zo y— d1 [®(&) + ©(y)] 
formed with ®(x) = log (aw + b) or with ®(x) = are cos (a x + b). Janos Aczd. 

Rothe, E. H.: Critical points and gradient fields of sealars in Hilbert space. 
Acta math. 85, 73—98 (1951). 


ns 
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In four papers, published between 1939 and 1949, mentioned in the one under review, 
the author had studied functional equations of the form: x — f(@) = 0, & denoting a point 
in a Hilbert space and f, a completely continuous operation. Such equations have been much 
studied, in particular by J. Schauder and J. Leray who have applied to them first the method 
of the fixed point, then the method of the topological index in linear spaces. The author had 
previously pointed out that such methods alone do not cover certain important cases (this Zbl. 
31, 216). Moreover they yield only existence theorems. The author restricts himself to studying 
the particular, yet interesting case when, in the light of the work of M. Morse, variational 
methods may be applied. Such cases are characterized by the fact that the functional equation 
x—f(x)=0 may be written in the form: grad (x) = 0, where i(x) = 4 ||x||? + I(x), I(x) 
being a real valued function and grad i(x) = g(x) being defined as a mapping of the Hilbert 
space into itself such that &(x,) — i(2,) = (g(%), & — %) + (x, 2% — %,), where r(2,, 23 —&) 
—= 0(||&3— x, ||). Now, under certain conditions of regularity, grad i(x) = 0 is the equation 
to the so-called critical points of the „scalar‘‘ i(x). In the third section of the article under 
review, the author makes a detailed analysis of the critical points of a scalar. They may be, 
as in the classical cases, either degenerate, or non degenerate, according as the second Frechet 
differential of i(x) is expressed by a degenerate, or a non degenerate, quadratice form. Under 
certain general assumptions it is shown that the scalar (x) has at most a finite number of 
eritical points in a bounded, open, convex, set. — As in the theory of M. Morse, type numbers 
of critical points are defined. The type r of a critical point a is the number of negative terms 
in a quadratic form, written as a sum of squares, which is deduced from the second Frechet 


differential of (x), at the point a. Then m’(a) = ö/ is the ö" type number of the critical point a. 
The topological index of, the equation g(a) = 0 is defined exactly as in the theory of J. Schau- 
der and J. Leray [see: Ann. Ecole norm. sup. 51, 45 (1934); this Zbl.9, «3]. The author 
proves that, under certain conditions, this index is equal to (— 1)". Finally if a, 0»...,q, 


are the critical points of i(x) in a bounded, open, convex, set, the numbers M!—= N mi, 

El 
where m& = m! (a,), may be introduced as in the Morse theory. It is shown that if V is a boun- 
ded, open, conyex, set about 0), if $ is its boundary, if y denotes the characteristie of the gradient 
field g(z) on S and y the index of the mapping g at 0, y=y = N (-1)'M'. — This result 
and some important inequalities established in theorem 6.2 of this paper, are the main results 
of the author. In a last section, an application of this general theory is made to the system 
of integral equations: 


” n 
Y* (8) uw SKu;lı HEBEN et eher 
where {y;} and {yf} stand for conjugate n-uples with respect to the kernels K,,(t, s). A rather 
N 
very restrictive condition is imposed on the funtions f,, namely that IV f;(b, 0, %9 --., d,) dv, 
1 


should be an exact differential. — The problem of the existence and of the uniqueness of a solu- 
tion of such a system is shown to depend on the investigation of the critical points of a scalar 
i(x), following the methods explained by the author. Under certain general conditions of regu- 
larity, it is proved that the above mentioned system has one and only one solution. — The case 
of symmetrie kernels had been treated already by M. Golomb [Math. Z. 39, 45 (1934); this 
Zbl. 9, 312]. C. Racine. 

Putnam, €. R.: On normal operators in Hilbert space. Amer. J. Math. 73, 
357—362 (1951). 

B. Fuglede proved (this Zbl. 35, 358) that if N is a (non necessarily bounded) 
normal operator and if A is a bounded operator, both in Hilbert space, then 
ANC<SNA implies AN*C N*A. His arguments, with some modifications, permit 
to prove the following more general Lemma: If N, and N, are normal operators, 
and if A is a bounded operator, then AN,SN,A implies ANFCNSA. This 
Lemma is used to prove the following theorem: If the bounded normal operators 
N,, N, are similar, then they are also unitarily equivalent, i. e., the existence of a 
bounded non-singular operator T, such that N, = TN,T-!, implies the existence 
of a unitary operator U such that N, = UN,U-!. — There are given some further 
theorems on the permutability of normal operators, one of which reads as follows: 
If A and B are bounded operators, and if Bis a normal operator, then AB— BA=Ü 
and OB= BC imply © = 0. This statement is false if B is not required to be 


2 i h : 20 11 
normal, as shown by the following example in 2 dimensions: A = L, or B= * N > 


3 01 BRAR 
ee & 0) Rela S2.-Nagy. 
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Neumann, Mauriee: A note on the U operator. Phys. Review, II. Ser. 83, | 


671—672 (1951). 

Daleckij, Ju. L. und $. G. Krejn: Formeln für die Differentiation von Funk- 
tionen Hermitescher Operatoren nach einem Parameter. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 76, 13—16 (1951) [Russisch]. i 

Es sei H(r) ein beschränkter Hermitescher Operator des Hilbertschen Raumes, 
der von einem reellen Parameter 7 abhängt; {E; (r)} sei die entsprechende Spektral- 
schar. Hat die Funktion f(A), in einer Umgebung des Spektrums von H(7,), eine 
absolut stetige Ableitung df(A)/dA, so gilt die Formel 

ee) _ OZED am, u) GR an) 

wobei es sich um ein wiederholtes abstraktes Stieltjes-Integral handelt. Analoge 
Formeln gelten für die höheren Ableitungen, sowie für Ableitungen von der Form 
df(H (t,), T,)/dr. Mit Hilfe dieser Formel werden formale Entwicklungen für Opera- 
toren der Form f(H, + &H,) gegeben, wobei & ein reeller Parameter, H, und H, 
beschränkte Hermitesche Operatoren bedeuten. Als weitere Anwendungen werden 
Integraldarstellungen für die Lösungen x(r) der Gleichung H(d)x(e) =g(r), 
sowie die Lösungen X(r) der Operatorengleichung H(r) X(r) - X (rt) Hk) = F(r) 
angegeben. — Ohne Beweise. Bela S2.-Nagy. 


Wilansky, Albert: The bounded additive operation on Banach space. Proc. - 


Amer. math. Soc. 2%, 46 (1951). 

An additive (non necessarily homogeneous) operation U(x) from one normed 
linear space to another is continuous if and only if it is bounded in the interior of 
the unit sphere. The interior of the sphere cannot be replaced in this statement by 
its frontier. A. Alexiewie2. 

Gochberg, I. C.: Über lineare Operatoren, die analytisch von einem Parameter 
abhängen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 629—632 (1951) [Russisch]. 

Verf. betrachtet einen normierten Raum R und lineare Operationen aus (R — R). 
Bezeichnungen: A,: Eine Schar von Operationen, die regulär-analytisch von 
) abhängen, wo Airgendein Gebiet der komplexen Ebene durchläuft. 7; = E — A,. 
V eine vollstetige, U eine umkehrbare Operation, U, eine Operation mit Links- 


bzw. Rechtsinverser, bei der die Gleichung U, x=0 bzw. U,2=0 endlich viele 
linear unabhängige Lösungen hat. Fredholmgebiet ® bzw. Nöthergebiet N: Menge 
der A, für die eine Darstellung der Form T,=V +U bzw T,=V+T, silt. 
®=U®, N =UN,;: Zerlegung in zusammenhängende Komponenten (® und N 
sind offen). Satz 1: In jedem ®,W =1,2,...) gibt es eine Menge ®, von isolierten 
Punkten, so daß die Gleichung T,2x=0 für alle A€E®,—69, gleichviel — etwa 
v, —, füri€06, mehr als v, linear unabhängige Lösungen hat. — Spezialfälle dieses 
Satzes wurden bewiesen von Giraud (bei Integralgleichungen;; dies. Zbl. 24, 411) 
und von Nikol’skij [im Falle A, = 4A unter einer zusätzlichen Voraussetzung; 
Izvestija Akad. Nauk SSSR 7, 147—166 (1943)]. — Bei der Untersuchung von N 
macht Verf. die einschränkende Voraussetzung A,—= AA. Satz2 besagt, daß der 


Unterschied der Lösungszahlen von 7,2 —= 0 und der konjugierten Gleichung . 


T;x = 0 in jedem einzelnen N, konstant ist, Satz 3 macht eine wörtlich Satz 1 
entsprechende Aussage für die N,.— Für die Bedeutung von N vgl. man Gochberg, 
dies. Zbl. 42,119 und Atkinson, dies. Zbl, 42, 120. Karl Zeller. 
Kolmogorov, A. N.: Die Arbeiten von I. M. Gel’fand über algebraische Fragen 
der Funktionalanalysis. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 184—-186 (1951) [Russisch |. 
Godement, R.: Sur la theorie des reprösentations unitaires. Ann. of Math... 
II. Ser. 53, 68—124 (1951). 
Chapitre I: Soit A une algebre auto-adjointe commutative uniformement fermee d’ope- 


rabeurs dans un espace hilbertien. Le cas classique est celui ot A est engendres au sens de la 
topologie uniforme par un seul operateur U: on definit alors le spectre de U (sous-ensemble 


ee 
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compact du plan complexe), les fonctions de U, les varietes spectrales, etc. L’A. etend la theorie 
_ au cas general, le spectre de A etant notamment defini comme l’espace compaet des caracteres 
de A. Le theoreme de von Neumann, d’aprös lequel A est engendree au sens de la topologie 
faible par un seul operateur, est evite par I’A., dont le souci constant, dans ce mömoire, est de 
„prendre en consideration l’aspect topologique des problömes“. — Chapitre II: soit A une 
*-algebre sur le corps complexe, Une representation preunitaire (resp. unitaire) de A est un 
*-homomorphisme 2 — U, de A dans l’algöbre des endomorphismes reguliers d’un espace 
prehilbertien (resp. hilbertien) 7 (U, endomorphisme de 4, est dit regulier s’il existe un endomor- 
phisme U* tel que <Ua,by = <a, U*b)). Si aEH, f(x) =<U,a,a» est une forme lineaire 
positive sur A [i.e. /(a*) = f(x), f(x* x) > 0]. Reciproquement, si f est une forme positive: 
sur A, l’equation /(2* x) =0 definit un ideal & gauche a, de A; soit = — x, Vapplication 
canonique de A sur A/a,; les formules <z,, y> —= f(y* x), U, y, = (x y); font de A/a, un espace 
prehilbertien muni d’une representation preunitaire U, de A. Pour que les U, soient continus 
(done prolongeables au complete de A/a,, auquel cas f est dite unitaire) il faut et il suffit que, 
pour tout x, existe une constante M,„ avec f(y*a* xy) < M,„f(y* v). Pour que f puisse se 
mettre sous la forme <U,a, a), ou U, est une representation preöunitaire de A, il faut et il suffit 
que f soit bornee, i. e. qu’il existe une constante M avec |f(x)| < M f(x* x)*. Si A est normee 
complete a element unite, il y a equivalence entre les notions de forme unitaire bornee et de 
forme continue positive, et ||f||=f(e). Si la representation unitaire definie par f est irreduc- 
tible, f est dite elementaire; l’A. etudie la nature topologique de l’ensemble des formes el&men- 
taires. — Soit A une *-algebre commutative. On appelle caractere unitaire de A un homo- 


mofphisme © —x(x) de A dans le corps complexe tel que y(x*) =y(x). On munit l’ensemble 
des caracteres unitaires de 4 de la topologie faible. Theor&me: ä toute forme unitaire f sur A 
correspondent un ensemble localement compact de caracteres unitaires de A et une mesure de 
Radon positive u sur cet ensemble tels que: (a) pour tout x € A, la fonction xy, x) est de 
carre sommable pour u; (b) <f, 2 yze) = IRG7 x yzydu(x). Si en outre f est bornee, u, est 
bornee et (f, 2) = r 4 ©» du (x). — Le chapitre III est consacre aux sommes continues d’espaces 
hilbertiens. Cette notion est due avon Neumann (ce Zbl. 34, 61) mais !’A. la reprend complete- 
ment en lui donnant une forme mieux adaptee aux applications. D’apres l’A., cette notion est 
la generalisation naturelle de la theorie de l’integration telle qu’elle sera exposee par Bourbaki; 
aussi part-il de la notion de champ de vecteurs continu: soit Z un espace localement compact; 
soit, pour tout © £Z, H (£) un espace hilbertien; un champ de vecteurs est une fonction definie 
sur Z dont la valeur en £ est un eläment de A (£); une famille fondamentale A est une famille 
de champs de vecteurs telle que: (A,) A est un sous-espace vectoriel de l’espace des champs 
de vecteurs; (A,) pour tout zE€A, ||x(£)|| est continue sur Z; (A,) pour tout {EZ, les x(£), 
x € A, sont partout denses dans H (2). Ceci pose, les notions de champ continu, mesurable pour 
une mesure positive u, ete., se definissent relativement a A et possödent les proprietes habi- 
tuelles des fonctions continues, mesurables, ete. Par exemple, un champ de vecteurs x est dit 
continu en [, si, pour tout > (0), ilexiste un voisinage V de &,etun yEA tel que || x«()—y(d)|| <e 
pour CEV. Les classes de champs de vecteurs de puissance De integrable pour u(p>1) 
forment un espace de Banach 17... Pur 1<p<-+ ©, ledualde I% est LY(p!+q!=1). 
L?, est un espace hilbertien. Un operateur continu U de L}, est decomposable s’il existe un 
champ d’operateurs U (£) tel que Ux(ö)=U(d)x (Ed) pour EL}. En particulier, toute 
fonction scalaire f(£) mesurable bornee definit un operateur decomposable U, par U,x(£) = 
f(&) x (£). Alors, moyennant une condition de separabilite, un operateur de L}, est decomposable 
si et seulement si il permute aux U,. — Chapitre IV; soit A une algöbre auto-adjointe d’opera- 
teurs continus d’un espace hilbertien H; soient M un anneau d’operateurs commutatif contenu 
dans A’, a un element de H tel que les Ta, T€ A, sous-tendent H, 2 le spectre de M, u la 


mesure positive sur 2 telle que <Ua,a) = fx (U)du(y) pur UEM; pour TEA, ilexiste 
une fonction continue unique 9, (x) sur 2 telle que <T Ua,a) = [x (U) pr (x) du (y) pour 
U € _M; posons 12 (T)=9,(W; 2 est une forme lineaire unitaire bornee sur A; l’ensemble Z 
des Ti est faiblement compact dans le dual de A; tout el&ment £ de Z definit un espace hilbertien 
H (£) (complete d’un quotient de A) et une representation unitaire U,(ö) de A dans H (£); 
application y—f, de 2 sur Z transforme u en une mesure positive » sur Z; enfin, les 7 (£), 
TEA, forment une famille fondamentale; et P’application qui, au vecteur TaeH(T A), 
fait correspondre le champ de vecteurs 7 ([), se prolonge en un isomorphisme de H sur L},; 


si on identifie H & L?, par cet isomorphisme, les T’€ A deviennent decomposables, leurs compo- 


santes sont les U, (£). Si M est un sous-anneau commutatif maximal de A’, presque toutes 
les representation U, (£) sont irreductibles (moyennant une hypothese de separabilite). je 
resultat est tres voisin d’un theor&me de Mautner (ce Zbl. 35, 298) mais ne lui est pas direc- 
tement comparable. L’A. en deduit des resultats analogues a ceux de von Neumann concer- 
nant la decomposition des anneaux d’operateurs en facteurs (la encore, les resultats ne sont 
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pas directement comparables a ceux de von Neumann; ils sont d’apparence moins preeise, les 

proprietes topologiques de 2 ne permettant pas d’appliquer la theorie des ensembles analytiques). 

Dans un Appendice, ’A. applique sa theorie des sommes continues & la theorie ergodique. 
Jacques Dixmier. 


Kadison, Richard V.: A representation theory for eommutative topologieal 


algehra. Mem. Amer. math. Soc. Nr. 7, 39 p. (1951). 

Ist X ein kompakter Hausdorffscher Raum, so sei C(X) die Menge aller reellen bzw. 
komplexen stetigen Funktionen auf X. Es gibt eine Reihe von Charakterisierungen von C(X) 
durch topologisch-algebraische Eigenschaften, die hier in einheitlicher Weise abgeleitet werden. 
— 1. Die erste Charakterisierung, auf der die anderen beruhen, ist die folgende: Ein archimedisch 
geordneter Vektorraum (a.o.$.) ist ein reeller Vektorraum V, in dem durch einen Kegel P von 
positiven Elementen eine Halbordnung gegeben ist, die die Bedingungen erfüllt (a) V enthält 
eine Ordnungseinheit e, so daß zu jedem a€ Vena >0 mit —xesa<xe existiert, (b) ist 


e> afürallea > 0,so ist0 > a. V ist ein normierter Raum, wenn man ||a || = max (|« |,| B |) setzt, 
& = inf a’, ß= sup ß’. Die Menge P* aller positiven linearen normierten (d.h. f(e)—=1) Funktionale 
ae>a Be sa 


f auf V ist schwach kompakt in dem konjugierten Raum V*. Jedes f verschwindet auf einem 
maximalen Ideal M von V [ein linearer Teilraum JC V heißt (Ordnungs-)Ideal, wenn mit a 
jedes b mit —a<b<a in J liegt], umgekehrt gehört zu jedem J ein maximales M ) J mit 
V/M isomorph den reellen Zahlen, also gehört zu M eindeutig ein normiertes positives lineares auf 
M verschwindendes Funktional. Ist M die Menge der maximalen Ideale von V, so ist die Zu- 
ordnung, die jedem « € V die reelle Funktion «(M), «(M) die reelle Zahl, der die Restklasse von 
a in V/M entspricht, ein linearer Ordnungsisomorphismus und eine Isometrie von V in einen 
Teilraum Y(M) von C(M). Diese Darstellung ist jedoch noch nicht die geeignete. M, sei die 


Menge der extremen maximalen Ideale, die Extrempunkten von P* entsprechen, W, die schwach 
abgeschlossene Hülle von M, in P*. Dann folgt aus dem Satz von Krein-Milman, daß die 


Abbildung von Y in C(W,) ebenfalls linear ordnungs- und normisomorph ist; e geht dabei in 
die Konstante 1 über. Dies ist der grundlegende Abbildungssatz. — 2. Ein a.0.s. A ist eine archi- 
medisch geordnete Algebra, wenn A außerdem eine (nichtkommutative) Algebra ist mit der 
multiplikativen Einheit e und wenn mit @ und b auch «5b positiv ist. Die extremen Ordnungs- 
ideale in A sind gerade die algebraischen Ideale, deren zugeordnete positive lineare Funktionale 
multiplikativ sind, ihr Raum W, ist kompakt, und mit Hilfe des Weierstraß-Stoneschen Satzes 
ergibt sich das Resultat von Stone, daß eine in ihrer Norm vollständige archimedisch geordnete 
Algebra algebraisch ordnungs- und normisomorph C(M,) ist. — 3. Ein a.o.s. L heißt ein archi- 
medischer Vektorverband, wenn Z bezüglich der Halbordnung ein Verband ist. Es ergibt sich 
hier der Satz von Stone-Krein-Kakutani-Yosida, daß ein bezüglich der Norm vollständi- 


ger archimedischer Vektorverband verbands- und normisomorph C(M,) und daß M, = M, ist. 
— 4. Die auf Arens und Kelley zurückgehende Charakterisierung von C(X) als Banachraum 
ergibt sich in folgender Form: Ein Banachraum B ist normisomorph einem C(X) dann und nur 
dann, wenn die Extrempunkte der Einheitskugel S*c B* in zwei Stützebenen f(e) =1 und 
fe‘) = 1 liegen, ||e|| = ||e’|| = 1, und wenn die schwach abgeschlossene Hülle einer Menge von 
extremen Punkten von S* stets in einer Stützebene liegt, wenn Sie keine entgegengesetzten Punkte 
enthält. — 5. Eine normierte Algebra A heißt streng reell, wenn a? + e für jedes «€ A ein In- 


verses in A, der vollständigen Hülle von A, besitzt. o(a) bezeichne das Spektrum von a in A. 
Es wird bewiesen: Ist A’ eine Banachalgebra, die eine dichte streng reelle Teilalgebra A mit 
einer Einheit der Norm 1 enthält, so daß a? — e für kein « der Norm 1 aus A ein Inverses in 4’ 
besitzt, so ist A(a), die durch a und e erzeugte abgeschlossene Teilalgebra von A’, algebraisch 
und normisomorph O'(o(a)). A’ ist ferner stets kommutativ, streng reell und algebraisch und 
normisomorph einem reellen O(X). Ferner gilt, daß eine streng reelle Banachalgebra mit einer 
Einheit der Norm 1 und der Eigenschaft (a), daß ||a® +--- +d?|| = ||a||® für beliebige 
4,...d<€ A gilt, oder (b) ||a?||=||a||?, ebenfalls algebraisch und normisomorph einem reellen 
C(X) ist. Daraus ergibt sich dann mit im wesentlichen reellen Methoden der Gelfandsche Satz, 
daß jede kommutative B*-Algebra isomorph einem komplexen C (X) ist. — 6. Eine Banach- 
algebra A erfüllt die Polynomidentität P, wenn || P(a)|| = P(||a||) für alle a€ A gilt. Ist A 
streng reell, ||e|| = 1, und erfüllt es eine Polynomidentität, so ist A gleich einem C(X). — 
2. Diese Resultate werden angewendet auf Operatoren im Hilbertschen Raum. Eine gleich- 
mäßig abgeschlossene reelle Algebra beschränkter selbstadjungierter Operatoren, die den Ein- 
heitsoperator / enthält, ist als ein reelles C(X) darstellbar. Daraus folgt leicht, daß eine kommu- 
tative komplexe O*-Algebra A, die I enthält, als ein komplexes C (X) darstellbar ist. Ist / nicht 
in A enthalten, so ist A als ein O(Y) darstellbar, Y lokalkompakt. Gottfried Köthe. 


Yood, Bertram: Banach algebras of eontinuous funetions. Amer. J. Math. 
‘3, 30—42 (1951). 

Es sei X ein topologischer Raum, A eine komplexe kommutative Banach- 
algebra mit Einheitselement. C (X, A) sei die kommutative Banachalgebra aller 


| 


| 
| 
| 
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> beschränkten stetigen Funktionen f(t), tEX, fit)e A, mit der Norm If m 


a |If(t) ||: Die Menge M der maximalen Ideale von A läßt sich bekanntlich nach 


Gelf and als kompakter Hausdorffscher Raum topologisieren. Mit f(t, M) wird 
' die komplexe Zahl bezeichnet, in die f(t) für ein bestimmtes t beim Homomorphismus 


von A auf A/M, M EM, übergeht. ” wird zuerst bewiesen, daß für vollständig 


® reguläres X und B*- -Algebren A der Raum X der maximalen Ideale von C (X, A) 


homöomorph der ß-kompakten Hülle von X x M im Sinn von Cechist. Sind 

X und X x M beide normal, so wird für N noch eine andere, recht komplizierte 

Charakterisierung gegeben, die die #-kompakte Hülle von X, das Cartesische Pro- 

dukt JE N und die stetigen Funktionen auf X x M benützt. Dabei wird u.a. 
€ 


gezeigt, daß jedes maximale Ideal N von CO (X, A) aus den Nullstellen eines multi- 
plikativen linearen Funktionals auf C (X, A) der Form F f (t, y (t)) du besteht, 


wobei das Integral im Sinne von Hildebrandt gebildet id, u eine Maßfunktion 
‚ist, die auf den Mengen eines maximalen additiven Ideals ® des Verbandes & der 
"abgeschlossenen Teilmengen von X gleich 1 ist, sonst in & verschwindet, und y(t) 
eine geeignete auf X erklärte Funktion mit Werten in W ist. Ist in C (X, A) schließ- 
lich X ein kompakter Hausdorffscher Raum und A ein primärer Banachscher Ring, 
so ist N homöomorph X. Gottfried Köthe. 


Kaplansky, Irving: The strueture of certain operator algebras. Trans. Amer. 
math. Soc. 70, 219—255 (1951). 


1. Hilfssätze über C*-Algebren. Eine C*-Algebra A ist eine uniform ab- 
geschlossene selbstadjungierte Teilalgebra der Algebra 7 der beschränkten Operatoren 
eines Hilbertschen Raumes (beliebiger Dimension). Eine *-Darstellung von A ist 
ein Homomorphismus von A in H, der die *-Operation erhält. A ist dann und nur 
dann dual, wenn es eine treue *-Darstellung durch vollstetige Operatoren besitzt 
oder wenn die Vereinigung der minimalen Rechtsideale von A in A dicht ist. A sei 
dual und einfach oder direkte Summe zweier einfacher Algebren. Ist dann B eine 
abgeschlossene selbstadjungierte Teilalgebra von A, die für je zwei maximale reguläre 
Rechtsideale M, N aus A ein in M, aber nicht in N gelegenes Element enthält, 
so gilt B=A. — 2. Algebren von Funktionen. Es sei X ein kompakter 
Hausdorffscher Raum, C(X) der Raum der reellen stetigen Funktionen auf X. 
Jedem ze X sei eine Banach-Algebra A, zugeordnet, die auch O0 sein kann. A sei 
eine Algebra von Funktionen f auf X mit f(x) € A,, die die Bedingungen erfüllt: 
a) ||f(x)|| ist stetig auf X, b) A ist vollständig bezüglich ||f|| = sup || f(&) 
c) Für jedes x füllt A ganz A, aus, d) A ist abgeschlossen bezüglich Multiplikation 
mit C (X) und das Produkt von f mit einem Element aus C(X) liegt in dem durch 
f erzeugten abgeschlossenen Rechtsideal. Mit Hilfe der Theorie der Partitionen 
von Bourbaki wird bewiesen, daß jedes abgeschlossene Rechtsideal / von A die 
Form hat: / besteht aus allen f€ A mit f(x) EI, I, ein abgeschlossenes Rechts- 


ideal in A,. Mehrere wichtige Spezialfälle dieses Satzes werden angegeben. Drei 


nichtkommutative Verallgemeinerungen des Satzes von Weierstraß-Stone wer- 
den wieder mit Hilfe der Partitionen abgeleitet; die ersten beiden beziehen sich auf 
den Fall, daß die A, O*-Algebren sind, die letzte lautet: Sei X ein lokalkompakter 
Hausdorffscher Raum, D eine C*-Algebra, die entweder dual ist oder ein Einselement 
besitzt, A sei die C’*-Algebra aller stetigen, in oo verschwindenden Funktionen von 
X nach D. Ist B eine abgeschlossene selbstadjungierte Teilalgebra von A, die zu 
jedem Paar von Punkten in X Funktionen mit beliebig vorgeschriebenen Werte- 
paaren in D enthält, soist B= A. — 3. Strukturräume. Nach Jacobson wird 
einer C*-Algebra A der Strukturraum X der primitiven Ideale P von A zugeordnet, 
mit a(P) wird das Bild des Elementes a von A in A/P bezeichnet. Es gilt nun, 
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daß X dann und nur dann ein Hausdorffscher Raum ist, wenn für jedes a die Funk- 
tion ||a(P)|| stetig auf X ist. Ist in A für jedes primitive Ideal P A/P von end- 
licher, von P unabhängiger Dimension, so ist der Strukturraum Hausdorffsch. 
Haben die Dimensionen der A/P eine endliche obere Schranke, so gibt es eine end- 
liche Kompositionsreihe von A, deren Kompositionsfaktoren Hausdorffsche Struk- 


turräume besitzen. — 4. COR-Algebren. Eine C*-Algebra A heißt eine OCR- | 
Algebra, wenn jedes A/P isomorph der Algebra aller vollstetigen Operatoren eines. 


Hilbertraumes ist, d. h. jedes A/P ist dual. Es wird bewiesen, daß eine CC R-Algebra 
auch als eine C*-Algebra erklärt werden kann, für die jede irreduzible *-Darstellung 
aus vollstetigen Operatoren besteht. Der Strukturraum einer CCR-Algebra ist 
stets von 2. Kategorie. Der Hauptsatz über CCOR-Algebren A besagt, daß A eine 
wohlgeordnete aufsteigende Kompositionsreihe von zweiseitigen Idealen /, be- 
sitzt (I, = 0), so daß I,.;ı//, einen Hausdorfischen Strukturraum besitzt. Ferner 
eilt, daß jedes abgeschlossene Rechtsideal einer OCR-Algebra A Durchschnitt 
regulärer maximaler Rechtsideale ist und (Weierstraß-Stone) daß eine abge- 
schlossene selbstadjungierte Teilalgebra B, die zu zwei regulären maximalen Rechts- 


idealen in A stets ein in dem einen aber nicht im anderen gelegenes Element ent- | 


hält, mit A zusammenfällt. Jedes homomorphe Bild und jede abgeschlossene 
selbstadjungierte Teilalgebra einer OCR-Algebra ist wieder eine COR-Algebra. 
Bei der Untersuchung, wann die maximalen Rechtsideale einer C*-Algebra regulär 
sind, ergibt sich u. a., daß die abgeschlossenen maximalen Rechtsideale einer OOR- 
Algebra regulär sind. Viele der Sätze gelten auch für @ÜR-Algebren, das sind 
C'*-Algebren mit einer wohlgeordneten aufsteigenden Kompositionsreihe /, mit 
I, 1/1, COR-Algebra. —5. Algebraische Algebren. Sie zeigen starke Analogien 
zu den Ö*-Algebren. Der Strukturraum eines z-regulären Ringes ist von 2. Kate- 
gorie. Daraus ergeben sich Folgerungen für das Kuroschsche Problem, ob jede 
algebraische Algebra lokalfinit ist. So wird gezeigt, daß dies der Fall ist, wenn 
es für Nilalgebren und für primitive algebraische Algebren richtig ist. 
Gottfried Köthe. 

Sherman, 8.: Order in operator algebras. Amer. J. Math. 73, 227—232 (1951), 

Soit S l’ensemble ordonn& des &l&ments hermitiens d’une algebre X (complexe. 
self-adjointe, uniform&ment fermee) d’operateurs lineaires bornes dans un espace 
de Hilbert. L’A. d&montre que si 8 est un lattice alors A est commutative, et qu’il 
en est de m&me en affaiblissant un peu les hypothöses faites sur S. [A chaque UES 
est associee une fonction @u(w) definie sur l’ensemble des fonctionnelles lineaires 
positives sur S et l’A. &tudie la famille des 9, (w) & l’aide des resultats deM. Krejn 
et S.Krejn relatifs aux espaces de fonctions continues definies sur un compact 
(Doklady Akad. Nauk SSSR et Mat. Sbornik)]. Jean Riss. 


Nakamura, Masahiro: The two-sided representations of an operator algehra. 
Proc. Japan Acad. 27, 172—176 (1951). 

IA. relie les doubles representations unitaires d’une C*-algebre R (ä el&ment- 
unite) aux traces sur R, et notamment aux caracteres de R (points extr&maux de 
l’ensemble convexe des traces). Les d&monstrations, concises, sont des applications 
des methodes de Godement et Segal (cf. par exemple ce Zbl. 31, 359 et 360). 

Jacques Dixmier. 

Pallu de la Barriere, Robert: Algöbres auto-adjointes faiblement fermöes et 
algehres hilbertiennes de elasse finie. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1994—1995 (1951). 

Soient H un espace hilbertien, M une *-algebre faiblement fermee d’operateurs 
dans H. On suppose M et M’ de classe finie. Les notions essentielles sont les sui- 
vantes: un el&ment «€ H est dit el&ment-trace pour Msi (A Ba,ay = (BAa,aN 
pour A, BE M. Un projeeteur P est dit projecteur-trace pour M si PABP — PBAP 
pour A, BEM; la variete M correspondante est dite variete-trace pour M. Si 
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de plus P permuteä M AM=M3,si My est abelien maximal, et si) engendre 


_H pour MN’, WM est dite variete- bh. L’A. generalise alors des rösultats deMurray et 

von Neumann sur les facteurs de classe finie. Il etablit des relations entre ses 

resultats et la notion d' nen hilbertienne au sens d’Ambrose (ce Zbl. 32, 356). 
Jacques Dixmier. 


Alexiewiez, A.: On sequenees of operations. II. Studia math. 12, 84-92 
(1951). 
(1. II. vgl. dies. Zbl. 39, 120). Bezeichnungen wie in Teil II. Es werden die 
_ Resultate von Teil II für lineare Operationen auf polynomische Operationen über- 
tragen. Eine Abbildung U(x) von X,in Y; vom Grad m [im Sinn von Mazur u. 
Orliez, Studia math. 5, 50—68 (1934); dies. Zbl. 13, 210] heißt ein (X,„, Y,)-Poly- 
nom vom Grad nn sie (X,, Y5)-stetig ist. Es wird wieder untersucht, unter 
welchen Voraussetzungen die folgenden drei Sätze gelten: I*. Die Grenzabbildung 
U (x) einer ß-konvergenten Folge von (X„, Ys)-Polynomen vom Grad <m ist 
ein (Xa, Y,)-Polynom vom Grad <m. II”. Ist die Folge U,„(x) von (X,, Y)- 
Polynomen vom Grad < m überall ß-beschränkt und in einer in X, dichten Menge 
konvergent, so ist U,„(x) überall A-konvergent. III” bzw. III%. Gibt es zu jedem 
p ein x,, so daß die Folge U,.(x2) von (X, Y3)- Polynomen an Grad <m, in, 
B-divergent bzw. B-unbeschränkt ist, so gibt es ein x, in dem alle Folgen En: 
 q=1,2,..., divergent bzw. unbeschränkt sind. Die in Teil II für lineare Ope- 
rationen abgeleiteten hinreichenden Bedingungen gelten auch für Polynome. — 
Berichtigung zum Referat von I.: In den Bedingungen (r,) und (r,) ist statt der 
Konvergenz die gleichgradige Stetigkeit der Folge U, vorauszusetzen. Berichtigung 
a Referat von II.: Die er (b,) ist mit (a,) zu bezeichnen, (b,) mit (b,). 
b,) muß lauten: Ist Bi: u fürp=1,2,..., und ist für jede Indizesfolge 9,» 


. Folge x, en so ist auch die Folge x, beschränkt. Gottfried Köthe. 


Alexiewiez, A.: On sequences of operations. IV. Studia math. 12, 93—101 
(1951): 

Bezeichnungen wie in den vorangehenden Teilen (vgl. vorsteh. Referat). Es 
sei S der Raum der meßbaren Funktionen auf einer meßbaren Menge T endlichen 
Maßes mit der Metrik ||z||= |[- De dt, in der S ein F-Raum ist. Es 
1+]20| 
werden lineare und ee Abbildungen eines linearen Raumes X, in 8 
untersucht und die Resultate von Saks, die lineare Abbildungen von F-Räumen 
X„in 8 betreffen, verallgemeinert. X, sei ein (a3)-1 -Raum, d.h. zu jeder Folge x, € X, 


gebe es eine Zahlenfolge 9, +0, so daß aus = 7,„|< ©2 die Konvergenz von 


5,0, %, folgt. Ist dann U, (% 8), q = 2, „, für jedes p eine Folge von 

(X, S) -Polynomen vom Grad <m mit einem x,, für das lim ine t)| — 0 
ir g>o0 

in einer Menge T,CT ist, so gibt es ein x, mit lim LO, (#5; t)| —= 00 fast überall 
g4>n0 

in :T, für, p =1,2,..: Zu jeder Folge U,„(x,t) von (X,, S)-Polynomen vom 

Grad <m gibt es Elemente 2,0, und Zerlogungen Ti nn + BB = 4,45, 

mit (a) lim |U„(x, 1)| < oo fast überall in A, für jedes x, ( , iim (2) = 

—>o Bes 
in B,, (6) lim U, (z,t) existiert fast überall in A, für jedes x, (d) lim U, (x, t) 


Nn—00 Nn>00 
existiert nicht in B,. Ist X, ein F-Raum, so kann schärfer behauptet werden, 


daß es Hesidialidengen X,X,in X gibt, für die (b) nicht nur für ein x,, sondern 
fast überall in B, für jedes x E X, und (d) nicht nur für ein :x,, sondern fast überall 
in B, für jedes TeX, gilt [(a) ad (c) gelten unverändert]. Gottfried Köthe. 
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Alexiewiez, A. and W. Orliez: On analytie veetor-valued funetions of a real 

variable. Studia math. 12, 108—111 (1951). | | 

Eine Menge /' von stetigen linearen Funktionalen & eines Banachraumes X 

heißt streng fundamental, wenn für eine Folge x,eX aus sup |Ex,| < © 
n 


für jedes £€ I'stets sup ||x,|| < 00 folgt. Es wird das folgende reelle Analogon 


N 
eines Satzes von Dunford bewiesen: Ist z({t)EX eine auf a <st<b erklärte 
Funktion und ist &x(t) analytisch in (a, b) für alle & einer streng fundamentalen 


oO zn) (t,) 


Menge J', so ist x (t) selbst analytisch in (a, b), d.h. es gilt x (t) = >: ni (t—1,)" 


N 
gleichmäßig in jedem abgeschlossenen Teilintervall von (a, b). Der Satz ist nicht 
mehr richtig, wenn /' nur als fundamental vorausgesetzt wird, d.h. wenn x > 0 
und K>0 existieren mit sup JlEx|>alle|| für alle zeX. 


seT,jejsK : = 
Gottfried Köthe. 


Alexiewiez, A. and W. Orliez: Remarks on Riemann-integration of veetor- 
valued funetions. Studia math. 12, 125—132 (1951). 

Das Riemann-Gravessche Integral werde mit RG, das Riemann-Pettissche 
Integral mit RP bezeichnet. In Verschärfung eines Resultats von Graves wird 
gezeigt, daß es eine Funktion x(t) auf [0, 1] mit Werten in einem separablen Banach- 
raum X gibt, die RG-integrabel, aberin keinem Punkt stetig ist. Es sei U(x) eine auf 
dem separablen Banachraum X erklärte schwach stetige Abbildung in einen Banach- 
raum Y, die außerdem beschränkte Mengen in beschränkte Mengen überführt. 
Ist x(\E X RG-integrabel, dann ist die Bildfunktion U(z (t)) Bochner-integrabel. 
Ein Beipiel zeigt, daß die Voraussetzung der Beschränktheit unentbehrlich ist. 
Eine Teilmenge /' des konjugierten Raumes X* zu X heißt fundamental, wenn 


«>0, K>0 existieren mit sup Ex| >o||e|| für ale zEX, streng 
ser,|läjllsK 

fundamental, wenn für jede Folge x,EeX aus sup|&x,|< oo für jedes Eel' 
n 


stets sup ||x,|| < © folgt. Ist X separabel, so ist jede der beiden folgenden Be- 
N 


dingungen notwendig und hinreichend für die RP-Integrabilität von z(t)EX: 
a) x () ist beschränkt und &x(t) ist für jedes & einer fundamentalen Menge IC X* 
integrabel, b) &x(t) ist für alle £ einer streng fundamentalen Menge I'CX* 
integrabel. Eine Funktion x (t)EX ist RG-integrabel, wenn ihr Wertebereich 
kompakt und die &x(t) für die £ einer fundamentalen Menge I'CX* integrabel 
sind. Ein Beispiel im Raum c, der Nullfolgen zeigt, daß weder aus der RP-Integra- 
bilität noch aus der schwachen Stetigkeit von x (t) die RG-Integrabilität folgt. 
Gottfried Köthe. 


Alexiewiez, A.: Continuity of veetor-valued funetions of bounded variation. 
Studia math. 12, 133—142 (1951). 


Eine in [a,b] erklärte Funktion x (t) mit Werten in einem Banachraum X 
heißt von beschränkter Variation (b. V.), wenn die Menge aller 53 [x(b,)— x(a,)] 
i=1 . 


in X beschränkt ist, wobei die [a,, b,] paarweise fremde Teilintervalle von [e, d] 
sind. x(f) ist dann und nur dann von b.V., wenn var £x(t)< oo ist für 
sts 
alle £ einer streng fundamentalen Menge I'CX*. Es Se Rn x (t) von 
b. V. mit Werten in einem separablen X, die überall unstetig sind im Sinne der 
Metrik. Aus jeder der drei folgenden Voraussetzungen folgt, daß ein & (t) von b. V. 
in [a,b] schwach stetig ist bis auf höchstens abzählbar viele Punkte: a) X ist 
separabel, b) der Wertebereich von x (t) ist kompakt, ce) X ist schwach folgen- 
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vollständig und in X* ist eine abzählbare Menge fundamental. Dieses Resultat 
gilt auch noch für Räume X vom Typus (B,),d. h.lokalkonvexe Räume vom Typus (F). 
i Ri Gottfried Köthe. 

Cujkina, K.I.: Über additive Vektorfunktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 76, 801—804 (1951) [Russisch]. 

Verf. betrachtet additive Vektorfunktionen, welche Werte in einem Hilbert- 
schen Raum annehmen, und macht Aussagen über ihren Wertevorrat. Für total- 
additive Vektorfunktionen mit Werten aus einem r-dimensionalen Raum ist hier- 
über vieles bekannt. Es sei nur auf Halmos, dies. Zbl. 33, 51, 52 verwiesen, wo sich 
. weitere Hinweise finden. Es soll noch die eben erschienene Arbeit von Dvoretzky, 
Wald und Wolfowitz, Pacifie J. Math. 1, 59—75 (1951) erwähnt werden. 
A.Ljapunov zeigt durch ein Beispiel [Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. math. 
10, 277—279 (1946)], daß die Verhältnisse bei Funktionen mit Werten aus einem 
unendlich-dimensionalen Raum anders liegen. Verf. gibt zunächst folgende De- 
finition: a, @=1,...,r) seien r >2n Elemente des R, (n linear unabhängige). 


£ 
S4,a, 0 <A,<1 möge Parallelotop (Pt.) heißen, a, dessen Grundvektoren. 


2 
Ein Pt. P, setzt ein Pt. P, fort, wenn die Grundvektoren von P, so in zueinander 
fremde Klassen aufgeteilt werden können, daß die Summe der Vektoren jeder 
Klasse genau einen Grundvektor von P, darstellt. Es wird der Satz gezeigt: Die 
abgeschlossene Hülle des Wertevorrats einer additiven und stetigen Vektorfunktion 
mit Werten aus einem Hilbertschen Raum, definiert auf einem Mengenkörper, 
ist die Vereinigungsmenge einer unendlichen Folge einander fortsetzender Pte. 
Für Funktionen mit Werten aus einem endlich-dimensionalen Vektorraum for- 
muliert Verf. den Satz: Eine endlich-dimensionale Menge ist genau dann der Werte- 
vorrat einer endlich-dimensionalen additiven und stetigen Vektorfunktion, wenn 
sie Vereinigungsmenge einer unendlichen Folge einander fortsetzender Pte. ist. 
(Diese Menge ist konvex und abgeschlossen.) Leo Schmetterer. 

Bourbaki, Nicolas: Sur certains espaces veetoriels topologiques. Ann. Inst. 
Fourier 2, 5—16 (1951). 

Il s’agit d’une extension des resultats d’un article recent [J. Dieudonne et L. Schwartz, 
La dualite dans les espaces (F) et (LF); Ann. Inst. Fourier 1, 61—101 (1949)] & des classes 
d’espaces vectoriels topologiques qui sont a la fois plus generales et de definition plus naturelle. 
Une partie T d’un espace localement convexe (]. c.) K est un tonneau si T' est convexe, cercle, 
ferme et engendre E (par les homotheties 2 —7 x). Tout voisinage convexe, cercle et ferme 
de 0 est un T. Inversement, un espace ]. c. est tonnele si tout T y est voisinage de 0. [Tout 
espace l. c. de Baire, done tout espace (F) est tonnele. Le complete d’un tonnele est tonnele, 
tout espace quotient separe d’un tonnele est tonnele, tout produit et toute limite inductive 
separee de tonneles est tonnele, en particulier tout (L F) est tonnele.] L’A. etablit les resultats 
suivants: 1. Dans l’espace L(E, F) des applications continues d’un espace tonnele EZ dans un 
espace ]. c. separe F, toute partie qui est bornee pour la topologie de la convergence simple est 
&quicontinue. 2. Pour qu’un espace ]. c. separe E soit tonnele, il faut et il suffit que sa topologie 
soit (E, E’) (c-&-d. la plus fine de toutes celles pour qui Z’ est le dual de E) et que tout ensemble 
faiblement borne dans #’ soit faiblement relativement compact. 3. Le dual fort d’un espace 
reflexif est tonnele. Pour qu’un espace ]l. c. söpare soit completement reflexif il faut et il suffit 
qu’il soit reflexif et tonnele. (L’A. dit qu’un espace # est röflexif si l’application canonique de E 
dans son bidual Z’ est une application sur, et que H est completement reflexif si e’est un iso- 
morphisme.) Dans un espace l.c. quelconque, les tonneaux possedent la propriete suivante: 
une partie A convexe, cerelee, bornee et complete est absorbee par tout tonneau. (c-A-d. pour 
tout T, il existe A > 0 tel que 7A A). — Une partie A d’un espace l.c. E est bornivore Si 
elle est convexe, cerclee et absorbe toute partie bornee de E. Tout voisinage convexe et cercle 
de 0 est bornivore. Si inversement, tout bornivore est un voisinage de 0 dans un El. c. separ6, 
E est dit bornologique. Un espace bornologique est ce que Mackey a appel&e un espace 
„relatively strong with a boundedly closed linear system‘ [Trans. Amer. math. Soc. 60, 520— 
537 (1946)]. Tout espace metrisable est bornologique. Tout espace quotient separe d’un borno- 
logique est bornologique. Tout produit denombrable de bornologiques est bornologique (la 
question reste posee pour les produits quelconques). Toute limite inductive separee de borno- 
logiques, en particulier tout espace (LF), est bornologique. Tout bornologique complet est 
tonnel& (tout tonnean est alors bornivore). Il existe des espaces normes, donc bornologiques, 
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non tonneles. On ne connait pas jusqu’ici de tonneles non bornologiques. La propriete fonda- | 
mentale des bornologiques est due & Mackey (loc. cit. th. 8. p. 527): la condition necessaire 
et suffisante pour que El. c. separ& soit bornologique est que toute application lineaire ‚de E 
dans un espace 1. c. quelconque qui transforme tout ensemble borne en ensemble borne soit 
continue. L’A. donne d’autre part la propriete caracteristique suivante des bornologiques: 
„Pour que E 1. c. separe soit bornologique, il faut et il suffit que sa topologie soit 7(#, E’) et 
que toute forme lineaire sur # bornee sur tout ensemble borne de Z soit continue.“ On en deduit 
que tout homomorphisme faible de E, bornologique ou tonnele, dans un F l.c. metrisable est 
un homomorphisme (pour les topologies de # et F), car la propriete est vraie de tout espace E 
dont la topologie est z(E, E’). — L’A. termine l’article par des considerations relatives aux 
applications bilineaires hypocontinues, ainsi definies: B,,#,, F sont trois espaces l.c.; u est 
une application bilineaire de E,xE, dans F; pour tout ©, € E, (resp. &, € B,), u«, (resp. %x,) 
est application lineaire ©, > u(x,, %) (resp. &,— u(&,, %,)) de E, (resp. E,) dans F. ©, est 
un recouvrement de E, (i = 1, 2) form& de parties bornees. On dit alors que « est hypocontinue 
relativement aux ensembles ©; si pour tout ensemble B, € ©, l’ensemble des applications «., 
oü x; parcourt B; est equicontinu. En general, u n’est, pas continue, mais [’A. etablit pour les 
applications hypocontinues un theor&me de prolongement analogue au theor&me elassique relatif 
aux applications bilinsaires continues, Andre Revuz. 

Menger, Karl: Espaces vectoriels generaux, topologies triangulaires, trans- 
formations linsaires gön6ralisees. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 2176—2178 (1951). 

Les considerations sur les espaces vectoriels generaux V sont contenues dans 
. P’artiele, analyse dans ce Zbl. 38, 271. Pour une suite v,, d% - » -, %,, . . „, Lim v, designe 
l’ensemble des vecteurs v tels que les nombres vy— u, ® —-%l..„P— |... 
convergent vers 0. Une transformation f d’un espace V’ dans un espace V” est 
appelee lin&aire si elle est continue et additive au sens suivant: (u + v) = f(u)+f(v) 
pourvu que |u|, |v| et |w + v| aient le m&me signe. L’A. analyse les transformations 
linsaires du plan hyperbolique de norme |(x, y)| = max (2, y), en lui-m&me. 

Christian Paue. 

Beurling, Arne: On a closure problem. Ark. Mat. 1, Nr. 20, 301—303 (1951). 

Soit fe LP (— ©, + 00) pour tout p >1. Si, pour une valeur de p, la variete 
lineaire fermee de LP engendree par les translatees de f est differente de /®, il en 
est de möme pour tout p avee 1 <p' <p. Soit y >1 la borne superieure de ces 
nombres p. Soit x la dimension hausdorffienne de l’ensemble des zeros de la trans- 
formee de Fourier de f: I’A. montre quesi a <1, ona y <2/(2 — a). Ceci precise 
done un resultat de I. E. Segal [Proc. nat. Acad. Sei. USA 30, 165—169 (1944)] 
et constitue un progres important dans le diffieile probleme de caracteriser & l’aide 
de leurs transformees de Fourier les fonctions ‚„moyenne-p6riodiques‘‘ dans LP 
pour’1=<-p.<'2).: Jacques Deny. 

Pierce, R.: Cones and the deeomposition of funetionals. Math. Mag. 24, 117—122 
(1957). 

‚Doient E un espace norme& sur le corps des nombres reels, X un sous-ensemble 
de # (le „cone‘ des el&ments Bon de E) ayant les proprietes suivantes: (l)&, yEK 
entraine + yEeK; (2) zeK,A20 entrane AxEeK; (B) xEeK et x+0 
entraine -— x&K. En posant x >y lorsque z=+y et x —-yeK, on definit 
dans E un ordre partiel compatible avec la structure d’espace vectoriel de #. Si 
K possede, en outre, la propriete: (4) il existe uweK tel que l’ensemble des points 
x€ E, pour lesquels —u <x <u, contient la boule unitaire ouverte 6&tant lui 
meme contenu dans la boule unitaire fermee; alors chaque &elöment z&€ HE est la 
difference e=y—2 de deux elements y,2€ K. Soient E* l’espace des fonction- 
nelles lineaires et BEN sur £, K* le sous-ensemble de #* form& des f qui sont 
positives sur K [c’est-ä-dire, f(2) >20 pour tout zEeK]. L’A. demontre que si 
K possede les propriet6s (1), (2), 8), (4) chaque fonctionnelle f de E* peut prendre 
la forme [= g— h, 6tant g, hek* et 7 = ||s|| + ||%||- Ce resultat, dont une 
une demonstration avait deja ete publiee en langue russe |N. Achyeser et 
M. al, quelques questions de la theorie des moments (russe), 1930], avait 
servi & J. Grosberg et M.Krein [C.r. (Doklady) Akad. Sei. URSS. n. Ser. 25, 


| 
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123—726 (1939); ce Zbl. 22, 359], comme lemme pour ötablir des conditions neces- 
saires et suffisantes pour la d&composition des fonctionnelles linsaires eontinues sur 
un espace norme6 partiellement ordonne. Dans sa demonstration I’A. utilise le 


Theoreme de Hahn-Banach, faisant intervenir une fonction p(x) definie sur 
K parla relation p(x) = sup f(y). Il fait appel &galement au fait que sige K* alors 
0 Sysı 


|Ig|| = g(w). Comme application de son theoreme l’A. signale qu’on peut en deduire 
le theoreme classique de Jordan sur la d&composition des fonctions & variation 
born&e. A. Pereira Gomes. 

Dieudonne, Jean: Sur le theoreme de Lebesgue-Nikodym. V. Canadian J. 
Math. 3, 129—139 (1951). 

E sei ein kompakter Raum, u ein positives Radonsches Maß auf E, C sei der 
Banachsche Raum aller reellen stetigen Funktionen f(x) auf E, Z’P(p >1) der 
Raum der Klassen auf E in der p-ten Potenz integrabler Funktionen mit der Norm 
N,f) = / |f|r TE L® der Raum der Klassen der auf E meßbaren und wesent- 
lich beschränkten Funktionen mit N.(f) = wes. sup |f(x)|. Es sei F ein Banach- 
raum, F’ sein dualer Raum mit den Elementen z bzw. z’ und den Normen | bzw. 
|2°|. Sind f bzw. g Abbildungen von E in F’ bzw. F, so bezeichne |f| bzw. |g| 
die reellen Funktionen |f(x)| bzw. |g(x)| auf E. <z,f) bzw. (g, f) seien die reellen 
Funktionen zZ, f(x)) bzw. (g(x), f(x))> auf E. f heißt schwach meßbar, wenn (z, f 
für jedes z€ F meßbar ist. f heißt schwach integrabel, wenn (z,f) für jedes ze F 
integrabel ist. Als ein vektorielles Maß m auf E mit Werten in F’ wird jede lineare 
stark stetige Abbildung von © in F’ bezeichnet. m heißt schwach absolut stetig 
bezüglich u, wenn für jedes z€F eine Darstellung (=, m(f)) — So. Fauı gilt mit 
g.€ L!. m läßt sich in diesem Fall auf ganz L% stetig fortsetzen. Ist g eine schwach 
integrable Abbildung von # in F’, so ist (1) m(f) = [st du, schwach absolut stetig. 
In Analogie zum Satz von Lebesgue-Nikodym wird eine Charakterisierung der 
in der Form (1) darstellbaren schwach absolut stetigen vektoriellen Maße m(f) 
gegeben: Ist F separabel, so gilt (1) mit einer schwach integrablen Abbildung y 
(eindeutig bestimmt bis auf eine Menge von Maß Null) genau dann, wenn zu jedem 
e>0 eine kompakte Teilmenge KCE mit u(E—K)<se existiert, so daß 
Im(f)| <a, N,(f) für jedes fEL® gilt, das außerhalb K verschwindet. Eine 
Abbildung f von E in den Banachraum (@ heißt stark integrabel, wenn |f| integrabel 
ist und eine Folge meßbarer Stufenfunktionen f, mit f F—-1,|du > 0 existiert. 
Mit N, (f) = J: f|dw erhält man den Raum Li; der stark integrablen Funk- 
tionen. Für p>1 ist ZL& der Raum aller f mit Er f stark integrabel und 
N,N=|f rau)”. 7% ist für 1 <p< 00 separabel, wenn G und Lies sind. 
Unter dieser Voraussetzung wird für p >| (zB) bestimmt: Jede stetige Linear- 
funktion auf L#, hat die Form. (2) [<d. g» du, g eine schwach meßbare Funktion 
mit N, (gl) <oo (1/p + 1/g = 1). g ist bis auf eine Funktion vom Maß Null ein- 
deutig bestimmt. Umgekehrt wird durch jedes solche g eine stetige Linearfunktion 
(2) mit der Norm N, (|g|) bestimmt. Ist @ überdies reflexiv, so ist 9 stark meßbar, 


5 . R y\/ . ° 
also wird LP, auch reflexiv, und es ist dann (14) — L&,. Ist @ nicht reflexiv, so 


ist (IB) im allgemeinen von L£, verschieden. Gottfried. Köthe. 
Segal, I. E.: Equivalences of measure spaces. Amer. J. Math. 73, 275—313 
(1951). 


A un espace mesure M, l’A. associe comme d’ordinaire l’anneau booleien W 
des elasses d’ensembles mesurables ne diffö6rant que par un ensemble de mesure 
nulle. Il dit que deux espaces mesures M, M’ sont fortement &quivalents s’il existe 
un isomorphisme de l’anneau booleien M sur l’anneau booleien M’, et que M est 
localisable si M est un anneau booleien complet. Il montre que pour tout espace 
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mesure M il existe un isomorphisme de WM dans l’anneau booleien W’ d’un espace 
mesure localisable M’, tel que M’ soit somme directe d’espaces mesures de mesure 
finie, et que l’isomorphisme considere conserve les mesures. Un espace localisable 
est earact6erise par le fait que le th. de Lebesgue-Nikodym y est valable; tout espace 
localement compact est localisable (ce th., dü & R. Godement, n'est demontre 
par l’A. que dans le cas des espaces uniform&ment localement compacts) ; inverse- 
ment, par la methode de Stone-Kakutani, on voit que tout espace localisable est 
fortement öquivalent äun espace localement compact. I.’A. relie aussi les questions 
d’&quivalence aux proprietes de l’algebre des operateurs /—gf dans l’espace 
L? eorrespondant A M (g &tant une fonetion mesurable bornee queleonque) ; il montre 


entre autres que M et M’ sont fortement &quivalents si et seulement si leurs algebres _ 


d’operateurs sont unitairement equivalentes, et que M est localisable si et seule- 
ment sisson alg&bre d’operateurs est une algebre abelienne maximale dans l’algebre de 
tous les op6erateurs bornes de L?. Enfin, l’A. generalise un theoreme du Ref. (ce 
Zbl. 30, 160) relatif aux sous-anneaux booleiens de l’anneau booleien d’un espace 
mesure. Jean Dieudonne. 

Arens, Richard: Operations induced in funetion elasses. Monatsh. Math. 
85. 1—19 (1951). 

Ce memoire traite de syst&mes abstraits appeles phylons et de l’application de leurs pro- 
prietes A des cas pris dans l’algebre et l’analyse lineaires. Un phylon est un syst&me [(4), (#)] 
forme d’une classe (4) d’ensemble et d’une classe (F) de fonctions definies et & valeurs dans 
les ensembles de (4) verifiant des axiomes qui assurent la possibilite d’effectuer dans ce systeme 
certaines operations. Ainsi, ce sont des elements de (4): (1) le produit de deux ensembles de 
(A); (2) Vensemble B* de toutes les applications de (F') qui appliquent A dans B, [4, BE (4)]. 
Ce sont des el&ments de (F): (3) application identique de chaque A€ (A); (4) Jes applications 
(a,6b)— (b,a) de AxB dans BxA et ((a,d),c)— (a, (db, c)\ de (AxB)xC dans Ax(BxC); 
(5) Vapplication composee de deux applications de (F); (6) l’application n de A dans © telle 
que n(a) (db) = m(a, b), lorsque m est une application de AxB dans C appartenant & (F), 
et r&eiproquement; (7) lapplication & de C? dans C telle que A(g) (a) = g(a(a)), ou aA 
gEC?, lorsque a est une application de 4A dans B appartenant & (F). K etant un ensemble 


fixe de (4), representons par A*, B*,... lesensembles X, K#,... et posons A** — (A*)*.... Le 
theoreme prineipal sur les phylons etablit que pour toute application m € (F) de A,x A, X "x A, 
dans A, il existe une extension naturelle u, de AF*x AF*x ---x AX* dans 4** qui appartient 


a (F) et possede certaines proprietes. Pour le cas n=2 et A, =4,= 4, ceci peut-etre 
preeise comme il suit: soient 4 et Ä des ensembles de (4) et m€£(F) une operation lindaire 
(multiplication) definie dans 4; m peut etre etendue & 4** par une multiplication u, € (F) 
de facon telle que l’application naturelle j de 4 dans 4** definie par j(a)(f}= (a) (a€ A, FE A**) 
est un homomorphisme; en outre, si un ensemble B de A possede aussi une operation binaire 
et si lapplication x€ (F) de A dans B est un homomorphisme, l’extension naturelle de a, 
\ de 4** dans B** (cf. (7) plus haut) est aussi un homomorphisme. Des conditions sont donnees, 
sous lesquelles l’assocjativite et la commutativite de m se transmettent ä w,. L’A. d&montre 
aussi qu une representation de (4, m) dans U € (A) possede toujours une „extension“ de (4**, w,) 
dans Ü** telle que j est un homomorphisme. Pour obtenir des phylons dont (4) est une classe 
d’espaces topologiques et (F) une classe de fonctions continues, il s’agit d’introduire une topo- 
logie dans B* de fagon & satisfaire les conditions (2) et (6), les autres conditions etant generale- 
ment verifiees si l’on prend pour Ax B le produit topologique. L’A. d&montre que, quand elle 
existe, une telle topologie est unique. D’autre part, la classe de tous les espaces topologiques 
et la classe de toutes les fonctions continues ne forment pas un phylon, car il n’y a pas 
alors de topologie sur B* qui verifie la condition (6). Par contre, les espaces Q* de Kura- 


towski forment un phylon, aussi bien que la classe des’espaces normes avec la classe des appli-. 


cations lineaires continues; leurs boules unitaires, les espaces de Banach et les boules unitaires 
de ceux-ci sont des sous-phylons. Cependant les espaces d’Hilbert, avec la classe de toutes les 
applications Jineaires continues entre ces espaces, ne forment pas un phylon. Du fait que les 
espaces normes forment un phylon et du theor&me fondamental, il resulte que si A est une 
algebre normee [associative] et X un espace norme, A** est une algöbre normee [associative] 
et l’application 7, un isomorphisme. En se bornant au cas oü Ä est le corps R des nombres 
reels et A est Talgebre C(T, R) des fonctions reelles continues sur un espace de Hausdorff 7, 
compact, VA. etablit une serie de resultats qui l’amenent & prouver la commutativite de A**, 
L’algebre de Banach A** est une limite inverse [au sens de Lefschetz, Algebraic Topology, 
Amer. Math. Coll. Publ. 27, New York 1942] de lattices de Banach sur l’ensemble T, ensemble 
filtrant M etant la classe des mesures de Baire qui donnent & T la mesure 1. 4** contient A 
comme sous-algebre fermee. Ceci permet de prouver la representation de 4** par l’algebre 
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ec (T, R) des on reelles es sur un certain espace des Haudorff T,, compact, dans 


des conditions que I’A. rend preecises. A. Pereira Gomes. 
Jerison, Meyer: Characterizations of certain spaces of eontinuous funetions. 


Trans. Amer. math. Soc. 70, 103—113 (1951). 


«, This paper is one more in a series of dealing with the problem of characterizing 
the Banach spaces which are equivalent to a space of continuous functions. Given 
a compact Hausdorff space X denote by B(X) the space of the continuous real 
valued functions b(xr) defined on it, with norm || b|| ehr \b(2) |; moreover, 


given an involutory homeomorphism a of X into X (i. e. ah that o®? = - identity), 

denote by B,(X) the subspace of B(X) composed of those b(x) for which b(o(z)) 
—b(x); finally, given a locally compact Hausdorff space X denote by X its com- 
pactifaction by adjoining one point oo, and by B,,(X) the space of functions con- 
tinuous on X, and vanishing at x = oo with the same norm as above. The author 
characterizes “the Banach spaces B which are equivalent to the space B,(X), B(X), 
and B„(X) respectively, X and co being suitably chosen. The central role in the 


‚characterizations is played by the following condition A introduced by Arens and 


Kelley (this Zbl. 32, 32): if /’is a family of maximal convex sets on the surface 
of the unit sphere of Band NT’—=0, then there exist directed systems 07, C/eT' 
such that dist (b, C;) + dist (b, C/) — 2 for every bin the unit sphere. The charac- 
terizations are as follows. In the case of B,(X) the space satisfies the condition A. 
In the case of B(X) the space satisfies the condition A and the surface of the 
unit sphere of B contains an extreme point. In the case of B„(X) the space 
satisfies the condition A and the set of the extreme points of the surface of the unit 
sphere in the conjugate space can be split into two sets diametrally opposite each 
other. In the second characterization the author improves a theorem obtained 
previously by Arens and Kelley (by removing a superfluous condition). 
Andrzej Alexiewiez. 

Shimoda, Isae: On the behaviour of power series on the boundary of the sphere 
of analytieity in abstract spaces. Proc. Japan Acad. 27, 61—64 (1951). 

For the power series of the complex variable there exists at least one singular 
point on the eircle of convergence. The author studies the problem of existence of 
the singular Pat for the abstract power series. Let X, Y be two complex Banach 


spaces, P(r) = = P (x) a F-power series (in the terminology of E.Hille, 


Functional An sis ER semigroups, New York 1948; this Zbl. 33, 65). The largest 
solid sphere in which ®(x) converges (and at the same time presents an analytic 
function) is called the spere of analytieity, its radius o the radius of ana- 


lyticity. For every compact set @ write r(G) = lim Ban | P(z) Luc then 
n>no|ze@G 


7 Be eerileh, K denoting the class of all compact sets in the unit 


sphere. The En obtained by the author are: (1) in order that every point on 
the boundary of the sphere of analytieity be regular for ®(x) is necessary and suffi- 
eient that the supremum in formula (*) be attained by no set GEK i.e. that 
r(6) <o! for every GEK, (2) there exists a power series in /? such that every 
point on the boundary of the sphere of analytieity is regular. Hence the power series 
in general Banach spaces behave otherwise as these of the complex variable. 
Andrzej Alexiewiez. 


Taylor, A. E.: Banach spaces of funetions analytie in the unit eirele. II. Studia 
math. 12, 25—50 (1951). 


La premiere partie du m&moire (ce Zbl. 38, 275) concernait l’aspect abstrait de la theori- 
La deuxi&me traite de Yapplication aux espaces H? (p > 1). Nous renvoyons pour les nota, 
tions au compte-rendu de la premiere partie. — H? est la classe des {X telles que |lf|| 
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=supM,(n<+to ave Mihr,= 5, IE fr e®)| ”) . || f||, est une norme pour la- 
el SR) 3 t er 

* E . ” . ‘E B 
lle H? est un espace de Banach du type W, satisfaisant les axiomes P, et P.. Ps: SifE€B, 

re T,reB Sin I7,f—t||=0. B: SifeA est telle que 7, fe B pour tout r et 


1 
Sup, + >, alors [E Bet ||f|| = sup ||7, f||. — H% est la classe des [EN telles que 
nl 
Me — sup |f(e)| < + ©; ||f||oo est une norme pour laquelle 7% est un espace de Banach 
2!<|1 


de type W, satisfaisant P, mais non P,. — K est l’espace des fonctions analytiques pour |2| <1 

et continues pour |2|< 1. K est un sous-espace linsaire deH%. Sa norme y est IIflloo= | sup |f(@)|. 
2\= 

Avec cette norme, K est un espace de type X,. P, n’est pas valable sur K. Les espaces K "et 

H% d’une part, K’ et (H%®)’ d’autre part sont identiques. — Espace (HP). Pour toute fonetion 

DE 

9@) 


1a BER: 
g(x) A valeurs complexes, de la classe L(0, 2), la formule /(2) = [ ;„ dx definie 
Be 5 
0 


re 
une fonction fEW, qui sera dite integrale de Cauchy de p. SipE€L”(0, 27) sa norme y sera 
an 1/» 


\®|l» = Be lo)? 1)  L’A. etablit alors les theor&mes suivants [on pose p’ — p/(I—p) 
ayt Ö 


il<p<o,p=1sip= »,p'=oosip=l, et.on designe par N,„(P) la quantite N(F) (ef. 
precedent compte-rendu) lorsque B est H?]: Si BEL’, et siF est son integrale ‚de Cauchy, 
onaFce(H?Y et N,„(F)< ||®||,. Si F< (HP), il existe ® € L” dont F est l'integrale de 
Cauchy et N„.(F) = ||® ||. Si ®eLetsi F est son integrale de Cauchy, alors FE(Ho). 
[Resultats analogues pour l’espace K, ® etant alors une fonction A variation bornee sur (0, 27) 
et lintegrale etant une integrale de Stieltjes.] — L’A. etablit encore l’interessant theoreme 


= oo ı/» : 
“suivant: „SIFENV et 2<p<m, on «| > iv.) |? m) <N,„(F,r)“ qui renforce le 
ZN 
1/ 


oo 
theor&me de Hausdorff-Young qui ne donne que | % |y„(F) 
ı=0 


/» 
u Es < My, (F, r), alors que 


Y J / 
pour p #2 on peut avoir N„(F,r) <M,(F,r), et le theor&me: „Pour p > 1, les classes 
(HP)’ et: HP’ sont identiques. En tant qu’espaces de Banach, ces 2 espaces sont isomorphes. 


Ils ne sont equivalents que pour p = 2. Toute fonctionnelle lineaire » € (H?)* est representable 
2n 


par») = 5 [ lei?) F(e'*) dx ou F € Hr. Il ya correspondance biunivoque entre Fety, 
270. 


et ||y|| = N”(PF).“ Andre Revuz. 
Edwards, R. E.: The translations of a funetion holomorphie in a half-plane 
and related problems in the real domain. Proc. London math.Soc., III. Ser. 1, 118— 
128 (1951). 
Soit E l’espace vectoriel des fonctions f(A) = f(o + ir) holomorphes dans le 
demi-plan o >0 et telles que, pour tout a >0, le nombre 


--00 3 
DE eUp | /! If(o + ir)? 2 
o>qa \—co 

soit fini. L’A. etudie l’espace E muni de la topologie definie par les semi-normes Ps 
en particulier, il determine son dual E’ ainsi que les sous-espaces fermes de E engen- 
dres, soit par une fonetion fE E et toutes ses derivees (qui appartiennent neces- 
sairement & E), soit par une fonction f€E et une famille de translatees f„ de 
! Ifx(A) = f(a + A)], oü les x parcourent un sous-ensemble eonvenable du plan 
complexe. Il etudie des problömes analogues dans E’. Il determine aussi des Sys- 
temes topologiquement libres dans E constitues par une fonetion et une suite con- 
venable de ses translatees. Tl prouve enfin que si fEE, f(o + ir) tend vers 0 
lorsque z| tend vers + oo, uniformöment dans tout intervalle0 <a <o <b <-+00, 
et que si ftend vers 0 dans E au sens de la topologie de E, {(A) tend vers 0 uniforme- 
ment dans tout demi-plan o >o, >. Jean Dieudonne. 

Berger, Agnes: Remark on separable spaces of probability measures. Ann. 
math. Statistics 22, 119—120 (1951). 

Bei abstrakter Behandlung der Theorie der statistischen Schätzungen und der 


vR 
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Prüfung von Annahmen hat sich neuerdings, und zwar in den Arbeiten von Halmos, 
Savage, Wald sowie Lehmann und Schaffe, die Wichtigkeit gewisser Mengen 
{m} von Wahrscheinlichkeitsmaßen über einem Borelschen Körper ® von Teil- 
mengen des Merkmalraumes einer Zufallsveränderlichen gezeigt. Nämlich jener 
{m}, deren Elemente absolut stetig bezüglich ein und derselben total additiven 
Maßfunktion u über ® sind (d.h. als Gebietsintegrale von Punktfunktionen nach u 
über ® dargestellt werden können) und durch u dominiert genannt werden. 
Bei separierbarem 3 sind solche {m} bezüglich der Metrik d (m, m’) = 
sup | m (B) — m’ (B)| für Be B selbst separierbar. Verf. zeigt, daß zur Separierbarkeit 
irgendeiner {m} über ® nicht nur bezüglich der Metrik d(m, m’), sondern bereits 
bezüglich der gewöhnlich eingeführten schwachen Topologie die Dominiertheit 
durch ein u auch notwendig ist. Tibor Szentmärtony. 


Frechet, Maurice: Gen6ralisations de la loi de probabilit& de Laplace. Ann. 
Inst. Henri Poincare 12, 1—29 (1951). 

Es seien X, Y,... Elemente eines Banachschen, d.h. linearen metrischen 
und vollständigen Raumes N, über dessen beliebigen, A selbst enthaltenden 
Teilmengenkörpern — wie zu den Ausführungen des Verf. hinzugefügt werden 
muß — ein Wahrscheinlichkeitsmaß definiert ist. Nach den beiden vom Verf. 
gegebenen Verallgemeinerungen wird ein Zufallselement X über A normal ver- 
teilt genannt, wenn entweder für jedes lineare Funktional L(X), d.h. für jede 
skalarwertige, gemäß L(X+Y)=L(X)+L(Y) und L(X,)>L(X) für 
IX,— X||—>0 distributive und stetige Funktion von X, der zugeordnete Wert 
im eindimensionalen Raume normal verteilt ist, oder zu einem X mit endlichem 
Streuungsquadrat, d.h. endlicher unteren Grenze des Erwartungswertes von 
IX — A||? in den festen Elementen A von R ein solches unabhängiges Zufalls- 
element Y gefunden werden kann, daß X + Y und X — Y unabhängig sind. 
Die zweite Definition stützt sich auf die — in Verschärfung eines Satzes von 
S. Bernstein gewonnene — Erkenntnis, daß im reellen, eindimensionalen N die 
gestellte Bedingung für die normale Verteilung von X notwendig und hinreichend 
ist. In Banachschen Räumen mit Basis sind die beiden Definitionen äquivalent 
und ergeben somit in endlichdimensionalen euklidischen Räumen normal verteilte 
Zufallsveränderliche im bekannten Sinne. Tibor Szentmärtony. 


Frechet, Maurice: Abstract sets, abstraet spaces and general analysis. Math. 
Mag. 24, 147—155 (1951). 

Nakano, Hidegorö: Modulared linear spaces. J. Face. Sci., Univ. Tokyo, Sect. 
1 6, 85—131 (1951). 

The author introduces a new class of linear spaces containing the normed ones as a parti- 
cular case, the norm being replaced by a less restrictive functional, the „modular“. In parti- 
| 
cular the space of the functions p(f) for which | |ap{t) ”" dt <©o for some a+0(plt) > 1) 
1) 

. 
presents an example of such a space, with the modular m(p) = | |p(t)|” "dt. The author 
0 
succeeds in transferring a great part of the theory of normed spaces to his ones. — A modulared 
linear (m.]1.) space is a linear set X in which there is defined an extended (i. e. assuming also 
infinite values) funetional m(x), called the modular, which is non negative and such that 
(i) m (0) = 0, (ii) m(x) = m(— x), (iii) inf m(l x) < © for every vw, (iv) x == 0 implies supm (tx) > 0, 
t>0 t 


(v) mttz+ (1—-Y)y)<tm(e) + (1—bm(y) for O<t<], (vi) m(2)= sup m(tx). If 
VEr<I 


m(x) = 0 implies x = 0 the space is said to be simple. T’he space X may be made a L-space 
of Frechet by introducing the following m-convergence: m-limx,— x, means that 


n 
m (t(&, — %,)) > 0 for every i. This limit is a distributive operation and has the diagonal pro- 
perty. The main result is that there may be introduced a norm ||x|| in X such that the m-con- 
vergence is equivalent to the norm-convergence. Hence the theory of normed linear spaces 
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may be applied to X. The introduction of the norm is grounded on the consideration of the 


conjugatem.1.space. A distributivefunctionall(z) is said to be m-bounded if De f IKa)|<», 
m(% 


this is the case if and only if I(x) <a + bm(x), a, b being constants. A theorem on extension 
‘of m-bounded distributive functionals is proved. The conjugate space X is the set of these 


functionals written &(x), the modular being defined as m(2) = Eu, [&(&)— m(xz)]. The 
TE 


space X is m-complete i. e. m(t(&,— %,)) > 0 (for every t) implies m-convergence of the sequence 
%,toan element. The modular m is related to m by the dualformula m(x) = sup [&(x2) — m (2)]; 
7‘ TvEeX 
which implies in turn that X is included isomorphically in X. The norm in X is defined as 
|e]|= sup Jj&(&)|, the conjugate space X is isomorphic to the space X* conjugate in Banach 
m(z)<1 


sense to the normed space X. There is defined also a second norm |||=||| = En |&(@)|, 
zjısı 

equivalent to the first. — The remaining part of the paper is devoted to the study of special 

m. 1. spaces. In simple spaces a second notion of convergence may be defined: cm-lim x, = %, 


N 

meaning that there exists a £-++ 0 such that m(t(x,— x,)) > 0. The simple spaces in which 
both convergences coincide are called uniformly simple, and are characterized by the inequality 

int m(tx2)>0 for t-++0. The space X is simple if and only if lim 1!m(t2)=0 for 
n(z)Z1 t>0 
every x. The author discusses also other special properties of m.]. spaces, and their influence 
on the conjugate spaces, obtaining a series of dual theorems. Introducing the m-uniformly 
convex spaces by the condition: for every e>0 and »>0 there isa ö>0 such that 
m(x) <y,m(y) <y,m(2<— y) > e implies m((x + y)/2) < [m(x) + m(y)]/2 — ö, the author 
proves that every uniformly simple, m-complete, m-uniformly convex space is reflexive (i.e. X 
coincides with X) [reviewers remark: no Banach space composed of more than one element, 
with m(x) = ||x|| is m-uniformly convex; therefore it is desirable to replace the last inequality 
in the definition by m((& + y)/2) <y— ö, then the most of the theorems remain true]. In- 
cidentally the author establishes two theorems concerning the normed spaces: the normed 
space is called uniformly even ifforany y>0 and e> 0 thereis ö > 0 suchthate< ||x|| < y, 
e<|IylI< |e— |< 5 implies |jejl+ |IylI<lie+ylltelle—yls it X is uni. 
formly convex, then X is uniformly even; if X is uniformly even, then X is uniformly convex. 
There are given further conditions for m.]. spaces to be reflexive. — No applications of the 
theory are supplied, the author will discuss them in other papers which shall explain the pover- 
fullnes of the theory. Andrzej Alexiewicz. 

Halperin, Israel and Hidegoro Nakano: Diserete semi-ordered linear spaces. 
Canadian J. Math. 3, 293—298 (1951). 

Soit R un espace vectoriel absolument reticul& (espace de Riesz dans lequel 
tout ensemble majore a une borne superieure). On dit qu’un &elöment aeR est 
diseretsila relation |x| <|a|entraine @=Aa oü Aest un scalaire; un systeme 
(as) d’elements de R est dit complet si les relations inf (|x]|, |a,|) = 0 pour 
tout & entrainent x—= 0; Rest dit discret s’il existe dans R un systeme complet 
d’el&ments discrets. D’autre part, on dit qu’une forme lineaire & sur R est uni- 
versellement continue si, pour tout ensemble filtrant decroissant AC R forme 
d’elements >0, et de borne inferieure 0, on a inf &(&)|=0; Rest dit semi- 

eA 


regulier si la relation a + 0 entraine ä(a) + (0 pour au moins une forme lineaire 
% universellement continue. Les AA. d&montrent des criteres necessaires et suffisants 
pour que R soit diseret, oü interviennent divers types de convergence dans R. Par 
exemple, une suite (a,) d’el&ments de R est dite w-convergente vers 0 si lim &(a,) = 0 


R \ - ; Nn—X0 
pour toute forme & universellement continue; un des criteres affirme que pour 


que R soit diseret, il faut et il suffit que R soit semi-rögulier et que toute suite (q,) 
qui est w-convergente vers 0 est telle que la suite (|a,|) soit aussi w-convergente 
vers 0) (gen£ralisation d’un theoreme de Schur sur la convergence faible dans l’espace 
n). Jean Dieudonne. 
Reid, William T.: Symmetrizable completely continuous linear transforma- 
tions in Hilbert space. Duke math. J. 18, 41—56 (1951). 
All transformations of Hilbert space 9 dealt with are everywhere defined, 


linear and bounded. The following inequality is basie for the diseussion : If K.and S 
are such that S and SK are symmetricand $S >20, then (©, SKx)| < ||K|| (x,S x) 
for all z€E9. Using this inequality and the general solvability theorems for com- 
pletely continuous (c. e.) transformations, it is proved, by means of an extremizing 
‚process that is a direct extension of one frequently used for symmetric transformations, 
that if K is c.c. and symmetrizable by a non-negative transformation S, and if 
SK #0, then K has a real proper value. Symmetrizability means that SK is sym- 
metric. If the symmetrizability is „full“ in the sense that Sx + 0 for each proper 
element x of K corresponding to a non-zero proper value, then there exists a maximal 
set of linearly independent proper elements u, corresponding to non-zero proper 
values A,, with [A,| > |A,| > - - -‚such that (w,,, Su,) = 6, SK x = 24, (2,Su,)Su,. 
It is noted that for a special class of symmetrizable ce. c. transformations the spee- 
tral theory may be derived without the use of the general solvability theorems 
for e.c. transformations, this class containing as special instances the transfor- 
mations K of the following two types: () K=GS} where G is c.c, 8 >0, 
K is symmetrizable by 8; (ii) X =@S where @ is c. c., $ is symmetrie, K is sym- 
metrizable by S, and SK? >0 for some p >0. There follows an extension of a 
regult of Rellich (this Zbl. 10, 25) on e. c. normal transformations. The results of 
the paper are compared with the previous work of A.C. Zaanen [Nederl. Akad. 
Wet., Proc. 49, 194—212 (1946) and this Zbl. 30, 34, 36, 360). Bela Sz.-Nagy. 

Sikorskik, R.: On the existence of the generalized limit. Studia math. 12. 
117—124 (1951). 


Es sei (A, >) eine im folgenden feste gerichtete Menge. rt = {x,}, € A, bezeichne eine 
Abbildung von A in einen topologischen Raum X, x,€ X. Tr heißt kompakt, wenn die abge- 


schlossene Hülle der Bildmenge C(r) = Ex, ein bikompakter Hausdorffscher Raum ist. 
acA 


L(x) bezeichne die Menge aller Limespunkte von x im Sinne der Ordnung in A. Verf. beweist 
mittels des Kompaktifizierungsprozesses von Cech (dies. Zbl. 17, 428): Jedem (in irgendeinem 
topologischen Raum) kompakten r = {x,} kann man ein Element Lim x, aus L(r), den ver- 
eindeutigten Limes, zuordnen, so daß gilt: (1) Ist r konvergent, so ist Lim x, = lim x,; (2) Ist 
% = Yı für a>c,cEA, soist Lma,=Limy,; (3) Ist F(xW,...,x@) eine stetige Ab- 
bildung von C(t,)Xx --- xC(rt,) in einen Hausdorffschen Raum, so gilt Lim F(x\P,..., x) 
— F(Lim x,..., Lim x). (Es ist zu beachten, daß Lim x, gleichzeitig für Abbildungen 


in verschiedene Räume definiert ist.) Hieraus werden entsprechende Folgerungen gezogen, 
je nachdem es sich um Abbildungen in eine topologische Gruppe, in eine teilweise geordnete 
top. Gruppe, in einen top. Raum oder in einen linearen top. Raum handelt, und anschließend 
noch folgender allgemeiner Satz bewiesen: Es sei @ eine Halbgruppe von Abbildungen der 
abstrakten Menge T in sich mit der Eigenschaft, daß es zu je zwei i,, t, aus 7’ Transformationen 
D,, D, aus @ gibt mit ©, (t,) = Pz(t,), ferner f eine Abbildung von 7' in irgendeinen linear top. 
Raum, so daß die konvexe Hülle X(f) von f(7) bikompakt ist. Jedem solchen f kann man 
eindeutig ein Element %(f) in solcher Weise zuordnen, daß (1) Y(fd) = Y(f) für alle DE G, 
(2) # (f) dem Durchschnitt aller X (f®), ® € G, angehört, und (3) für jede stetige lineare Abbildung 
F von X,X :': xX, in Y, wobei X,,...,X,, Y lineare top. Räume bezeichnen, und f; mit 
bikompakten K(f,) m X, ı=1,..,7, gilt: X (F(f,..»A))=F(# (fh), -- » W(f,)). Dieser 
Satz enthält die Existenz eines generalisierten Limes bei beschränkten Zahlenfolgen und be- 
schränkten reellen Funktionen, sowie eines generalisierten Integrals beschränkter reeller Funk- 
tionen im Intervall 0 < x < 2z, ferner die Existenz eines Haar-Integrals auf kompakten abel- 
schen Gruppen, sowie des Mittelwertes von fastperiodischen Funktionen auf einer abelschen 
Gruppe. Georg Aumann. 


James, Robert C.: A nonreflexive Banach space isometrie with its second 
eonjugate space. Proc. nat. Acad. Sei. USA. 37, 174—177 (1951). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 39, 122) gab Verf. ein Beispiel eines nicht- 
reflexiven Banachraumes B, der isomorph dem zweimal konjugierten B** ist. 
Durch Übergang zu einer äquivalenten Norm wird ein Beispiel eines nichtreflexiven 
Banachraumes B gewonnen, der sogar isometrisch B** ist. Dabei wird folgender 
Satz über zweimal konjugierte Räume bewiesen: Eine Basis {z"} eines Banach- 


n+p her | N 
raumes heißt orthogonal, wenn stets 16 a,2\ 2 B a; 
1 


gilt. Es sei B ein 
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Banachraum mit orthogonaler Basis und mit lim ||f||, = 0 für jedes fe B*, 
Nn— 00 _ 
® n on ne ne n * it n (2”) >, 
die Norm von f auf z*+t! @ 2"t2& - . . Eine Folge {g”} aus B mit g : 
Wil! m=—=1,2,...) ist dann eine Basis von B*. Ist Fe B**, so ist Fl = 


N * 
5 ; 
lim | Sale 
N— 00 1 


mit F, — F(gl). Umgekehrt ergibt eine Folge {F,} mit 


\ 


: oo 
lim | S#.zi| <oo ein Element aus B**, wenn man F(f) = > F,f, setzt, 
Pe i= 
N 00 1 | 
N f;gieB’ Gottfried Köthe. 
he ch f 


Klee jr., V. L.: Convex sets in linear spaces. Duke math. J. 18, 443—466 
Sl), : e 

r E wird eine Darstellung der Theorie der konvexen Mengen in sehr allgemeinen linearen 
topologischen Räumen gegeben. Es sei E ein reeller linearer Raum. ‚Eine Klasse ® = {A} von 
Teilmengen von B erklärt auf E eine Paratopologie, wenn sie mit irgendwelchen A ihre Ver- 
einigungsmenge enthält. Die A sind die offenen Mengen in E. Folgende Eigenschaften von E 
werden betrachtet: ($) mit A ist auch -Ain®, (T) ® ist eine Topologie, (a) Y Ki 18,7 reell, ist 
stetig in x, (ß) neben (x) gilt auch, daß r« in r stetig ist, (y) © + y und rxsind in beiden Variablen 
gleichzeitig stetig. Bin (7y)-Raum mit separierter Topologie heißt ein (H)-Raum (Hausdorff- 
scher linearer Raum). Ist X eine Teilmenge des linearen Raumes E, so bildet die Menge X, aller 
x € X, zu denen es für jedes z€ E auf dem offenen Intervall (x,z) ein y mit [y, x] in X gibt, 
den Kern von X. Die Kerntopologie 7 auf E wird durch alle X mit X = X, als offenen Mengen 
‚erklärt, die konvexe Kerntopologie /', durch die konvexen Mengen K ‚mit IC, 2 ® (Nullelement 
in E) als ®-Umgebungen. .E ist bezüglich I, ein (T’a)-Raum, bezüglich TI‘, ein lokalkonvexer 
(H)-Raum. Ist E ein (a)-Raum, so ist die abgeschlossene Hülle cl(C) einer konvexen Menge C 
wieder konvex. Ist ferner x innerer Punkt von (), y € cl(©), so besteht (x, y) nur aus inneren 
Punkten von C'. Ein konvexer Körper ist eine Menge mit wenigstens einem inneren Punkt. In 
einem (ß)-Raum gilt, daß das Innere Int(Ü') eines konvexen Körpers c gleich CO, und daß 
el(C) = el(Int(C)) = lin © ist, wobei lin C’ aus allen y& E mit 2 x) CC für ein ® = © besteht. 
In Verallgemeinerung früherer Resultate wird bewiesen, daß in einem (P)-Raum jede abgeschlos- 
sene, zusammenhängende, lokalkonvexe Menge konvex ist. Eine maximale Mannigfaltigkeit in 
E wird durch eine Linearfunktion /(x) in der Form f(x) = c gegeben. Sie heißt eine Hyper- 
ebene, wenn / stetig ist. In einem (Sa)-Raum ist eine maximale Mannigfaltigkeit dann und nur 
dann eine Hyperebene, wenn sie einen konvexen Körper K beschränkt, d.h. es ist f(y) <c (> ec) 
für alley€K. Ist EB ein (H)-Raum, A ein abgeschlossener linearer Teilraum, B ein abgeschlosse- 
ner lokalkompakter Kegel mit der Spitze in ®, so ist A + B abgeschlossen, wenn B linear ist 
oder AN B=@ ist. Aus dem Trennungssatz für fremde konvexe Teilmengen eines linearen 
Raumes wird bewiesen: In einem (Sß)-Raum Z sei A ein konvexer Körper, B eine konvexe 
Teilmenge von #, die mit A keinen inneren Punkt gemeinsam hat. Dann werden A und B durch 
eine Hyperebene getrennt. Dieser Satz umfaßt bekannte Sätze von Ridelheit, Mazur und 
Tukey als Spezialfälle. Kine Folge ist: A und B seien fremde konvexe Teilmengen eines lokal- 
konvexen (H)-Raumes, A schwach kompakt, B abgeschlossen. Dann gibt es ein stetiges lineares 
Funktional / auf E& mit inf f(a)> sup f(b). Eine abgeschlossene, lokal schwach kompakte kon- 
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vexe Teilmenge eines lokalkonvexen (H)-Raumes besitzt in einer dichten Menge von Rand- 
punkten Stützhyperebenen. In einem separablen Banachraum besitzt eine abgeschlossene kon- 
vexe Menge, die in keiner Hyperebene enthalten ist, stets einen Punkt, durch den keine Stütz- 
hyperebene geht. In einem separablen normierten Raum braucht dies nicht zu gelten. Eine 
Vermutung von Bourgin, daß es einen nicht lokalkonvexen (H)-Raum gibt, in dem jede ab- 
geschlossene konvexe Teilmenge regulär konvex ist, wird bestätigt. Diese Resultate werden 
angewendet, um verschiedene Verallgemeinerungen des Satzes von Hahn-Banach abzuleiten. 
Gottfried Köthe. 

Rubinstejn, 6. $.: Über die Abtrennung und Trennung konvexer Mengen 
durch Hyperebenen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 213215 ILISE) 
| Russisch ]. 

The original theorems on separation of convex sets in linear normed spaces 
ol Mazur [Studia math. 4, 76—84 (1934), this Zbl. 8, 316] and Eidelheit libid. 
6, 104—111 (1936), this Zbl. 15, 356] are : (1) given a convex body M and a linear 
variety L containing no inner point of M, there exists a hyperplane 7 containing 
I, and such that M lies on one side of H, (2) contains the convex set N no inner 
point of the convex body M, then there exists a hyperplane separating M from N. 
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The author proves that these theorems are valid in general linear spaces if the 
terms oceuring there are interpreted as follows. First introduce a topology calling 
open any set which intersects any straight line along an open set. Then the convex 
body is a convex set with inner points, a linear variety is a linear set or its trans- 
lation, different from the entire space, the hyperplane is a maximal linear variety. 
Although the classical methods of Mazur and Tukey [Portugaliae Math. 3, 95—102 
(1942)] are applicable to the case considered the author prefers an other grounding 
on the properties of conical sets and announces that his methods fit also to more 
general spaces containing as particular case the linear ones and those of absolute 
geometry. Andrzej Alexiewiez. 

Umegaki, Hisharu: Weak topology and compact open topology. Proc. Japan 
Acad. 27, 177—178 (1951). 

Le Ref. a röceemment remarque qu’un resultat de Banach peut s’interpreter en 
disant que sur le dual £* d’un espace de Banach E, la topologie la plus fine induisant 
sur toute boule la m&me topologie que la topologie faible o(E*, E) est la topologie 
de la convergence uniforme dans les parties fortement compactes de E (ce Zbl. 
35; „e3>4). L’A. pretend donner une autre döämonstration de ce resultat, mais en 
realite il prouve seulement que la topologie de la convergence compacte et la topo- 
logie faible induisent la m&me topologie sur toute boule, c’est-A-dire la moitie facile du 
theoreme ei-dessus; cela resulte aussitöt d’un theoreme general sur les ensembles 
equicontinus, que l’A. s’attribue, mais qui est bien connu dans les cas classiques, 
et est enonce de facon generale dans N. Bourbaki, Topologie generale, chap. X, 
$3. prop. 15 (Actual. sci. industr., n® 1084, p.35; ce Zbl. 36, 386). 

Jean Dieudonne. 

Amemiya, Ichiro: On a topologieal method in semi-ordered linear spaces. 
Proc. Japan Acad. 27, 138—140 (1951). 

L’A. remarque que le th&oreme de Baire est valable dans un espace topologique 
dont la topologie est engendree par une famille d’ensembles telle que toute suite 
decroissante form&e de ces ensembles ait une intersection non vide. Cette condition 
est r6alisee pour les intervalles dans tout espace vectoriel reticule ot toute suite 
decroissante minoree admet une borne inferieure. L’A. en deduit qu’on peut de 
cette maniere ramener des proprietes de continuit6 (au’sens de la structure d’ordre) 
des formes lindaires definies sur un tel espace A des proprietes de continuite au sens 
ordinaire de ce terme, pour une topologie convenable definie sur l’espace vectoriel 
considere. ‚Jean Dieudonne. 

Krasnosel’skij, M. A.: Eine Anwendung der Topologie in der nicht-linearen 
Funktionalanalysis. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 219—220 (1951) [Russisch]. 


Praktische Analysis: 


Uhler, Horace 8.: Approximations exceeding 1300 deeimals for y3, 1/V3, sin (m/3) 
. and distribution of digits in them. Proc. nat. Acad. Sci. USA 37, 443—447 (1951). 

Uhler, Horace 8.: Many-figure approximations to V®, and distribution of digits 
in Y2 and 1// 2. Proc. nat. Acad. Sci. USA 37, 63—67 (1951). 

Sehminke, H.: Eine einfache Vorrichtung zur Addition von Produkten. 7. 
angew. Math. Mech. 31, 297 (1951). 

Falk, Sigurd: Ein übersiehtliches Schema für die Matrizenmultiplikation. 7. 
angew. Math. Mech. 31, 152—153 (1951). 

Verf. weist in seiner Note darauf hin, daß die numerische Ausführung der 
Multiplikation zweier Matrizen bequemer ist, wenn die beiden Faktoren nicht 
nebeneinander geschrieben werden, sondern in solcher Weise schräg übereinander, 
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daß aus dem Schema unmittelbar abgelesen werden kann, wie das Element c,, 
der Produktmatrix € durch Komposition der j-ten Zeile des ersten Faktors 9 
und der k-ten Spalte des zweiten Faktors ® entsteht. Die Anwendung dieses Schemas 
ist sowohl bei Produkten mit mehr als zwei Faktoren von Vorteil als auch bei der 
Konstruktion einer Matrix ® vermöge UT = T $, wie sie bei dem von K. Hessen- 
berg (Diss. T.H. Darmstadt 1941) angegebenen Verfahren zur Aufstellung der 
charakteristischen Gleichung einer quadratischen Matrix benötigt wird. Verf. 
erläutert dies im einzelnen und führt ein numerisches Beispiel dazu vor. W.Quade. 

Crandall, $S. H.: Iterative procedures related to relaxation methods for eigen- 
value problems. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 207, 416—423 (1951). 

In der Matrizen-Eigenwertaufgabe AX=ABX seien A und B gegebene 
reelle symmetrische Matrizen, B überdies positiv definit, A gesuchter Eigenwert 
mit dem Eigenvektor X. Verf. beschreibt drei Iterationsverfahren. 1. Mit einem 
fest gewählten Vektor R wird die Folge von Näherungsvektoren V, und Näherungs- 
werten A, gebildet nach Ayı = VrAV,/Vr BY, R=(A-AuDB Vu 
(k=0,1,...). Für V,,, ist ein lineares Gleichungssystem aufzulösen. Die Kon- 
vergenz ist, falls A, in genügender Nähe eines Eigenwertes A, liegt, quadratisch, 
d.h.aus A,=4,+ e mit kleinem |e| folgt A,,, = A, + 0 (e&?). Die Konvergenz 
der A,-Werte ist im allgemeinen eine monotone; Ausnahmeerscheinungen werden 
untersucht. 2. Bei dem (im wesentlichen ebenfalls bekannten) Verfahren V,,, = 
(A—AB)1BV, (k= 0,1,2,...), wobei A eine fest gewählte Zahl ist, liegt geo- 
metrische Konvergenz vor (d.h. wie bei einer geometrischen Reihe). 3. Verf. 
führt als weiteres Verfahren zur Bestimmung von V,., aus V,ein: R,., = BV;. 
Ayıı = Vr AV, VE BUY Rarı = (A—Arıı B) Var: Bei genügend guter Näherung 
ist die Konvergenz eine kubische. Bei allen drei Verfahren braucht man sich nicht 
starr an die Vorschrift zu halten, sondern kann nach Art der Relaxationsmethoden 
die Rechnung oft stark abkürzen. ' Lothar Collatz. 

Couffignal, Louis: Sur la resolution numerique des systemes d’&quations 
lineaires. II. Preeision de la solution. Revue scient. 89, 3—10 (1951). 

Verf. gibt eine Übersicht über die verschiedenen möglichen Fehler, die 
auftreten können, falls man ein System linearer Gleichungen ‚‚der Physik‘ 
zu lösen hat. Er lehnt eine ‚„statistische‘‘ Behandlung der Abrundungsfehler ab 
und unterscheidet genau zwischen ‚physikalischen Fehlern‘ und Fehlern durch 
die Rechenmethode. Er gibt eine Reihe von allgemeinen Regeln, um den Einfluß 
der verschiedenen Fehlerquellen möglichst zu beseitigen. E. M. Bruins. 

GornStein, M. S.: Numerische Lösung von Gleiehungen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 78, 193—196 (1951) [Russisch]. 


, Die Gleichung (1) f(&) = 0 habe im (hinreichend kleinen) Intervalla <x< db eine reelle 
W urzel. Für ihre Berechnung gibt Verf. folgendes Approximationsverfahren an: Man schreibe 
mit ganzem r>0 (1) in der Gestalt <= g,(2;8) mit 9,(;)= x —H,(x;&) f(x) und 

N F 
H, (2; 9) = 


ea h,(£) x*, einem Polynom in x mit von & abhängigen Koeffizienten, a<&<5. 
e — ( . 3 


Diese n + 1 Koeffizienten werden durch die Gleichun 2), 9, (&; 8) = ie & 
y x gen PB) RG) = ;g)=0 
festgelegt (Ableitungen nach x gebildet). @,(x; &) als Funktion von x nach ee = Fe € 
» = Na &; S \ 
entwickelt, führt dann auf 9, (2; &)=@,(&;&)+r,(2; &), wobei r,(z;&) = In (658) 


z n-+ 2)! 
ist und & 


(z— E)n+2 

einen passend gewählten Zwischenwert aus dem Intervalla < £< 5 bezeichnet. Ist 

&, die Näherung o,(£; £), so gilt für die Abweichung |? — x, egamax 
ası 


Ka N qm+2 

it 1 RE | I = ed N 
mit M„= max | "(z;ö),n= max |x—£|; wird letztere i 
Ba ie N) en &| es < 1] vorausgesetzt, so multi- 


pliziert sich beim Übergang von n zun-+1, allgemein gesprochen, der Fehler mit 7. — Mit 


Ir (2; 8)] = 
b 


A,l)=karı f(x) + 2% f(x) folgt zunächst 9, (2; )—=1— N h, A, (x), und das Gleichungs- 
k=0 


| 
| 
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„ wu 2.45 a 0 ’ ei . 
- system (2) geht über in © A, A,()=Sfürk=0,1,...,n. Ist T'„(£) die +0 vorausgesetzte 
k=0 


 Koeffizientendeterminante und sind 7, 2(k=0,1,...,n) die algebraischen Komplemente der 


Elemente der ersten Zeile, so wird o, (x; &) — Zu 5 n,. (8) 2“. Für I„(&) und T,,.(€) 
wird ferner eine nur f(x) und dessen Ableitungen bis ei Mi 1)-ten Ordnung enthaltende Dar: 
stellung gegeben. Der Falln — 0 läßt sich ebenfalls einordnen und liefert 9%(2;& = 2 — f(x)/f (x) 
und daher den Newtonschen Näherungswert x, = &— f(&)/f’(£). An je einem Beispiel für n — ii 
und n = 3 wird der allgemeine Rechnungsgang demonstriert und läßt eine rasche Konvergenz 
feststellen. (Ein strenger Konvergenzbeweis wäre noch zu erbringen.) ° Herbert Bilharz. ' 

Curry, Haskell B.: Note on iterations with convergence of higher degree. Quart 
appl. Math..9, 204—205 (1951). 

Bodewig (dies. Zbl. 34, 377) hatte einen allgemeinen Ausdruck für eine Funk- 
tion F(x) abgeleitet, für die die Folge x„,ı = F(x,) wenigstens von m-ten Grade 
gegen eine einfache Wurzel eines Polynomes f(x) konvergiert. Verf. vereinfacht 
die dabei benutzte Ableitung der inversen Taylorschen Entwicklung und ersetzt 
einen weiteren Teil der Ableitung durch eine andere, die ihm natürlicher zu sein 
scheint. Friedrich-Adolf Willers. 

* Barna, Böla: Über das Newtonsehe Verfahren zur Annäherung von Wurzeln 
algebraischer Gleichungen. Publ. math., Debrecen 2, 50—63 (1951). 

Das Newtonsche Verfahren, gekennzeichnet durch den Iterationsprozeß 
%,+1ı = N (x,) mit dem Operator N(x) = x — f(x)/f'(x), führt bei Polynomen f(x) 
offenbar stets dann zu einer Nullstelle von f(x), wenn es konvergiert. Von A. Renyi 
[On Newtons method of approximation, Mat. Lapok 1, 278—293 (1950)] wurde die 
Frage nach der Struktur der Menge der Stellen, in denen das Verfahren nicht 
konvergiert, insbes. für Polynome 3. Grades mit drei verschiedenen reellen Null- 
stellen gestellt und untersucht. Verf. behandelt jetzt die gleiche Frage für Polynome 
4. Grades mit vier verschiedenen reellen Nullstellen. U.a. erhält Verf. folgendes 
Ergebnis: Die Menge der Divergenzpunkte ist nichtabzählbar, besitzt jedoch keine 
inneren Punkte. Robert Schmidt. , 

Kantorovi@, L. V.: Das Majorantenprinzip und die Newtonsche Methode. 
Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 3 (43), 131—132 (1951) [Russisch]. 

Ingram, W. H.: A modification of Southwell’s method. Quart. appl. Math.9, 
314—315 (1951). 4 

Kopal, Zdenek, Pierre Carrus and Katherine E. Kavanagh: A new formula 
for repeated mechanical quadratures. J. Math. Physics 30, 44—48 (1951). 


j 


1:2 
Zweifache Integrale f [ ©(z) dx dx lassen sich durch Mittelwertmethoden 
—10ı 
auswerten, und zwar erhält man exakte Resultate mit n — 1 Ordinaten falls ®(x) 
vom höchstens (2 n — 1)-ten Grade ist, Für n = 2,3,4,5,7 werden die nötigen 
Zahlenwerte gegeben. Bei einem Beispiel ergibt sich mit 5 Ordinaten ein Fehler 
von 0,70/,, mit 7 Ordinaten 0,002°/,. Evert Johannes N yström. 


[6,0] 
Kruse, U. E. and N. F. Ramsey: The integral [ y3 exp (—y? + ix/y) dy. 
if) 
J. Math. Physics 30, 40—43 (1951). 


00 


Zur Berechnung des Integrals ai werp(- PP +ixy)dy=I(s)+iK(x) 
ö 


werden die Zahlenwerte der Koeffizienten der für £ <3 konvergenten Reihen- 
entwicklungen [C. T. Zahn, Phys. Review 52, 67—71 (1937)] und der asymptoti- 
schen Reihen [O. Laporte, Phys. Review 52, 72—74 (1937)] angegeben. Die 
Funktionen ] (x) und K (x) sind für x = 0 (0,1) 0,4 (0,2) 8,0 (0,5) 20,0 mit 5 bzw. 
4 Dezimalen vertafelt. Heinz Unger. 
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Soul6-Nan, Geneviöve et Jean Peltier: Möthode de caleul des integrales de la forme 


f LE sinpAdi. 


C. r. Acad. Sci., Paris 232, 2076—2078 (1951). 

In Ann. Comput. Labor. Harvard Univ. 18, 19 (1949) sind verallgemeinerte 
trigonometrische Integrale vertafelt (vgl. dies. Zbl. 32, 363). Verf. zeigt, daß man 
auch die im Titel angegebenen Integrale J,, sowie J.o J., und J,, (die Indizes c 
und s kennzeichnen die unter dem Integral stehenden trigonometrischen Funk- 
tionen) mit diesen Tafeln auswerten kann. Die Umrechnung wird am Beispiel J., 
in allen Einzelheiten durchgeführt. Für alle vier Integrale werden die endgültigen 
Formeln angegeben. Heinz Unger. 

Unger, H.: Lagrange-Hermitesche Interpolation im Komplexen. Z. angew. 
Math. Mech. 32, 246—247 (1951). 

Levy, Paul: Sur Pemploi des möthodes d’interpolation dans les math6&matiques 
appliqudes. Enseignement math. 39, 22—33 (1951). 

Allgemeine Betrachtungen sowie praktische Hinweise für die Annäherung von 
in verschiedener Weise definierten Funktionen einer oder zweier Veränderlichen. 
Es wird empfohlen, die Art der Näherung nicht von vornherein festzulegen, sondern 
zunächst eine möglichst umfassende Klasse von ‚regulären‘ Näherungsfunktionen 
zuzulassen, d.h. solche, deren zweite Ableitung sich langsam ändert. 

Evert Johannes N yström. 

Ludwig, Rudolf: Graphische Integrationsverfahren für die Meissnerschen 
Linienbilder bei Differentialgleichungen 1. Ordnung. Z. angew. Math. Mech. 31, 
169—178 (1951). 

Während Meissner mit seinem Verfahren eine Differentialgleichung 1. Ord- 
nung nicht direkt integrieren konnte, werden hier neue Methoden angegeben, mit 
denen dies möglich ist. Außerdem kann auf einfache Weise eine Fehlerabschätzung 
durchgeführt werden, die sonst bei graphischen Verfahren meist unterlassen wird. 
(Auszug des Verf.). Evert Johannes N yström. 

Ludwig, Rudolf: Graphische Integrationsverfahren für die Meißnerschen 
Linienbilder bei Differentialgleichungssystemen und Differentialgleiehungen n-ter 
Ordnung. Z. angew. Math. Mech. 31, 201—208 (1951). 

Für Differentialgleichungssysteme und Differentialgleichungen n-ter Ordnung 
werden graphische Integrationsverfahren angegeben, die durch Erweiterung der 
Methoden entstehen, die in früheren Arbeiten entwickelt worden sind (dies. Zbl. 
42, 131). Die Fehlerabschätzung ist einfach durchzuführen. (Autoreferat.). 

Evert Johannes N yström. 

Bieberbach, Ludwig: On the remainder of the Runge-Kutta formula in the 
theory of ordinary differential equations. Z. angew. Math. Phys. 2, 233—248 (1951). 

Es seien y, (x) die Lösungen von dyzldx = (8, y»:-.»%,) A=1,3%...,n) 
mit den Anfangsbedingungen y,= yı(%). Im Bereich 8: |x— %| za, 
ya — Y.,| <b; seien die gegebenen Funktionen fz mit ihren partiellen Ableitungen 
bis zur vierten Ordnung einschließlich eindeutig und stetig, und es seien M und 
N positive Zahlen. mit || <N, [e'fjax’ öyı: --- Oym| < Mint nn 
( <is4)in®B undaN <b, aM <1. Nach der meist benutzten Art des 
Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung seien nach einem Schritt die Näherungswerte 
Yıa für y, berechnet. Die mühsame Rechnung ergibt in |e- %| <a die Fehler- 
abschätzung 


ya yaa| S |e — xy 


mnSms „st t® a ya(t tm? n + 1\3 n + 1\4 
Nm Rt RZ) P+ Mal R+le) zu, 


1, Ba 
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wobei P, ein ganz bestimmtes, vom Verf. zahlenmäßig angegebenes Polynom »-ten 
Grades von rist. Für n = 1 ergibt sich für die Differentialgleichung dyjdz = f(x,y} 
nach einer Vereinfachung |y — y| S 5,37 |x — x,|? MN (M* — 1)(M - 1) 
(vgl. Bieberbach, Theorie der Differentialgleichungen, Berlin 1923). Bessere 
Abschätzungen ergeben sich für die Differentialgleichungen n-ter Ordnung 
drylaa® = f(x, y, y',...,y”®=D), wenn man sie durch y,=% ne = y®, 
f=f, ya-ı = faals System schreibt; die Abschätzungen haben die Form |ya— Yaa| 
<s|e—- PN -Q,(M,n), wobei Q, ein vom Verf. zahlenmäßig angegebenes Poly- 
nom in M und n ist. Die Abschätzungen ergeben für die Ordinaten besonders gute 


Näherungen, insbesondere wird eine Näherung yr mit Iy — yr| = 6 
angeführt, wo R ein Polynom in M und » ist. Lothar Collatz. 

Mohr, Ernst: Über das Verfahren von Adams zur Integration gewöhnlicher 
Differentialgleiehungen. Math. Nachr. 5, 209—218 (1951). 

Ist y(xz) die exakte Lösung der Differentialgleichung y’ = f(x, y), Y(x) die 
nach dem Adamsschen Extrapolationsverfahren dritter Ordnung ohne Anfangs- 
fehler [Y(&,) = y(z,) für v = 0,1,2,3] gewonnene Näherungslösung, so läßt 
sich nach Tollmien [Z. angew. Math. Mech. 18, 83—90 (1938); dies. Zbl. 18, 83] 
der Fehler Y(xz) — y(x) abschätzen durch 2 (ex = 2) — 1), wo L die Lipschitz- 
Konstante von f(x, y) und ö eine obere Schranke für den Interpolationsfehler der 
Funktion f(x, Y(x)) ist. Wegen der Unstetigkeit von Y’(x) läßt sich dieser Fehler 
nur mittels eines Differenzenquotienten und nicht durch einen Differentialquo- 
tienten ausdrücken. Verf. zeigt, daß man ö=(M + e(h)) ht wählen kann, wo 


M = Max fe y) und e(h) eine mit h gegen Null gehende Größe ist. Der 


Beweis erfolgt, indem Y (x) im Intervall (x,_3,%, +1) durch dasin (2,,%,..,) mit Y (x) 


_ übereinstimmende Polynom Y,(x) ersetzt und der Unterschied der Steigungen von 


f(&, Y (x)) und f(x, Y,(x)) abgeschätzt wird. Analog läßt sich auch das Interpolations- 
verfahren behandeln. Johannes Weissinger. 
Abramowitz, Milton: Coulomb wave funetions expressed in terms of Bessel- 
Clifford and Bessel funetions. J. Math. Physics 29, 303—308 (1951). 
Das Computation Laboratory of the Applied Mathematics Division of the 


National Bureau of Standards berechnet zur Zeit Tabellen der Lösungen der Dif- 


ferentialgleichung (o > 0; rn] reell, L ganz) (1) d?y/do®+ (1—2nJoe— L(L+1)/0?)y = 0, 
welche sich für die radiale Abhängigkeit der Wellenfunktionen des Wasserstoff- 
problems ergibt. In Ergänzung zu diesen Tabellen werden Entwicklungen der in 
o= 0 regulären Lösungen von (1) nach modifizierten Bessel-Clifford-Funktionen 
(no)? J, (2 i y2 n 0) und nach Besselschen Funktionen J,(o) angegeben, 
von denen die erste bei großen 7], aber nicht zu großen 27] 0, die zweite bei kleinen »7 
und großen o rasch konvergiert. Josef Meixner. 


Sponder, Erieh: Ein zeichnerisches Lösungsverfahren für Differentialgleichun- 


» gen zweiter Ordnung. Elemente Math. 6, 53—58 (1951). 


Die gesuchte Integralkurve einer gewöhnlichen expliziten Differentialgleichung 
zweiter Ordnung wird stückweise durch quadratische Parabeln aufgebaut. Das 
einfache zeichnerische Verfahren wird an zwei Beispielen durchgeführt: 1. Schwin- 
gung einer Windfahne bei Vernachlässigung der Dämpfung, 2. Flugweg eines 
Körpers unter dem Einfluß eines mit der Zeit veränderlichen Antriebs. Das Ver- 
fahren erweist sich auch als brauchbar, falls Unstetigkeiten im Lösungsverlauf 
auftreten. Fritz Rehbock. 

Blaquiöre, Augustin: Extension de la th6orie de Nyquist au cas de caracte- 
ristiques non linaires. C.r. Acad. Sci., Paris 233, 345—347 (1951). 
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Batschelet, Eduard: Über die numerische Auflösung des dritten Randwert- 
problems bei elliptischen Differentialgleichungen. Z. angew. Math. Mech. 31, 237 
(1951). I 

Hanson, A. W., €. A. Taylor and H. Lipson: Fourier synthesis by optical inter- 
ference. Nature 168, 160 (1951). 

Picone, Mauro und Fabio Conforto: Ergebnisse neuer Versuche zur Perioden- 
analyse, die im Istituto Nazionale per le Applicazioni del Caleolo ausgeführt wurden. 
7. angew. Math. Mech. 31, 229—230 (1951). Nr 

Die hier beschriebene praktische Methode zur Periodenanalyse empirischer 
Funktionen ist eine sehr allgemeine Formulierung des Prinzips der algebraischen 
Bestimmung unbekannter Periodizitäten, wie sie in speziellerer Form schon von 


zahlreichen anderen Autoren ausgeübt wurde. Läßt sich eine Funktion exakt durch 


"N . . . . 
ft)= N y,e*' darstellen, so ist sie die Lösung einer linearen Differential- 
h=1 


gleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten c,, und die Aufgabe ist im 
Prinzip gelöst, wenn es gelingt, diese Koeffizienten zu bestimmen. Ist nun @,(t) 
(s=1,2,...) ein vollständiges System von Funktionen im Intervall [-1, +1], 
etwa o(t) = e’s!, wo die A, die Folge 0, —1, +1, —2, +2,... durchlaufen, so er- 


Zt N 
hält man beliebig viele Bestimmungsgleichungen ir OR) Ss c,f® dt) dt = 0 
er h=0 


für die gesuchten Koeffizienten c,. Diese Gleichungen lassen sich nach Ausführung 
einer Anzahl von partiellen Integrationen in die Form linearer Gleichungen bringen, 
+1 
deren Koeffizienten zum Teil Integrale von der Form f WW (t) fit) dt darstellen, 
=; 
z.T. aber Ausdrücke, die Ableitungen der Funktion f(t) enthalten. Nun kann man 
aber von einer empirischen Funktion, deren Ordinaten mit Fehlern einer: ge- 
wissen ‘Größenordnung behaftet sind, zwar bestimmte Integrale, aber keine Ab- 
leitungen, insbesondere nicht solche höherer Ordnung bilden. Verff. vermeiden 
diese Schwierigkeit, indem sie durch Erhöhung der Zahl der Bestimmungsgleichun- 
gen die mit den Ableitungen behafteten Ausdrücke mitbestimmen. Die Aufgabe 
erfordert, da die Anzahl n der Komponenten von f(t) unbekannt ist, eine schritt- 
weise Analyse mit der Vorgabe n =1,2,... Diese Versuche sind so lange durch- 
zuführen, bis sich die resultierenden Koeffizienten c, konstanten Werten nähern. 
Die Anzahl n darf nicht zu groß sein ; überschreitet sie ein gewisses Maß, so muß die 
Periodenanalyse als unmöglich angesehen werden. Karl Stumpff. 

Fischer, Joh.: Ein Nomogramm erleichtert die Bestimmung eines Funktions- 
verlaufes. Z. angew. Math. Mech. 31, 54—56 (1951). 

Verf. stellt die Funktion y = e?/x1%° durch eine Fluchtentafel mit einer ge- 
krümmten und zwei parallelen Leitern dar, von denen aber die eine in einen Punkt 
entartet (obzwar, dies zu bemerken sei Ref. gestattet, zwei nebeneinander liegende 
Doppelleitern den gleichen Zweck erfüllt hätten). In gleicher Weise wird weiter- 
führend die Funktion y = e*/x“ für auch veränderlichen Exponenten u dargestellt 
und zwar durch Verbindung zwischen Kurven- und der genannten Fluchtentafel. 

W. Meyer zur Capellen. 

Curtiss, J. H.: The Institute for Numerical Analysis of the National Bureau. of 
Standards. Amer. math. Monthly 58, 372—379 (1951). 

Es wird über Entwicklung, Einrichtung und Tätigkeit des Institutes in Los 
Angeles berichtet. In der Forschungsabteilung werden zur Zeit in der Hauptsache 
folgende Probleme behandelt: Aufsuchung der besten Methoden zur Lösung line- 
arer Gleichungssysteme bei Berücksichtigung der Besonderheiten im Aufbau des 
Systemes, Eigenwertprobleme von Matrizen und stetigen Operatoren, numerische 
Lösung von Differentialgleichungen. Ferner werden Montecarlo-Methoden zur 
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Bestimmung von Eigenwerten z. B. der Schrödingergleichung entwickelt und auch 
nichtlineare Probleme bearbeitet. Für seine Arbeiten stehen dem Institut ein großer 
Rechenautomat (SWAC), der parallel arbeitet und die elektrostatische Methode 
von Williams für den inneren (512 Worte) und eine magnetische Trommel für den 
äußeren Speicher (10 000 Worte) benutzt, ferner eine Lochkarteneinrichtung, eine 
umfangreiche Bibliothek usw. zur Verfügung. Neben der Forschung dient das 
Institut dem Unterricht. Es werden Kolloquien, Symposien, kürzere und längere 
Kurse usw. abgehalten. Friedrich- Adolf Willers. 


Blanc-Lapierre, Andre, Marcel Perrot et Pierre Dumontet: Etude exp6rimentale 
d’un filtre linsaire par une methode optique. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 788—790 
(1951). 


Die vom erstgenannten Verf. als lineare Filtrierung bezeichnete Faltungsumwandlung 
[0,0] 


Dt) = fi R(t— r) F (rt) dr wird durch eine optische Vorrichtung bewerkstelligt. Diese besteht 


00 

aus drei koaxialen Linsen /,, einer Lichtquelle ©, einer Mattscheibe M, einer Photozelle P und 
aus zwei Filmbändern f’, f’’. Band f’ mit der Quer- bzw. Längsachse x’ bzw. %y’ ist nur innerhalb 
der periodisch aufeinander folgenden Bereiche np<y’'<np+K(x) mit n=0,1,... 
durchsichtig. Band /”’ mit Längs- bzw. Querachse x’’ bzw. y’’ dagegen nur innerhalb des Bereiches 
0<y”<F(— x"). Die durch L, parallel gemachten Strahlen von Q dringen zunächst durch f, 
das in einer zur optischen Achse senkrechten Ebene Z’ vor L, abgerollt wird, treffen dann durch 
L, gehend f’’, welches in der bezüglich ZL, zu E’ konjugierten Ebene senkrecht zur Bewegung 
von f’ abgerollt wird und fallen schließlich durch L, vereinigt auf M, wo die Lichtstärke mit P 
registriert wird. Rechnung und Messung zeigen bei geeigneten Abrollgeschwindigkeiten der 
Filmbänder gute Übereinstimmung, obgleich die Beleuchtung B(x’”’, y’) = R(x”) von f’ nicht 
ständig, sondern nur im Mittel gesichert wird. Tibor Szentmartony. 

Artobolevskij. I. I.: Zwei Mechanismen zum Zeichnen von Kurven höherer 


Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 80, 717—719 (1951) [Russisch ]. 

Artobolevskij, 1. I.: Ein Mechanismus zum Erheben in die dritte Potenz. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 933—935 (1951) [Russisch]. 

Artobolevskij, I. I.: Ein Mechanismus zur Lösung quadratischer Gleichungen 
von der Form a, x +a,x+a,=0. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 80, 549— 
551 (1951) [Russisch]. 

e Rutishauser, H., A. Speiser und E. Stiefel: Programmgesteuerte digitale 
Rechengeräte. (Elektronische Rechenmasehinen). Basel: Verlag Birkhäuser 1951. 
102 S. DM 8,50. 

Besprechung dies. Zbl. 38, 82, 40, 359. 


Rutishauser, Heinz, Ambros Speiser und Eduard Stiefel: Programmgesteuerte 
digitale Recehengeräte (elektronische Rechenmaschinen). II. IV. Z. angew. Math. 
Phys. 2, 1—25, 63—92 (1951). 

Referat s. dies. Zbl. 40, 359. 

Pulvari, Charles F.: An eleetrostatically induced permanent memory. J. 
appl. Phys. 22, 1039—1044 (1951). 

Bückner, Hans: Zum Zirkeltest der Integrieranlagen. Z. angew. Math. Mech. 
31, 224—226 (1951). 

Zwei Integratoren einer Integrieranlage werden so geschaltet, daß 2) = — 23, 
= +2, gilt, die Integralkurve also im Idealfall ein Kreis sein sollte (Zirkeltest). 
Es wird insbesondere gezeigt, daß Getriebelose (toter Gang beim Umkehren der 
Bewegungsrichtung) bewirken, daß die Integralkurve zu einer im wesentlichen 
archimedischen Spirale wird. Aus dem Abstand zweier oder nötigenfalls mehrerer 
aufeinanderfolgender Windungen kann man auf die Größe der Losefehler schließen. 

Heinz Rutishauser. 

Romberg, Werner: Teilbarkeitsproben und Rechenkontrollen. Norsk mat. 

Tidsskr. 32, 97—103 (1951). 
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Im Hinblick auf die Rechenkontrollen bei programmgesteuerten Ziffernmaschi- 
nen werden der Neunerprobe einige andere Teilbarkeitsproben an die Seite gestellt. 
Hans Bückner. 
Loeb, Julien: Un erit6rium general de stabilitE des servom&canismes sieges de 
phönom?nes höreditaires. C. r. Acad. Sei., Paris 233, 344—345 (1951). 


Wahrscheinliehkeitsreehnung und Anwendungen. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


Waerden, B.L. van der: Der Begriff Wahrscheinliehkeit. Studium generale 
4, 65—68 (1951). 

Nach Schilderung einiger — wie Ref. bemerken muß, teilweise nur scheinbarer — 
Mängel, welche einer nominalen Definition der Wahrscheinlichkeit in der klassischen, 
den verschiedenen subjektiven, der v. Kriesschen Spielraum- und der v. Misesschen 
Häufigkeitsgrenzwert-Theorie anhaften, wird für eine funktionale Definition Stel- 
lung genommen. Und zwar im Rahmen der Kolmogoroffschen axiomatischen Grund- 
legung der Wahrscheinlichkeitslehre. Drei — mehr oder weniger bekannte — Faust- 
regeln sollen diese mit den Anwendungen verbinden. Da eine unter diesen die be- 
kannte praktische Deutung sehr kleiner Wahrscheinlichkeiten angibt, kann auf 
eine weitverbreitete vierte zwischen verhältnismäßiger Häufigkeit und Wahrschein- 
lichkeit vermöge des Bernoullischen Gesetzes der großen Zahlen verzichtet werden. 
Der heute allgemein angenommene und 1937 von Feller ausdrücklich betonte 
Standpunkt, nach welchem die Theorie auch hier als ein abstraktes Schema mit 
freigelassenen und erst durch die Anwendungen bestmöglich festzusetzenden Para- 
metern aufzufassen ist, wird zwar erwähnt aber irtrümlich v. Dantzig zugeschrieben. 

Tibor Szentmärtony. 

Vietoris, Leopold: Wie kann Wahrscheinlichkeit definiert werden? "Studium 
generale 4, 69—72 (1951). 

Wie in der vorangehend besprochenen Note, wird auch hier auf die Unzuläng- 
lichkeit der Definition der Wahrscheinlichkeit in der klassischen, der subjektiven 
und der ursprünglichen Häufigkeitsgrenzwert-Theorie hingewiesen. Dagegen wird 
hier — richtigerweise — bemerkt, daß die klassische Definition zwar eng und un- 
vollständig ist, aber im Prinzip einen Zirkelschluß nicht enthält, sowie daß jede 
subjektive Theorie wegen Aufgabe der Transitivität der Gleichheit abzulehnen ist. 
Die Tatsache, daß die ursprüngliche Häufigkeitsgrenzwert-Theorie auf Wider- 
spruch führt, wird aber auch hier falsch festgestellt. Nämlich nicht in sich, sondern 
durch Hinweis auf das Bernoullische Gesetz der klassischen, also einer anderen 
Theorie. Die Häufigkeitstheorie hat bekanntlich ihr eigenes Gesetz der großen 
Zahlen und ihr Widerspruch lag — vor der von Copeland, Wald, Doob und 
Feller vorgenommenen, hier nicht erwähnten Bereinigung — in ihrem unbeschränk- 
ten Auswahlaxiom. — Verf. gibt die Richtigkeit der funktionalen Definition der 
Wahrscheinlichkeit innerhalb einer axiomatischen Begründung der Theorie zu, 
scheint aber einer nominalen den Vorzug zu geben. Diesbezüglich wird auf die 
1940 von Koopman gegebenen ‚„Axiome und Algebra der intuitiven Wahr- 
scheinlichkeit“‘ bzw. auf deren vom Verf. stammende Vereinfachung (dies. Zbl. 30, 
200) hingewiesen. Tibor Szentmartony. 

Strohal, Riehard: Bemerkungen zur Hypothesenwahrscheinliehkeit. Studium 
generale 4, 80—88 (1951). 


Unter einer Hypothese versteht der Verf. eine Annahme, die zusammen mit anderen als 
sicher richtig geltenden Voraussetzungen hinreichend ist zur logischen Ableitung eines empirisch 
feststellbaren Ergebnisses. Das auf Urnenbeispiele zugeschnittene Bayessche Theorem scheint 
ihm ungeeignet zur Festlegung einer Wahrscheinlichkeit für eine durch bestimmte Daten gestützte 
Hypothese, auch wenn man versucht, jene als Verteilungswahrscheinlichkeit zu deuten. Er 
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denkt sich deshalb ein vollständiges Verzeichnis aller Tatbestände aufgestellt, die zur Erklärung 
des in Frage stehenden Sachverhaltes tauglich sind. Jeder dieser Tatbestände ist der Repräsen - 
tant einer Hypothese. Von diesen hat jede eine noch unbekannte Apriori-Wahrscheinlichkeit; 
die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten muß 1 sein. Die Wahrscheinlichkeiten komplizierter 
Hypothesen dürfen dabei wegen des Multiplikationstheorems der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
als klein angesetzt werden, einige Hypothesen scheiden aus, weil sie durch andere Erfahrungen 
als unzulässig erkannt sind. So bleiben schließlich nur wenige Hypothesen mit großer Wahr- 
scheinlichkeit übrig. Durch Bewährung in einem neuen Bereich steigt die Wahrscheinlichkeit 
einer Hypothese. Die größte Schwierigkeit sieht der Verf. mit Recht bei der Aufstellung der 
vollständigen Disjunktion aller in Frage kommenden Hypothesen. Es entgeht ihm, daß hier 
nur logistische Methoden weiterführen und daß Carnap bereits wichtige Resultate erreicht hat 
(dies. Zbl. 40, 70). Bemerkt sei noch, daß Verf. im Laufe seiner Untersuchung von der 
Häufigkeitsdeutung der Wahrscheinlichkeit zu einem Wahrscheinlichkeitsbegriff hinübergleitet, 
der nichts mehr mit relativer Häufigkeit zu tun hat. Adolf Kratzer. 


Gröbner, W.: Über die Anwendung des Wahrseheinlichkeitsbegriffs in der 
Physik. Studium generale 4, 72—77 (1951). 

Es wird zunächst das wohlbekannte Verhältnis geschildert, das zwischen einer 
axiomatisch begründeten mathematischen Disziplin mit begrifflichen Leerstellen 
und ihren — diese Stellen näherungsweise deutenden — Anwendungen besteht. 
Für die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendungen wird dasselbe ge- 
fordert und betont, daß der so eingeführte ‚a priorische‘‘ Wahrscheinlichkeits- 
begriff mit ihrer ‚a posteriorischen‘“‘ näherungsweisen und der Beobachtung einzig 
zugänglichen Häufigkeitsdeutung nicht vermengt werden darf. Gegenüber der 
Boltzmannschen statistischen Thermodynamik wird nun der Quantenstatistik dieser 
Fehler vorgeworfen. Bei ihrer positivistischen Beschränkung auf das — mindestens 
prinzipiell — Beobachtbare wird die a posteriorische Wahrscheinlichkeit, in ihren 
die unmittelbare Beobachtung übersteigenden Aussagen die a priorische benützt. 
Da Verf. der Meinung ist, daß maßgebende Vertreter der Wahrscheinlichkeitslehre 
die Anwendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes nur auf kausal bedingte Ereignis- 
folgen für möglich halten( ?), mutet es nach ihm „geradezu grotesk an, wenn in 
der modernen Physik die Anwendung des‘‘ auch sonst schwankend benützten 
„Wahrscheinlichkeitsbegriffes und die damit erzielten Erfolge als Bestätigung dafür 
vorgebracht werden, daß das diesen Begriffen zugrunde liegende Geschehen nicht 
kausal bedingt sein könne“. Tibor Szentmartony. 

March, A.: Wahrscheinlichkeit und Physik. Studium generale 4, 78—80 (1951). 

Verf. bringt zunächst gegen den im gleichen Heft des Studium generale veröffentlichten 
Aufsatz von Erismann vor, daß die Voraussetzung eines streng kausal determinierten Gesche- 
hens allein zusammen mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht ausreicht, das Naturgeschehen 
zu deuten. Die Voraussetzung der Ergoden- bzw. Quasiergodenhypothese hat sich als unerläßlich 
für die statistische Mechanik innerhalb der klassischen Physik erwiesen. Weiter setzt er sich 
mit dem Aufsatz von Gröbner im gleichen Heft auseinander mit dem Hinweis, daß die Quanten- 
mechanik genau wie die übrige Physik in dem Sinne positivistisch ist, daß sie nur falsifizierbare 
Aussagen zuläßt. Die Kontrollierbarkeit einer Wahrscheinlichkeitsaussage verlangt dann die 
Möglichkeit des Nachweises, daß die Meßergebnisse einer physikalischen Größe als Elemente 
eines Kollektivs aufgefaßt werden können. Ferner weist er darauf hin, daß die Quantenphysik 
keineswegs die Kausalität leugnet, sondern vielmehr die Verwendbarkeit dieser Kategorie im 
atomaren Bereich für die Elementarakte überhaupt bestreitet und sie durch eine neue, die 
statistische Kausalität ersetzt. Adolf Kratzer. 

Menger, Karl: Probabilistie theories of relations. Proc. nat. Acad. Sci. USA 
37, 177—180 (1951). 

Gleichheits- bzw. Ordnungsbeziehungen physikalischer Beobachtungsergebnisse 
drücken eigentlich nur Beschaffenheitsbeziehungen aus, welche sich auf die Nicht- 
bzw. gewisse Unterscheidbarkeit der Elemente des physikalischen Kontinuums be- 
ziehen. So ist bei A= Bund B= ( möglicherweise A <CO. Zu einer besseren 
Ersetzung von Beschaffenheitsbeziehungen durch Größenbeziehungen führt Verf. 
die Wahrscheinlichkeit @(a, b) der Gleichheit von @ und b ein. Und zwar neben der 
Reflexivitäts- bzw. Symmetrieforderung G(a,a) =1 bzw. G(a, b) = G@(b, a), durch 
die geschwächte Transitivitätsforderung G@(a, b) @(b,c) < G(a, c). Bei @(a, b) = 


24% 
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wird dann a mit b sicherlich gleich genannt. So ergibt sich zu jedem a eine zu- 
geordnete Gleichheitsmenge A der a’mit@(a, a’) = 1. Zwei A, Bsind elementen- 
fremd oder identisch. Wird dann G(A, B) durch G(a, b) bei ae A und bEB de- 
finiert, so genügt d(A, B) = —1log@(A, B) den Frechetschen Entfernungsforde- | 
rungen in einem metrishen Raume. Diese Betrachtung läßt sich umkehren. — 
Ahnlicherweise läßt sich die Beziehung ‚a geht b voran“ behandeln durch Ein- 
führung der Wahrscheinlichkeit V (a, b) des Vorangehens von a vor b. Und zwar 
durch die Forderungen V(a,b,) SV(a,b)) bei a, <a, sb,<sb, und 
lim V(a,y)=1, lim V(z,b)=1 sowie V(a,b) + V(b,a)=1 und 


> > —0 | 


V(a,b) V(b,c) <V (a, c). 


Tibor Szentmartony. | 


Menger, Karl: Probabilistie geometry. Proc. nat. Acad. Sei. USA 37, 226—229 
1951). 

\ Begriff des metrischen Raumes verallgemeinernd ordnet Verf. jedem ge- 
ordneten Elementenpaar (a, b) einer Menge S eine Verteilungsfunktion A,,(x) zu. 
Und zwar durch folgende Forderungen: 1. A,.(2) =1 für jedes a und >00 
bzw. A,,(2) = 0 für alle (a,b) und x <0, 2. A,,(2%) = A,.(x) ohne Beschrän- 
kung von a,b,x; 3. die auf die Faltung sich beziehende Dreiecksungleichung | 
[As * Aycl (X) ZAgelt) für alle a,b,c,x. Damit wird eine Wahrscheinlich- 
keitsmetrik in S eingeführt. Für ein metrisches S mit der Entfernung d(a, b) 
wird z. B.’A,,(2) — 0° bzw. 1 für = Shaw. =d (a,b) Nun serze Aula) u 
für x >0 die sichere Nichtunterscheidbarkeit, suü px >0 mit A,,(2) = 
dagegen die sichere Unterscheidbarkeit von a und 5 fest. Ist supx = 0 
mit A,,(2) = 0, dann kann a von b kaum unterscheidbar bzw. vielleicht 
niehtunterscheidbar genannt werden, je nachdem A,,(+ 0) = bzw. >0 ist. 
In einem metrischen, vollständigen, innerlich und äußerlich konvexen S sind die 
Punkte aller Punktepaare entweder vielleicht nichtunterscheidbar oder kaum 
oder sicher unterscheidbar. Beispiele von A,,(2) auf der Geraden zeigen, daß diese 
— möglicherweise insgesamt unerwünschten — Hauptfälle tatsächlich vorkommen | 
können. Verf. deutet kurz die Anwendbarkeit dieser sonderbaren Metrik auf das 
psychophysikalische bzw. physikalische Kontinuum im großen und vielleicht im 
kleinen an. Tibor Szentmärtony. 

Menger, Karl: Ensembles flous et fonetions al6atoires. ©. r. Acad. Sci., Paris 
232, 2001—2003 (1951). 

In den zwei vorsteh. ref. Noten hat Verf. auf die Fruchtbarkeit der Zuordnung 
von Wahrscheinlichkeiten bzw. Verteilungsfunktionen zu gewissen Beziehungen 
zwischen den Elementen eines Paares (x, y) innerhalb einer Gesamtheit U hin- 
gewiesen. Hier wird das Entsprechende bezüglich der Elemente x selbst getan. 
Eine eingliedrige Beziehung ist im klassischen Sinne die Auswahl der Elemente x 
einer Teilmenge F von U. In wahrscheinlichkeitstheoretischer Verallgemeinerung 
entspricht dieser die Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten P(xCF)= Pz(x) 
zu den xeU. Also die Betrachtung von verschwommenen (oder weichen, 
flous) Mengen gegenüber den deutlichen (oder starren, rigides), welche — wie die 
Teilmengen von U — durch nur die Werte 1 oder 0 annehmende (charakteristische) 
P(x) festgelegt werden. — Man kann aber auch Verteilungsfunktionen f(x, t) zu 
den zEU,d.h. eine Zufallsfunktion zu U zuordnen und sie als Wahrscheinlichkeit 
dafür betrachten, daß eine x zugeordnete Zahl kleiner als tist. BiU:a<x<b 
betrachtet Verf. die Menge C,:y = f(x, t), also eine verschwommene Kurve über 
(a,b) und berechnet den Flächeninhalt ihrer Ordinatenmenge. Die Verteilungs- 
funktion der zu einer Einteilung a =, <2x,<:-:< %„ = b gehörigen Treppen- 
kurve ist die Faltung 9, %*:-:%*g,„ der g,(l) = f(&,t/(&;— x;_,)). Sind die 
f(x, t)-Verteilungen (u(x), o(&))-normal, dann ist jene des Flächeninhaltes der 
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Treppenkurve {Zu (&) (2; — 2%), [02 (&,) (x; — x;_1)2]V/2)-normal und strebt 

für max (x, — x, ,)—>0 gegen die entartete Verteilung F(t) = 0 bzw. 1 für t< 
b 


bzw. > [u (x) dx. Der Flächeninhalt des verschwommenen (,, also das In- 


ä 
tegral der Zufallsfunktion, ist somit deutlich. — Diese Betrachtungen führen zu 
wichtigen Folgerungen beim Begriff der konvexen Metrik. 

Tibor Szentmärtony. 

Redheffer, R. M.: A note on the surprise index. Ann. math. Statistics 22, 
128-130. (1951). 

Sind die Ereignisse #,, mit den Wahrscheinlichkeiten p,, zu erwarten und tritt 
das Ereignis E, tatsächlich auf, so läßt sich die Frage stellen, ob das Auftreten 
gerade dieses Ereignisses als ‚überraschend‘ anzusehen ist. Als Maß dafür hat 
W.Weaver [Scientific Monthly 67, 390 (1948)] den „UÜberraschungsindex“ 
S;,= (N p2)/p, eingeführt. Verf. zeigt, daß N p2, für den Fall der Poissonvertei- 
lung gleich e=?* I,(— 24) ist, wobei I, die Besselsche re 0-ter Ordnung ist, 


während sich im binomialen Fall [». = 1) pr" gu—m ı | diese Summe durch eine 


Legendresche Funktion n-ter Ordnung oder mit Hilfe einer hypergeometrischen 
Funktion durch 89%, = (p— *F(—n,1/2;1;—4pg/p-Q) (p+g) dar- 
stellen läßt. Als u lormehh gibt er im Fall der Ponte für große A 
N p2,„1/(2Yr A) und im binomialen Fall für n— co Sp2 1/2 Yr-n p q) 
an und weist darauf hin, daß beide Formeln Spezialfälle der allgemeinen Formel 
Sm m( /2)/V Streuung sind. Georg Friede. 

Lorenz, Paul: Der Schluß vom Teil aufs Ganze und der mathematisch-statisti- 
sche Begriff der Wahrseheinlichkeit. Veröff. deutsch. Aktuarver eins Nr. 1, 25—43 
(1951). 

Die vom Verf. vorgeschlagene Lösung besteht, wie bei den meisten heutigen 
Statistikern, aus der Bestimmung von ‚„Mutungsgrenzen‘‘ ohne Benutzung der 
Bayesschen Formulierung. Nach einer Stichprobe von n Losen, darunter a schwar- 
zen, aus einer Lotterietrommel mit N Losen, werden zwar für die unbekannte An- 
zahl A der schwarzen Lose die untere und obere Mutungsgrenze A, und A, derart 
festgestellt, daß, wenn A<A, (bzw. A >A4,), mit einer Wahrscheinlichkeit 
> 0,99 weniger (bzw. mehr) als a schwarze Erfolge zu erwarten wären. — In der 
Diskussion werden Einwände gegen die verschiedenen Versuche erhoben, die den 
Wahrscheinlichkeitsbegriff präzisieren wollen; indessen scheint es dem Verf. ge- 
nügend, einige Bemerkungen über den intuitiven und empirischen Wert des Wahr- 
scheinlichkeitsbegriffes zu machen, um diesen als definiert und erklärt betrachten 
zu können. Bruno de Finetti. 


Darmois, Georges: Sur une propriete caraeteristique de la loi de probabilite 
de Laplace. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1999— 2000 (1951). 

Normal verteilte unabhängige Zufallsveränderliche x,,...,%, kann man 
bekanntlich unendlich mannigfaltig in unabhängige X,,--., X, linear trans- 
formieren. Besitzen die x, dasselbe Streuungsquadrat, so sind zum B. ihre ortho- 
gonalen Transformierten solche Zufallsveränderlichen. Im Falle n = 2 hat 1941 
S. Bernstein bewiesen: Wenn — umgekehrt — die x,y 1. unabhängig sind, 
2. Verteilungsdichten, und zwar 3. mit demselben Streuungsquadrat besitzen, so sind 
diese bei unabhängigen X = x + y, Y = x — y normal. M. Fr&chet zeigte unlängst 
[Ann. Inst. Henri Poincare 12, 1—29 (1951)], daß man hier 2. streichen kann und statt 
3. nur endliche Streuungsquadrate vorauszusetzen braucht. Ein auf die charakteristi- 
schen Funktionen sich stützender überraschend einfacher und kurzer Beweis ergibt 
nun, daß — wenn auch nicht ‚en supprimant toute hypothese‘“‘ — die normale Vertei- 
lung von x und y allein schon die Unabhängigkeit von x und y sowie diejenige irgend 
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zweier ihrer linearen Transformierten X =ax+by und Y=cxzH+dy mit 
nichtverschwindenden Koeffizienten sichert. Das Ergebnis soll sich auf n> 2 
erweitern lassen. Tibor Szentmartony. 

Krishnamoorthy, A. $.: On the orthogonal polynomials associated with Stu- 
dent’s distribution. Sankhya 11, 37—44 (1951). 

Verf. zeigt, daß die für ungerades m ungeraden, für gerades m geraden Polynome 
m-ten Grades ®,,(t) = A„: (1 + Pp)e+DR..dm (1 +2pm et Dr2idem, m < (v ar 1)/2, 
Orthogonalpolynome der Student-Verteilung c - (1 + 1?) *V/? dt mit» Freiheits- 
graden bilden, und bestimmt sie durch Potenzreihen-Lösung der Differentialgleichung 
(?+9»)-BU —(v—1)-.t:-9,-m(m—-v) dD„=0 zu 


Bear I Rl@njarr xl 
KA by en ei er Ton nn 2 a für m gerade, 
[a > ri nn En ı +3) für m ungerade. 
In der üblichen Weise findet man sodann die Koeffizienten A, der Entwicklung 
lo) = (1 + „a > A,-®,(t) einer umfassenderen Klasse von Vertei- 
= 


lungen f(t) nach den ®, als den ®,(t) analoge Summen, in welchen £?” und tr+! 
durch die entsprechenden Momente von f(t) zu ersetzen sind. Maria-Pia Geppert. 
Kallianpur, Gopinath: Integrale de Stieltjes stochastique et un th&or&me sur 
les fonetions aleatoires d’ensembles. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 922—923 (1951). 
Es wird eine neue Definition des bestimmten Integrals einer auf einer Menge R 
definierten festen Funktion f(a) gegeben. Und zwar nach einer — vermutlich — 
auf dem Körper aller meßbaren Teilmengen von R additiven zufälligen Mengen- 
funktion Z(S). Von der letzteren wird nur angegeben, daß sie — nach einer unver- 
öffentlichten Mitteilung von H. Cramer — ‚‚die Rolle der Spektralfunktion bei 
einer solchen Zufallsfunktion x(t) spielt‘, welche endliche Momente erster und 
zweiter Ordnung besitzt und deren Kovarianz /'(t, s) von beschränkter Variation ist. 
Ref. bemerkt, daß die Definition des Integrals manche Berührungspunkte mit der 
von K.Karhunen (dies. Zbl. 30, 156) klar gegebenen besitzt. Immerhin wird 
behauptet, daß unter gewissen Bedingungen Z(s) selbst und somit das hier be- 
trachtete Integral als Karhunensches Integral einer Zufallsfunktion nach einer 
festen Maßfunktion darstellbar ist. Die unklare Beschreibung von Z(S) sowie 


n 
des linearen Raunes N c,Z(S,) und der Norm seiner Vektoren verbieten eine 
i=1 


nähere Schilderung der Note. Tibor Szentmärtony. 
Rios, S.: Über Konvergenz von Verteilungen und Konvergenz der Wahr- 
scheinlichkeit nach. Revista mat. Hisp.-Amer., IV. Ser. 11, 61—64 (1951) [Spanisch]. 
The author states the following theorem: For a succession of distribution 
functions U,(2), ?— 1,2,..., to converge to a distribution function F (x) it is neces- 
sary and sufficient that (i) for any arbitrarily small & there exist a n = n(x) such 
that \F,.,(@) — F,(&)| <e for any h and for every x except for an enumerable 


set and (ii) lim | im-r (2) 1:8 lm Ba F„(xz)|= 0. — The author claims 
z=+oo|n>o = —00 |N—00 


that he has, by his demonstration, shown that a statement in P. Levy’s „Theorie 
de l’addition des variables alatoires“ (Paris, 1937; this Zbl. 16, 170) is false, but 
in the reviewer’s opinion this is a misunderstanding, which can be traced back to 
the rather vague formulation of (i) above. Stefan Vajda. 

Blane-Lapierre, Andre: Remarques sur les fonetions alsatoires stationnaires 
laplaciennes. ©. r. Acad. Sei., Paris 232, 934—936 (1951). 

Das System {X, (7 _, = {X + I X/}X_, von Zufallsfunktionen wird Laplacesches (L) 
genannt, wenn für jedes N und {f,}_, die Gesamtheit der 2KN Zufallsveränderlichen X;(t,) 
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und X (t,) normal verteilt ist. Es heißt stationär (S), wenn mit X* — X; — iX; die Er- 
wartungswerte E{X, (t,) er) } nur von den f„—t, abhängig sind. Sind dann noch die 


E{X;(t)} = 0 und die X, = R e"'”!de,(v) mit [J | Eide,(,) dx*(v,)} |<C, dann bestehen die 


folgenden Sätze. 1. Beieinem IR -System {X,(£)} gilt das gleiche vom {F,[X ‚(£)]} der linearen Fal- 
tungstransformierten sowie der Änderungen der «,(v) und «*(»). 2 . Mit Ex, (£)} ist auch {F,[X,(f)]} 
ein SL-System. 3. Bei einer SL-Funktion x) sind E {d&(v)} und (bis auf », — v, = (0) 
E {dx (v,) d«* (v,)} = — Bei dx, (u) = x(u + du) — ah dF_ (u)=#Etl|dx, (n)|%} und 
daV = E&{lde, (u) a AN nennt Verf. die monochromatische Komponente dz(u,t) = 


de, (u) et +da_(u)e ”"'* a) elliptisch polarisiert, wenn fast alle durch dz erzeugten 


Hllipsen der Richtung ihrer Längsachse, der Größe ihrer Exzentrizität und ihrem Umlaufsinn 
nach übereinstimmen, dagegen b) nichtpolarisiert, wenn dF, (n)—dF (u=dV =0 


ist. Notwendig und hinreichend für a) ist |dV/|?=dF, dF_ und Fe kann immer eindeutig 
in zwei unabhängige L-Komponenten a) und b) zerlegt werden. Tibor Szentmärtony. 
Blane-Lapierre, Andre: l’analyse harmonique des fonetions al6atoires 
stationnaires, Japlaeiennes. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1070—1072 (1951). 
Einer monochromatischen Kon 
x dz (u, t) = dx, (u) "Ft 1 da_(u)E? ri EN) 


F 
der — in der vorangehend besprochenen Note — betrachteten Funktionen kann — wie das 
Poincare bei den elliptischen Schwingungen getan hat — der Punkt Q mit den Polarkoordinaten 
o=||dz;| + :|dx_||, 2& = are (da, d2_), 2 = nf2 —2}=n/2—2are(|da,| + |da_|)zu 
geordnet werden. Wird jedem Halbstrahl (2,2) die Schwingung E,(2%, 2ß, t) = cos 2. Wt 
+ sin Ze?" zugeordnet, dann läßt sich E(t) gemäß ocospE, (2, 2ß,t—t,) + 
osinE, (2x +m,—2ß,t+7r—it,) mit O<o<n/2 darstellen und es lassen sich die Trans- 
formationen 

T[E()] = on cos E, (2, 28, t—L)tonE, (2a +m, —2ß,t+ArT+T-—1,) 
definieren. Diese sind distributiv, erhalten den stationären sowie den Laplaceschen Charakter, 
bei 7,1 = 773» = 1 die mittlere Leistung (puissance) E(|dz(u,t)|?) und die statistische Unab- 
hängigkeit. Geht man mit 7, = ng = 1 auf den Fall über, in welchem die elliptische Kompo- 
nente von dz zirkular ist und bezeichnet mit » das Verhältnis der mittleren Leistung dieser 
polarisierten Komponente zu jener dP von dz, dann ergibt sich für @ die Wahrscheinlichkeits- 
dichte 

2o/[r(1— 7?) dP2] exp (202(1— cos 24)/[dP(1— ?)]}- 


Bezeichnet aber im fastmonochromatischen Fall in der Nachbarschaft einer Frequenz u: D einen 
Bereich jenes Raumes, in welchem @ liegen kann, dann ist Prob (WC D;t)= lim AT/T mit dem 
A 


Maß 2AT der Menge jener Zeitpunkte innerhalb (— 7, 7), in welchen on D fällt. 
Tibor Szentmärtony. 

Chung, K. L. and W. H. J. Fuchs: On the distribution of values of sums of 
random variables. Mem. Amer. math. Soe., Nr.6, (Four papers on probability), 
122p.(1951). 

Let X, = 1,2,...) be independent, identically distributed random vectors in 
Euclidean space of k (= 1, 2,3) dimensions. Denote X, + X, +:::+X, by S,- 
Then a value b is called ‚possible‘ if to every positive &e there is an n such that 
Pr{|S,—b|<e}>0 and ‚„recurrent“ if for every positive e wehave Pr{|S,— b|<e 
för; an infinity of n’s} = 1. The authors prove first that either no value is recurrent 
or all possible values are and give then suffieient and/or necessary conditions for 
the existence of recurrent values. Two of their theorems are generalizations of 
results due to Pölya [Math. Ann. 84, 149—160 (1921)]. Stefan Vajda. 


Chung, K.L. and M. Kac: Remarks on fluetuations of sums of independent 
random variables.. Mem. Amer. math. Soc., Nr. 6 (Four papers on probability), 
L19:11951), 

Let X, =1,2,...) be independent, identically distributed random variables 
andıwrter 8. = A, HA, + 4 X,. Denote by N, the number of changes of 
sign in the sequence 8,85... .,S, and by M,(a) the number of those S, among 


n 


Sj»...,S, for which |S8,| <a. Assuming that the distribution of the X, is sym- 
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metrie and stable, i.e. that 
Elexpß&EX,] = exp(-i EP), 0<as2 
i N, M,„(a ’ 

the authors derive the limiting distributions of er and u when 1<a<2, 
of N/(log n)? and M„(a)/logn when x = 1 (Cauchy) and of N/logn when x < 12 
In the last case lim M(a) exists and is finite, with probability 1. Stefan Vajda. | 

Chung, K. 2 “and P. Erdös: Probability limit theorems assuming. only the 
first moment. I. Mem. Amer. math. Soc., Nr. 6 (Four papers on probability), 19 p. 
(1951). 

Let X, (= 1,2,...) be independent, identically distributed random variables 
which assume only integer values and write P(X = k) = p,. The authors consider 
the following assumptions: 


Bes S 2) Sk Du? 
= x En N rm WEST 
(1) PL a Di 00% N Pr no Pr 
i ls in resultan Tr Under oitter (Very ime te ee 
They derive the following main results: I. Under e A 
where S,=X,+X,+:::+X, anda and a’ are arbitrary integers. II. Under 
| S Y; 
(1) Pı lim 27 = 1\=1 where Y,=1 if ,=a and = 0 8, u, and 
re 
k= . 
similarly Y,. for a’. Stefan Vajda. 


Donsker, Monroe D.: An invariance principle for certain probability limit 
theorems. Mem. Amer. math. Soc., Nr. 6 (Four papers on probability), 12 p. (1951). 
Let X,@=1,2,...) be independent, identically distributed random variables 
with mean 0 and standard deviation 1. Write S,=X, +X%,+:::+X,. The 


author shows that if y, is a function of 8,...8S, [such as, for instance, 
n ; 
max (S,,...,8,), or 8 |8,|; ef. Erdös and Kac, Bull Amer. math. Soc. 52, 
i=1 


232—302 (1946)] then under weak restrietions the limiting distribution of y, is 
independent of the distribution of the X,. Theorems published in the paper 
mentioned above and elsewhere are special cases of the result proved in the present 
paper. Stefan Vajda. 

Mourier, Edith: Lois des grands nombres et theorie ergodique. C. r. Acad. 
Sci., Paris 232, 923—925 (1951). 

Man betrachte unter den Zufallselementen X eines separierbaren Banachschen 
Raumes X bei festem x >1 die Gesamtheit (X), der Elemente, für welche die 
Erwartungswerte #(||X||*) endlich sind. Der Umstand, daß (X), mit der Norm 
[&(||X ||*)]’/* ihrer Elemente ein Banachscher Raum ist, und weitere von der Verf. 
angegebene Eigenschaften von (X), gestatten dann die Feststellung folgender Ge- 


setze der großen Zahlen. Ist RE eine streng stationäre Folge von Zufalls- 
elementen innerhalb (X), bzw. des reflexiven (X).—.ı, dann ist mit der Wahrschein- 


. . + ” + . . 
lichkeit Eins zu erwarten, daß SX, bei 0 <n— oo stark gegen ein Element 
il 
n lo 
von (X), strebt bzw. es gibt ein Element Y von (X), mit lim &( Ei Sl )- 0. 
n—-+ 00 Nil || 
Diese Gesetze stützen sich auf den Ergodensatz von Birkhoff bzw. auf jenen von 


Yosida und Kakutani. Das zweite enthält als Sonderfälle mehrere bekannte 
Gesetze der großen Zahlen. Aber auch neue, so z. B., selbst falls X eindimensional 
euklidisch ist, neben Khintchines klassischem Satz bei x = 2, die sich für & 2 
ergebenden Gesetze. 


Tibor Szentmärtony. 
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Levy, Paul: Fonetions alöatoires H(t) ä& valeurs entidres, d6pendant de pro- 
cessus & la fois Markoviens et stationnaires. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1400—1402 
(1951). 

Wie Verf. entdeckt hatte, braucht die Menge E der Sprungzeitpunkte eines 
stationären Markoffschen Prozesses nicht eine diskrete zu sein: sie kann trans- 
finit sein (dies. Zbl. 38, 88) oder auch komplizierter (Beispiele in der in dies. Zbl. 
38, 291 angeg. Arbeit). — Nun ist Verf. die endgültige Feststellung gelungen, daß 
alle folgenden 7 Fälle möglich sind: Prozesse mit E 1. diskret, 2. wohlgeordnet, 
3. abzählbar, 4. mit Maß Null, 5. keine Strecke enthaltend, 6. allgemein [immer: 
mit Wahrscheinlichkeit = 1, während für die vorhergehenden Bedingungen W < 1; 
Meßbarkeit der Übergangswahrscheinlichkeiten P, ,(t)]; und 7. nichtmeßbare 
P,„,»(£). — Mehrere Theoreme werden als charakteristische Eigenschaften einiger 
Fälle erkannt: Fall 1, Bestimmtheit durch die Übergangsintensitäten P,,, und A,; 
Fälle 1—4, keine nichtfiktiven vergänglichen Zustände; Fälle 1—6, jede P, „(t) ist 
entweder immer Null (0 <t < oo) oder nie, und hat (für {— oo) einen Grenzwert 
(>0). Mehrere Begriffe (z. B. ‚‚ergodisch‘‘) müssen mit neuen Definitionen auf- 
gebaut werden, um in der erweiterten Problemstellung ihren Sinn zu bewahren. 

Bruno de Finetti. 

Kendall, David @.: On nondissipative Markoff chains with an enumerable 
infinity of states. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 633—634 (1951). 

This is a sequel to a paper by F. G. Foster (this Zbl. 42, 137). The following 
theorem is proved: Suppose that a real numerical ‚value‘ can be assigned to each 
state in such a way that (i) for every A, only a finite number of states have ‚‚values‘‘ 
less than A, and (ü) in a single transition the expected ‚value‘ of the new state . 
is less than or equal to the ‚‚value‘‘ of the old state. Then (a) the system is non- 
dissipative and (b) if S denotes the (finite) set of states of minimum „value“ then 
all transitions out of S are of probability zero. Stefan Vajda. 


_ Pollaezek, Felix: Repartition des delais d’attente des avions arrivant & un 
aeroport qui possede s pistes d’atterrissage. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1901—1903 
(1951). 

Das m-te Flugzeug (m = s + 1,.. ., n), welches unter n Flugzeugen, die während 
der Zeit T einen Flughafen mit s Landungsbahnen erreichen, im zufälligen Zeit- 
punkt X,, eintrifft und auf die Landungsbahn des s-ten vorangehenden gelenkt 
wird, erleidet die Wartezeit 7,= [X „_,+ Tm-st to — Xm]- Hierin ist {, die gemein- 
same Landungszeit der Flugzeuge und [t] = 0 oder die größte t nicht übertreffende 
natürliche Zahl. Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten p, (s, ty; n, T) der Warte- 
zeiten »=0,1,... wird noch Plx<X,„<x+ dx} =dx/T vorausgesetzt. 
Auf frühere — ähnliche Fragen im Fernsprechverkehr behandelnde — Überlegungen 


[0,0] 
(dies. Zbl. 33, 386) sich berufend, gibt Verf. S 2 ui, 3nt)sbei 72 N 


— (sonst für die Erzeugende der P,= lim p, an, und zwar mit der Stärke 
Nn>00 

= lim {nt,/s T} des Luftverkehrs für n und Too. Für s=1 und natür- 

liches t, ergibt sich noch ein einfaches Resultat. Sonst wird für log y ein verwickeltes 

Kreisintegral angegeben, welches durch Reihenentwicklung und Residuenrechnung 

bestimmt werden soll. Tibor Szentmartony. 

Pollaezek, Felix: Repartition des delais d’attente quantifies des avions arri- 
vant ä un a6roport (suite). ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 2286—2288 (1951). 

Die Betrachtungen der vorangehend referierten Note werden in zwei Rich- 
tungen verallgemeinert. Es wird einerseits zugelassen, daß — mit Rücksicht auf 
die Schätzungsfehler der Lenkstelle des Flughafens — die Wartezeiten sämtlicher, 
während der Zeit T eintreffenden n Flugzeuge durch zufällige nichtnegative ganze 
Zahlen M,„=u mit u=0,...„b und P{M,„=W=nu Ernu=1 sich ver- 
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längern. Andererseits wird gestattet, daß die Landungszeiten 1,, nn gemäß 
Pt Hr = dili) mit gegebenem f(t) verteilt sind. Es ergibt sich formal 


auch jetzt 55 P,& =» (&,s n/e’ (0)). Die y sind aber hier schon recht verwickelt. 
v=0 


oo 
Sie enthalten f(t) sowie die Erzeugende der z,, und e’ (0) ist N t dfit), d.h. der 


Ö 
Erwartungswert der Landungszeiten. Schließlich bedeutet „wne (0)/s T_ die 
Stärke des Luftverkehrs für große n und T.. Tibor Szentmärtony. 
Kemperman, J. H. B.: Einige Betrachtungen über den „random walk“. Math. 
Centrum, Rapport ZW 1951—005, 13 p. (1951) [Holländisch] (hektographiert). 
Mainly expository. Some simplifications regard the proof of the Wald identity 
[A. Wald, Ann. math. Statistics 15, 2833—296 (1944)]. Hans Freudenthal. 
Funkenbusch, W.: A generalization of Buffon’s needle problem in probability. 
Math. Mag. 24, 245—248 (1951). 


Statistik: 


e Linder, Arthur: Statistische Methoden. Für Naturwissenschaftler, Mediziner 
und Ingenieure. 2. erw. Aufl. (Lehrbücher und Monographien aus dem Gebiete der 
exakten Wissenschaften, Math. Reihe Bd. III.) Verlag Birkhäuser 1951. 238 S., 
GCpeRn 230° broschekr 26 

Das jetzt in 2. Auflage vorliegende Werk ist heute noch ebenso wie bei seinem ersten Er- 
scheinen 1945 das erste und einzige deutschsprachige Lehrbuch der mathematischen Statistik, 
das über die Beschreibung statistischer Verfahren und Kriterien hinaus auch deren wahrschein- 
lichkeitstheoretische Begründung, d.h. die mathematische Herleitung der Stichprobenvertei- 
lungen der wichtigsten statistischen Maßzahlen gibt. Damit ist einerseits der deutschsprachigen 
Fachwelt ein lange gehegter Wunsch erfüllt worden und andererseits dem nicht statistisch 
bewanderten Mathematiker Gelegenheit gegeben, mühelos in die zum Teil recht anspruchsvolle 
mathematische Natur der Disziplin Einblick zu gewinnen, die bei den üblichen, nur auf den 
praktischen Gebrauch zugeschnittenen Werken gern vertuscht und daher vom Leser allzu leicht 
verkannt wird. Da man aber die exakte Herleitung der Prüfverteilungen (u. a. y?-, Student-, 
F-Verteilung) dem im Buchtitel genannten Leserkreis nicht ohne weiteres zumuten darf, verteilt 
Verf. den behandelten Stoff auf drei Stufen: in dem Kapitel „Statistische Maßzahlen“ werden 
letztere definiert und ihre Berechnung beschrieben, in dem späteren „Statistische Prüfverfahren“ 
wird ihre Anwendung zur Prüfung statistischer Hypothesen dargelegt, und in einem abschließen- 
den, vorwiegend für überzeugungshungrige Stochastiker gedachten ‚Theorie der Stichproben“ 
werden nachträglich die den geschilderten statistischen Kriterien zugrunde liegenden Parameter- 
verteilungen in Stichproben deduziert. Diese zwar aus praktischen Gründen verständliche 
Zerreißung der Gedankengänge wirkt allerdings etwas unnatürlich und didaktisch erschwerend. 
Während sich die 1. Auflage des Werkes im wesentlichen auf die klasssichen Kriterien: y?-Test 
und unter Annahme normal verteilter Grundgesamtheit Student-Test, F#-Test für Varianzen, 
Prüfung von einfachen Korrelationskoeffizienten, beschränkte, hat Verf. in der neuen Auflage 
umfangreiche Erweiterungen vorgenommen: mehrdimensionale Korrelation und Regression, 
nicht-lineare Regression, einfache und doppelte Varianzanalyse; besondere Erwähnung verdient 
die zusätzliche Darstellung einiger besonders für Naturwissenschaftler wichtiger, modernerer 
Methoden: Aufteilung beobachteter Größen, R. A. Fishers Trennverfahren (diseriminatory 
analysis) undMahalanobis’ verallgemeinerter Abstand. Darstellung und Beweise stützt Verf. 
im Anschluß an R. A. Fisher grundsätzlich auf anschauliche geometrische Interpretationen in 
n-dimensionalen Räumen. Hingegen findet — vermutlich im Hinblick auf den speziellen Leser- 
kreis — die mathematisch so reizvolle und ergiebige Theorie der Erzeugenden und charakteri- 
stischen Funktionen keine Erwähnung. Die Abschnitte über mehrdimensionale Regression 
und damit verwandte Fragen würden sich erheblich einfacher und klarer gestalten durch konse- 
quente Anwendung des Matrizenkalküls, dessen Einführung Verf. hingegen sichtlich vermeidet. 
Bei der Herleitung der „2-Verteilung mit M —1 Freiheitsgraden als asymptotischer Grenz- 
verteilung für die multinomiale Verteilung in M Klassen ist zwar anzuerkennen, daß Verf. für 
die einzelnen Klassenbesetzungszahlen f,,... ., fy jetzt nicht mehr wie in der 1. Auflage von 
Poisson-, sondern von Binomial-Verteilungen ausgeht. Jedoch bleibt das Resultat unverständ- 
lich und der Beweis lückenhaft, da Verf. die hier notwendige lineare (Helmert-) Transformation 
von den M linear verknüpften f,,. . ., fjr auf M — 1 linear unabhängige, unkorrelierte, normierte 
Variablen mit invarianter Quadratsumme unterläßt. Gänzlich irreführend wirkt hier die vom 
Verf. auch in der 1. Auflage geäußerte, widerspruchsvolle Behauptung, die M linear verknüpften 
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Variablen f,, . . ., f», seien stochastisch voneinander unabhängig; in Wahrheit sind die f; bekannt- 
lich korreliert mit den Korrelationskoeffizienten r (ff) =— Vp; 9/(1—p,) (L—Pp;), wobei 
Pp > Pu die entsprechenden Klassenwahrscheinlichkeiten in der Grundgesamtheit sind. Etwas 
verwirrend ist vielleicht auch die verfrühte Behandlung eines Beispiels (44) doppelter Varianz- 
analyse mit 2 Werten je Fach (Seite 134) mit Hilfe des für den speziellen Fall mit 1 Wert je 
Fach entwickelten Analysenschemas, das sich von dem allgemeineren durch den automatischen 
Fortfall der Binnen-Fach-Varianz wesentlich unterscheidet. In den Text eingestreut sind 47 
instruktive Beispiele aus Naturwissenschaft und Technik, die die Erklärung der Verfahren und 
Begriffe erleichtern. Es folgen ein ebenfalls in der neuen Auflage stark erweitertes Literatur- 
verzeichnis, ferner die üblichen Tabellen der Normal-, y?-, Student-, F-Verteilung, sowie die 
0,05-, 0,01- und 0,001-Grenzen für das Quadrat der multiplen Korrelation r in Stichproben für 
p(=1,2,...,6) unabhängige Variablen. Trotz der erwähnten Beanstandungen ist das gründ- 
liche Studium des Buches jedem, der die mathematische Statistik nicht nur oberflächlich kennen 
lernen will, zu empfehlen. Maria- Pia Geppert. 


Rohde, K.: Über die Anwendung statistischer Methoden in der Fernsprech- 
technik. I. Mitteil.-Bl. math. Statistik 3, 119—134 (1951). 

e Sittig, J. en H. Freudenthal: Das rechte Maß. Körperabmessungen holländi- 
scher Frauen als Grundlage eines neuen Maßsystems für Damenkonfektion. Mit 
einem Vorwort von G. van der Wal. (Untersuchung im Auftrag des N. V. Magazijn 
„De Bijenkorf“, Amsterdam, No. 4.) Leiden: L. Stafleu 1951. 402 b. f 20,— [Hol- 
ländisch ]. 

The book contains a study, sponsored by a Dutch department store, in which 
measurements on more than 5000 women are statistically analysed. The purpose 
of the investigation was the determination of a system of sizes of lady’s ready-made 
garments, for which the cost of alterations due to poor fit is a minimum. To this 
end the authors find the correlations between various measurements and the proba- 
bilities of unsatisfactory fit of articles out of a given set. The system finally pro- 
posed is based either on waist girth as a single variable or on the pair waistgirth- 
backlength. The book contains explanations of the basic statistieal concepts and 
of their use in the context of the study. Stefan Vajda. 


Weibull, Waloddi: A statistieal distribution funetion of wide applicability. 
J. appl. Mech. 18, 293—297 (1951). 

Blenk, Hermann: Poissonsche Verteilungskurven bei Versuchen mit Drill- 
maschinen. Z. angew. Math. Mech. 31, 257—258 (1951). 

Picard, H. C.: A note on the maximum value of kurtosis. Ann. math. Sta- 
tistics 22, 480—482 (1951). 

Mood, A. M.: On the distribution of the characteristie roots of normal second- 


moment matrices. Ann. math. Statistics 22, 266—273 (1951). 


Lt 706, = 3 (u ER) Wi=1.-.,Kk) >» be computed from 
& = 
samples of size m(>k) from a k-variate normal distribution with known co- 


variance matrix, having a k-fold characteristic root, and let b,, be similarly defined 
from samples of size n, independently of the a,,. The author establishes the distri- 
bution of the roots « of the determinantal equation ja,,— u(a,, + b,,)| = 0. 
This distribution is related to that of Hotelling’s eanonical correlations and to 
"multivariate analogues of y? and of the variance ratio. These distributions are 
known from previous work of various authors and the present paper’s main object 
is a novel and explicit determination of the normalising constants. Stefan Vajda. 

Fraser, D. A. S.: Normal samples with linear eonstraints and given variances. 
Canadian J. Math. 3, 363—366 (1951). 

Die Aufgabe, n mit Mittelwerten 0 und vorgegebenen Varianzen v, normal 
° verteilte Variablen zu finden, die k gegebenen, unabhängigen, linear homogenen 
Relationen genügen, löst Verf. durch Berechnung einer Orthogonalmatrix ||b,,|| 
in dem durch die k Relationen definierten (n — k)-dimensionalen linearen Unterraum, 
direkte bzw. regressionstheoretische Bestimmung der zu |b,,|| und |jv,|| gemäß 
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5 b,,1,b, = v; gehörenden Kovarianzmatrix |Ix,,|| und lineare Transfor- 
an mit Hilfe von deren Quadratwurzel. Maria-Pia Geppert. 
Thomas, Marjorie: Some tests for randomness in plant populations. Biome- 
trika 38, 102—111 (1951). 
Auf N Felder seien S Elemente verteilt. Zur Prüfung der Hypothese, daß diese 
Aufteilung eine zufällige sei, werden drei verschiedene Tests benutzt: 1. die für 
große N näherungsweise normal verteilte Anzahl Z der leeren Felder, 2. der Dis- 


N N 
: 5 Se il 
persionsindex 2 = 2 (2, — 8) mit = N > x, der Anzahl x, der auf das 


i=1 i=1 

i-te Feld entfallenden Elemente, 3. die auf den Anzahlen der mit 0 bzw. 1 Element 
besetzten Felder beruhende Maximum-likelihood-Schätzung des Parameters A der 

kom pr ori k-r 
doppelten Poisson-Verteilung P, = > - - o Pie EV er 
für die Besetzungszahl k eines beliebigen Feldes voraussetzt. Für die durch den 
Parameterwert A> 0 gekennzeichnete Abweichung von der durch 4=0, d.h. 
gewöhnliche Poissonverteilung, gegebenen Hypothese zufälliger Aufteilung wird 
in allen drei Fällen die Potenzfunktion (power-function) von 4 bestimmt; für 
Stevens’ Kriterium 1. exakt durch Herleitung der Verteilung von Z bei gegebe- 
nem N und S, für 2. mittels Approximation durch Pearson-Typ III-, Log normal- 
und y?-Verteilung, für 3. mittels Approximation durch Normalverteilung. 

Maria- Pia Geppert. 

Walsh, John E.: A large sample t-statistie which is insensitive to non-ran- 
domness. J. Amer. statist. Assoc. 46, 79—88 (1951). 

Bei der Berechnung der Verteilung des Prüfmaßes t= s1(& — u) Vn — 1 wird 
gewöhnlich vorausgesetzt, daß die Beobachtungen unabhängig sind und die gleiche 
Grundverteilung besitzen. Verf. zeigt, daß bei großem Stichprobenumfang n auch 
kleine Abweichungen von diesen Bedingungen die Verteilung von t stark ändern 
können, und gibt ein auf die Praxis zugeschnittenes Verfahren an, das gegenüber 
diesen Abweichungen unempfindlich ist. Edward Walter. 

Berger, Agnes: On uniformly consistent tests. Ann. math. Statistics 22, 
289—293 (1951). 

Consider a sequence of tests 7, (5 = 1,2,...,) designed to test the hypothesis 
that the distribution of a random variable belongs to the set of distributions M 
against the hypothesis that it belongs to M’. This sequence is called uniformly 
consistent, if for any positive & there is an N such that the probabilities of error 
implied in 7’, are smaller than e for all 5>N. The author proves that a uniformly 
consistent sequence exists if, for each subset B of a Borel field, M = Im, (B)} 


and M’= Im. (B)\ are disjoint sets of measures, m, (B) and mi (B) are con- 
tinuous functions of O and r respectively, and a <0 <b, a <tr <b’ determine 
two disjoint closed intervals in some finite-dimensional Euclidean space. — An 
example referring to normal distributions is given. Stefan Vajda. 


Pearson, E. $S. and H. 0. Hartley: Charts of the power function for analysis 
of variance tests, derived from the non-eentral F-distribution. Biometrika 38, 
112—130 (1951). 

Let u, =1,...) be a set of normally and independently distributed random 
variables with mean zero and unit variance. If a, i =1,...)is a set of given 


Pı | 9% +9 
Al x > 1 
constants, then ! =», IS (u, + a,” p, > u? is called a non-central variance 


ü £ v=1 i=nmy +1 
ratio, and the sum in the numerator is a non-central y?. The charts on this paper 
are largely based on tables published by P.C. Tang (this Zbl. 20, 243) and show 


a8 


2 dependence of the power function of the analysis of variance test, i.e. of 
Y 2 )2 
3 p(F')dF’, on the „non-centrality parameter‘ ® — (I; . Here p(F') 
i=1 
5 ; the density function of F’ and F, is the 100 « °/, significance level of the ordinary 
variance ratio test. Right charts are provided for », =1,2,...,8 and on each 
chart curves are drawn for 11 values of v, from 6 to oo, both for & ===01.and for 
x = .05. The authors describe also the method to determine ® in a given set-up 
to test an effect and they illustrate the use of the charts by examples. 
Stefan Vajda. 
Pillai, K. €. S.: Some notes on ordered samples from a normal population. 
Sankhya 11, 23—28 (1951). 

In an ordered sample x, S ne - < x, denote the :-th midrange 4(X&,_41 + %,) 
by M, and the i-th semi-range 4 (x,_,,ı — 2%) by W,. By methods similar to those 
used by the author (this Zbl. 36, 93) he determines the distributions of M, and W, 
from normal populations with zero mean and unit variance. The distribution of 
T = M,/W , of the median in even samples, and of F’, the ratio of two independent 
raptes, is also determined, followed by remarks about the power of the test based 
on the latter ratio, as compared with the F-test. Small tables of significance levels 
for the T and the F’ tests are attached. Stefan Vajda. 

David, F. N. and N. L. Johnson: The effect of non-normality on the power 
funetion of the F-test in the analysis of variance. Biometrika 38, 43—57 (1951). 

Bet tbe’vaziables 2, (E=1,....8; 2%... .;n,). ‚be. given and let-the 
cumulants of their distribution depend on t, but not on i. Let also S, and S, denote, 


8 
as usual, the sums of squares between and within groups, withs— land I n,—s 
1=1 


degrees of freedom respectively. The authors derive expressions for the moments 
oS=S,+.aS,, where a is a constant for given degrees of freedom and signifi- 
cance level of the analysis of variance test. They then fit Gram-Charlier type A 
curves and Johnson’s S, curves (cf. this Zbl. 33, 72) to approximate the distri- 
bution of S. Ilustrations show how the very general formulae for the moments 
can be used to analyse the case of s normal distributions with unequal means and 
variances and that of parent populations of Gram-Charlier type. Stefan Vajda. 


Bennett, B. M.: Note on a solution.of the generalized Behrens-Fisher problem. 
Ann. Inst. statist. Math. 2, 87—90 (1951). 

Für das verallgemeinerte Behrens-Fisher-Problem, auf Grund zweier von- 
einander unabhängiger N,- bzw. N,-gliedriger Stichproben aus zwei p-dimensional 
normal-verteilten Gesamtheiten die Hypothese übereinstimmender Mittelwerte 
derselben (£, = £/) zu prüfen, ermittelt Verf. in dem Falle verschiedener Covarianz- 
Matrizen (2’ + 2”’) der beiden Gesamtheiten einen exakten Student-Test, dessen 
Anwendung nur die bereits vorhandenen Tabellen der zentralen und nicht-zentralen 
F-Verteilung erfordert. Zu dem Zwecke wird diejenige lineare Transformation 


Na ” ” 
aa ui > Gr i=1..,2;%=1,...,N,) bestimmt, welche o,,,, 2 0 
und o,,,, zjp ZU einem Minimum macht, und sodann die transformierte Hypothese 
&£,=0 für eine einzige normal verteilte p-dimensionale Gesamtheit mit einem 
geeigneten Student-Test geprüft. Maria- Pia Geppert. 


Sato, Ryoichiro: ‚,‚r‘ distributions and ,‚‚r‘ tests. Ann. Inst. statist. Math. 2, 
91—124 (1951). 

The author ee by r-statistie a variable whose probability density is 
1-7) )WY1/B($ f,4) (the correlation coefficient is therefore an r-statistic). He 
proves i. a., na if x, form a sample of size n from a normal population with mean £, 


and if a, are arhitrary constants, then 2 (x, — £&) (a, — E)/[F (x, — ©? (a, — &)?]? 
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is thus distributed with f= n — 1. He shows that tests based on this statistic are 
equivalent to t-tests and mentions the well-known transformation of r into £, but 
he claims that the computations for his r-test are simpler in view of the greater 


simplieity of the demoninator of r. — The examples in the paper deal with com- 
parisons of sample statisties, including those arising in simple and multiple corre- 
lation. Stefan Vajda. 


Durbin, J. and Watson, 6. $.: Testing for serial correlation in least squares 
regression. II. Biometrika 38, 159—178 (1951). 

(Part I. see this Zbl. 39, 358.) In the present paper upper and lower bounds 
of the test eriterion are tabulated and an approximate method is suggested for 
the case in wich these bounds do not settle the question of significance of apparent 
serial correlations between errors. Many practical examples are given and the 
procedures are described in such a way that the practical worker need not refer 
back to the earlier paper. Stefan Vajda. 

Wartmann, R.: Die statistische Trennung sich in mehreren Merkmalen über- 
lappender Individuengruppen (Diskriminanzanalyse). Z. angew. Math. Mech. 31, 
256—257 (1951). 

Bartlett, M. S.: An inverse matrix adjustment arising in diseriminant analysis. 
Ann. math. Statistics 22, 107”—111 (1951). 

Verf. zeigt, daß die Inverse der Summe B= A-+uv’ einer Matrix A und 
einer Matrix u»’ (u ist Spalten-, v’ Zeilenvektor) durch A-1— rn aus- 
gedrückt und in dieser Form mit Erfolg in der Trennanalyse (diseriminant-analysis) 
angewandt werden kann. U.a. ergibt sich damit eine schnelle Behandlung der 
Approximation von C. Penrose [Ann. Eugenics 13, 228 (1946/47)]. 

} Edward Walter. 

Shrikhande, 8. S.: Designs for two-way elimination of heterogeneity. Ann. 
math. Statistics 92, 235—247 (1951). 

Consider a two-way design in which the columns form a balanced incomplete 
block design (b. 1. b. d.) with v treatments of r replications each and with b blocks 
of size k. It is known that such b.i.b.ds with 5b =» can always be converted 
into Youden squares (i. e. a design in which the columns constitute a b.i.b.d. 
and the rows are complete). (Cf. Smith and Hartley, this Zbl. 34, 77.) The 
author uses b. ji. b. ds with b = mv to obtain designs with complete rows in which 
each treatment occurs in a given row m times. B.i. b. ds in which b is not an integral 
multiple of v and those whereb =mv, r=mk, m ==1 (partially balanced designs) 
are used to construct designs where some treatment comparisons have one accuracy 
and others a different one. The methods of analysis and tables of actual designs 
are given in each case. Stefan Vajda. 

Oderfeld, J.: On the dual aspeet of sampling plans. Colloguium math. 2, 
89—97 (1951). 

Verf. beweist zunächst die bereits 1919 von G. Castelnuovo (Calcolo delle 
probabilitä, Milano-Roma-Napoli 1919, S. 163) bewiesene, später von verschiedenen 
deutschen Autoren wieder aufgegriffene bzw. verallgemeinerte Reziprozitäts- 
beziehung 


N 
7 


m!(n— m—1)! 


n e R n! $ 
(;)o (1 - om-i— = ff am (1 ar m-1de 
jem+1 0 


zwischen binomischer Verteilung einerseits und Bayesscher Rückschlußverteilung 
andererseits. Dieses vom Verf. ‚‚Dualitätsregel‘‘ genannte Gesetz, das bekanntlich 
die Berechnung der beteiligten Totalwahrscheinlichkeiten mit Hilfe von K. Pear- 
sons Tabellen der unvollständigen Betafunktionen gestattet, wendet Verf. auf die 
prospektive (vom Standpunkt des Produzenten) und retrospeetive Betrachtung 
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(vom Standpunkt des Konsumenten) einfacher Stichprobenpläne der Abuahmök Sl: 


prüfung auf Grund der Ausschußhäufigkeit in einer n-gliedrigen Stichprobe an, 
wobei bewußt das Bayessche Postulat a priori gleichwahrscheinlicher Defekt- 
häufigkeiten in der Grundgesamtheit zugrunde gelegt wird. Maria-Pia Geppert. 

Steinhaus, H.: Quality control by sampling. (A plea for Bayes’ rule). Collo- 
quium math. 2, 98—108 (1951). 

An die von J. Oderfeld in Form der ‚Dualitätsregel‘‘ (vgl. vorsteh. Ref.) 
vorgenommene Anwendung von Castelnuovos Reziprozitätsgesetz auf industrielle 
Abnahmeprüfungen anknüpfend, setzt sich Verf. für die Wiedereinführung der 
durch die moderne exakte (,‚prospektive‘‘) Theorie der statistischen Kriterien über- 
flüssig gemachten (,‚‚retrospektiven‘‘) Bayesschen Gedankengänge ein und führt für 
sie vorwiegend praktische Argumente ins Feld. Der Sequenzprobentheorie, wie sie 
Wald streng prospektiv entwickelt hat, versucht Verf. „retrospektive‘“ Sequenz- 
pläne gegenüber zu stellen, die er als der Fragestellung in höherem Maße adäquat 
ansieht. Maria-Pia Geppert. 

Hansen, Morris H., William N. Hurwitz, Eli S. Marks and W. Parker Mauldin: 
Response errors in surveys. J. Amer. statist. Assoc. 46, 147—190 (1951). 

* Verf. behandelt ‚„Beantwortungsfehler‘“ in Erhebungen, d.h. solche, die sich 
sowohl bei Stichproben wie bei Gesamtzählungen während der Aufnahme der 
Daten (nicht erst bei ihrer Auswertung) ergeben. Die Untersuchung wird für Stich- 
probenerhebungen durchgeführt, insbesondere auch der Fall einer zweimaligen 
Stichprobe behandelt. In einem Anhang wird die Streuung des Mittelwerts bei 
einfacher und bei zweimaliger Stichprobe abgeleitet, ferner die der Schätzwerte 
für die Verzerrung der Beantwortungen. Erstreckt sich eine einfache Stichprobe 
mit k Befragern auf je n Befragte und ist 7 der durch die Stichprobe erhaltene 
Mittelwert, so ist die totale Streuung !=ntod{1+(n—1o}, n=k:n, 


‘wo o= o,,/o2 die Innerklassenkorrelation zwischen den Befragern ist, o,j die 


Querstreuung zwischen den Antworten, die ein Befrager von verschiedenen Be- 
fragten erhalten hat. Man erhält dieselbe Formel wie bei k gleichgroßen Klumpen. — 
Für den Fall einfacher wie den zweimaliger Stichproben bestimmt Verf. bei vor- 
gegebenen Kosten der Erhebung die optimalen Werte für k,n (und k’,n’). Er- 
höhung der Ausgaben je Befragtem erscheint zwecklos, wenn die Beantwortungs- 
fehler sich kompensieren und die Beantwortungs-Verzerrung nicht beeinflußt wird. 
Hasso Härlen. 

Blyth, Colin R.: On minimax statistieal deeision procedures and their admissi- 
bility. Ann. math. Statistics 22, 22—42 (1951). 

Es seien S eine sequentielle Entscheidungsfunktion und W ‚(n, F,d) ? = 1,2) 
zwei Verlustfunktionen, die von der Anzahl der Beobachtungen n, der endgültigen 
Entscheidung d und der Verteilungsfunktion F abhängen. Verf. betrachtet drei 
Minimaxprobleme, deren Lösungen 8, (i=1,2,3) den Bedingungen 


1. sup E(W,/F,S,) <L, und sup E(W,/F, S,) = inf sup E(W,/F, S), 
F F BER 


‚2. sup E(W,/F,S,) Sl, und nr E (W,/F, $,) = inf sup E (W,/F, 8), 
F 


Aa 
3. sup [CE (W,/F, S;) + E(W;/F, S,)] = inf sup [cE (W,/F,S) + E(W,/F, S)] 
F Ss .F 
genügen. Er zeigt, daß unter gewissen Voraussetzungen die Menge der zu ver- 
schiedenen c-Werten gehörenden Lösungen des dritten Problems die Mengen der 
zu verschiedenen L,- und L,-Werten gehörenden Lösungen des ersten bzw. zweiten 
Problems enthält. Entsprechende Sätze über die Zulässigkeit (admissibility) 


- von Entscheidungsfunktionen und über Bayessche Lösungen werden abgeleitet. 


Im zweiten Teil der Arbeit werden diese Ergebnisse bei der Konstruktion der Schät- 
zung z des Mittelwerts @ für die Normalverteilung bei bekannter Streuung und für 
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die Gleichverteilung bei bekanntem Bereich (range) verwendet, wobei W,(n,F, d)= n 
und W, (n, F,d) = W (x — 9) gesetzt wird und W eine nichtabnehmende Funktion 
von |2— 0] ist. Edward Walter. 

Wald, A. and J. Wolfowitz: Two methods of randomization in statisties and 
the theory of games. Ann. of Math., II. Ser. 53, 581—586 (1951). 

Referat s. dies. Zbl. 40, 365. 

Dynkin, E. B.: Notwendige und hinreichende Bedingungen für eine Familie 
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Uspechi mat. Nauk 6, Nr.1 (41), 68—% 
(1951) [Russisch ]. 

Beweis der in einer Doklady-Note angekündigten Sätze. In Ergänzung zu 
unserem Referat derselben (dies. Zbl. 40, 77) greifen wir folgenden typischen Satz 
heraus: Die Verteilungsfunktionen von S seien von der Gestalt F(x, t) und mögen 
in A eine stückweise glatte, positive Dichte p(x,t) besitzen. Wenn für 6 >0, 
q>1der zu F [(x—a)/o,t) (|a| <ö,1/g <o <gt CT) gehörige Raum L end- 
liche Dimension hat, ist log p(x, t) ein Polynom in « für &CA,t CT. Schließlich 
werden die Ergebnisse auf den Fall ausgedehnt, daß A = (— 0,00) und p(z, t) 
nur in einem Teilintervall positiv ist und sonst verschwindet. Leo Schmetterer. 

Kullback, 8. and R. A. Leibler: On information and suffieieney. Ann. math. 
Statistics 22, 79—86 (1951). 

Es bezeichne X den Raum der aus einer Gesamtheit G@ entnommenen n-glie- 
drigen Stichproben x, R einen Borelschen Mengenkörper der Teilmengen U von X, 
welcher mit einer — durch die möglichen Verteilungen innerhalb @ bedingten 
Menge M von Wahrscheinlichkeitsmaßen u versehen ist. Jede auf X definierte, 
nicht unbedingt skalarwertige Funktion T, welche (X, R, u) in ein entsprechendes 
(Y, 8, v) überführt, ist eine Schätzfunktion oder Statistik bezüglich M, und | 
sie heißt erschöpfend (sufficient), wenn die durch feste Werte T = T, bedingte 
Wahrscheinlichkeit für «CU bezüglich jedes u von M dieselbe ist. In dieser von 
Halmos und Savage (dies. Zbl. 34, 75) stammenden abstrakten Fassung verall- 
gemeinern nun Verff. den von R. A. Fisher 1934 und von Shannon bzw. Wiener 
1948 eingeführten Begriff der Information. Zur Unterscheidung der Annahmen 
{IH 21: {(X, R, u,)}?-ı unter der Voraussetzung, daß die u, äquivalent bezüglich 
Mengen vom Nullmaße sind und sich gemäß u, (U) = f f,(z) dA (x) als unbestimmte 

Ü 


Integrale von Dichtefunktionen bezüglich derselben Maßfunktion darstellen 
lassen, führen sie nähmlich für die Information in x: log [f,(x)/fs(x)], für die 


mittlere Information für eine Beobachtung aus u: 1, = [ log a du, (%) 
>” X 2 x 


und schließlich für die Divergenz zwischen u, und u: J),, = 1,5 4.5, 1-02 Es 
wird gezeigt, daß die beiden letzten additiv für unabhängige Zufallsereignisse 
sind und bei einem durch eine Schätzfunktion T bewirkten Übergang (X, R, 1) 
—>(Y,8,»,) dann und nur dann nicht verkleinert, sondern unverändert gelassen 
werden, wenn 7 erschöpfend ist. Tibor Szentmärtony. 

Feron, Robert et Claude Fourgeaud: Information et rögression. C. r. Acad. 
Sci., Paris 232, 1636—1638 (1951). 

Verff. verallgemeinern die von Shannon [Bell Syst. techn. J. 97, 379 (1948)] 
und Wiener (Cyberneties, Actual. sci. industr. Nr. 1053, Paris—New York 1948) 
für eine zweidimensionale Verteilung f(x, y) = B(y) P,(2) = A(x)a,(y) ange- 
gebenen Informationsgrößen Jy = [By log B(y) dy und Jr — fa.(y)- 
loga,(y) dx. Die von ihnen definierten Informationsgrößen brauchen nur der 
Bedingung E(Jy,) ZJy zu genügen, wobei das Gleichheitszeichen nur dann auf- 
treten soll, wenn X und Y unabhängig sind. Es wird u.a. gezeigt, daß sich dann 
der „Informationsgewinn“ AJ=E(Jy,)—-Jy in zwei Teile aufspalten läßt, 
die den beiden von Smirnov [Metron 7, 3 (1928)] definierten Korrelationen ent- 
sprechen. Edward Walter. 
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Evans, W. Duane: On stratifieation and optimum allocations. J. Amer. statist. 
Assoc. 46, 95—104 (1951). 

Bei der Schätzung des Mittelwerts einer Gesamtheit von r Schichten (strata) 
mit je N, Elementen (UN, = N)durch#= 5 (N, #,)/[N können n zur Verfügung 
stehende Beobachtungen zufällig, proportional [n, = (N,n)/N]| oder „bestmöglich“ 
Ir: = En auf die r Schichten aufgeteilt werden. Verf. erhält zu diesen 
drei Verfahren für die Streuung des Schätzwertes # durch die bei großen oder nicht 
zu unterschiedlichen N, gerechtfertigte Gleichsetzung von N ,/(N,— 1) und N (Nr) 
BR NV a EN Na en 
\ 2 ” MN — Br Ad (N—n (az); 
N eh ( _ Ge = er = 08) . In der ausführlichen Diskussion dieser Größen 
wird u. a. angegeben, daß der von Sukhatme [J. r. statist. Soc., Suppl. 2, 
253—268 (1935)] vorgeschlagene Weg, durch eine Vorstichprobe vom Umfang 
m die zur Bestimmung der bestmöglichen Aufteilung benötigten Streuungen o, 
in den einzelnen Schichten zu schätzen, wegen der dabei auftretenden Stiehproben- 
fehler nur dann besser als Er proportionale Aufteilung ist, wenn approximativ 


£ N,(N— Ber : . 
a en a 9) (3 . N) — 3) 05, Ist, wobei ß, das normierte 4. Mo- 


die gut vergleichbaren Näherungen: o 


[03 


N? 
ment der Verteilung bedeutet. Edward Walter. 
Fieller, E. C. and €. A. B. Smith: Note on the analysis of variance and intra- 
class correlation. Ann. Eugenics 16, 97—104 (1951). 


k 
Esliegen N = N n, in k Klassen aufgeteilte Beobachtungen 2,5 (x = 1, ....k; 
| 
ß=1,...n,) einer Variablen x vor. Im Spezialfall gleicher Klassengrößen 
(n, = n) ergibt der aus den Abweichungsquadratsummen zwischen (s s 95) und binnen 
(58 gy) den Klassen gebildete Ausdruck 


9 = (Rn —1)ssgg — ss gqw]/In — 1) (ssq» +58 qw)] 
bekanntlich die geschätzte Intraklassenkorrelation. Im allgemeinen Fall beliebiger 
n, nimmt Verf. an, die k Klassen seien aus k mit Mittelwerten m, und Varianzen v, 
verteilten Gesamtheiten entnommen, wobei im allgemeinsten Falle die k Klassen 


ihrerseits einer Population von Klassen mit Em, = m,. var (m,) =t, Ev, = vy 
entstammen und auch die n, stochastische Variablen sind. Wegen vyy = K |(x,,— my) ° 
(&,— Mo)]; %y + Vw = var (x,,) wird 0 = %/(dy + dm) als Intraklassenkorrelation 


der Population definiert. Wenn die n, von den m, und v, unabhängig verteilt (oder 
fest) sind, ist o7,, abgesehen vom Sonderfall großes k und schwach streuende n,, 
eine schlechte Schätzung für o. Im allgemeinen führt Verf. die Schätzung von o 
auf getrennte Schätzungen von vy und », zurück. Für vy ergibt das ungewogene 
Mittel der k Klassenvarianzen, NN (2.5 — ,)?/(n. — 1) k, eine erwartungstreue 
(unbiased), konsistente Schätzung. Für », bildet Verf. 3 (bei streuenden n, ver- 
schiedene) erwartungstreue Schätzungen aus den Komponenten der üblichen ein- 


fachen Varianzanalyse. Maria- Pia Geppert. 
Shenton, L. R.: Effieieney of the nn, of moments and the Gram-Charlier 
type A distribution. Biometrika 38, 58—73 (1951). 


The author investigates the efficieney of the method of moments for Gram- 

Charlier type A distributions given by the density funetion 
[1+aH,(x) +bH,(x)| g (x) de, 
where g (x) is the normal (Gaussian) distribution and H,(x) is the r-th Hermite 
polynomial. He finds, inter alia, that the joint efficieney falls off with inereasing 
skewness and leptokurtosis. He determines in more detail the efficieney for the 
case a — 0 in the above formula and for Pearson’s type VII curves. 
Stefan Vajda. 
Zentralblatt für Malhemalik. 42. 25 
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Long, W. M.: Estimation problems when a simple type of heterogeneity is 
present in the sample. Biometrika 38, 90—101 (1951). 

Aus einer mit Mittelwert a und Streuung o, normal verteilten Gesamtheit 
werden k Wertea, (= 1,...,k) entnommen, sodann aus k mit gleicher Streuung o, 
aber verschiedenen Mittelwerten a, normal verteilten Gesamtheiten %k n,-gliedrige 


k 
Stichproben 2%;1, . - -; in.” Aus den insgesamt N e = n.) allein bekannten 
i=1 


x-Werten soll der unbekannte Gesamtheitsparameter a geschätzt werden. Aus der 
üblichen Zerlegung der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten N-gliedrigen Gesamt- 
probe in Faktoren, die nur die Abweichungen (%,,— #,) von den Mittelwerten %, 
der k Unterstichproben bzw. nur die Abweichungen (@,--a) enthalten, erkennt 


k 3 
man unmittelbar, daßt = (# — a) Na: i > (2, — )) mit > S-2,, Im 
Ti 1 9) 


Falle gleicher n,=n einer Student-Verteilung mit %k— 1 Freiheitsgraden 
folgt. Die nur in diesem Falle sich mit # deckende Maximum-Likelihood-Schätzung 
von a strebt für groß werdende n, gegen = N %,/k, ist aber bei endlichen ver- 
schiedenen n, nicht brauchbar. Verf. untersucht und vergleicht daher die Varianzen 
und Effizienzen der beiden Schätzungen & und #. Die Behauptung, daß 


k 4 
= (2 — Ole Il, =) näherungsweise Student-verteilt sei mit k — 1 
N 


Freiheitsgraden, erhärtet Verf. für k=2 und k=3 durch geometrische 
Interpretation im %k-dimensionalen Raum, im allgemeinen Fall durch Reihenent- 
wicklungen der ersten vier Momente von t'. Maria-Pia Geppert. 


Drion, E. F.: Estimation of the parameters of a straight line and of the vari- | 
ances of the variables, if they are both subjeet to error. Nederl. Akad. Wet., Proc., | 
Ser. A 54, 256—260, Indagationes math. 13, 256—260 (1951). 

Let the random variables x, and y, have the structure , = &,+u; ,=a+ 
B&,+v, =1,...,n), where x, ß and £&, are unknown constants. The author 
shows that, if the u, and v, have distributions independent of i and £,, and if certain 
conditions referring to the moments of the variables are satisfied, then moments 
of x, and y, are consistent estimates of certain functions of a, ß, the variances of 


al N 
(x —£) and (y—a—PE) and of = &(k=1,2,3). Equating the observed 
vi= 
moments with their expectation, consistent estimates of the unknowns themselves 
are obtained. Stefan Vajda. 


Cohen jr, A. C.: Estimating parameters of logarithmic-normal distributions by 
maximum likelihood. J. Amer. statist. Assoc. 46, 206—212 (1951). 
Für die Parameter &, ß, y, die eine durch die lineare Transformation 


ı Be log [(x — a)/ß] einer mit Mittelwert 0 und Streuung 1 normal verteilten 
Variablen t entstehende Log-Normal-Verteilung von x, 


f(x) dx = exp {— log? [(x — &)/ß]/2 yaly (2 —o)Y2r, 
charakterisieren, bestimmt Verf. aus einer n-gliedrigen Stichprobe die Schätzwerte 
&, P»Y auf Grund des Maximum-Jikelihood-Prinzips und deren Varianz-Covarianz- 
matrix mit Hilfe ‚der Fisherschen Informationsmatrix. Während bei bekanntem «& 
die Schätzungen BY explieite angegeben werden können, erfordert bei unbekanntem 
X ‚die Bestimmung von & die approximative Lösung einer impliziten Gleichung 
mittels inverser Interpolation. Ein bequemeres Schätzungsverfahren (a*, Br, Y*) 
für &, das nur auf dem kleinsten Stichprobenwert beruht, wird an einem konstru- 
ierten Zahlenbeispiel mit dem Maximum-likelihood-Verfahren verglichen. 


Maria- Pia Geppert. 
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-  Kolmogorov, A.N. und A. Ja. Chin@in: Die Arbeiten N. V. Smirnovs zur Unter- 
suchung der Eigenschaften der Variationsreihe und zu den nichtparametrischen Pro- 
blemen der mathematischen Statistik. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 190—192 
(1951) [Russisch]. 

Vernotte, Pierre: L’inevitable intervention d’une elause de regularit6 dans le 
lissage des courbes exp6rimentales. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1995—1997 (1951). 
Borel, Emile: Les deeimales de e et den. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1973— 
197411961). 
Verf. diskutiert die Feststellung von J. v. Neumann, daß die Häufigkeiten der 
10 Ziffern in der Gesamtheit der ersten 2000 Dezimalen von e eine außerordentlich 
kleine Streuung aufweisen, während sich bei z kein entsprechender Effekt nach- 
weisen läßt. Er betont, daß man aus diesem Ergebnis noch keinen Schluß über die 
Verteilung der Dezimalzahlen von e ziehen kann, da sich die Streuung bei Hinzu- 
ziehung von weiteren 500 Dezimalstellen wieder ihrem Erwartungswert nähert. 
Edward Walter. 


Geometrie. 
Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Severi, Francesco: Sul concetto di spazio. Archimede 3, 144—146 (1951). 

e Verriest, Gustave: Introduction & la g6ometrie non euclidienne par la m6- 
thode el&mentaire. Paris: Gauthier-Villars 1951. VII, 193 p. 

Das vorliegende einführende Lehrbuch gibt eine reinliche, sehr leicht geschriebene 
Einführung in die nichteuklidische Geometrie der Ebene. Es stützt sich auf die Hilbert- 
schen Axiome der Verknüpfung, Anordnung, Kongruenz, das. jeweilige Parallelenaxiom 
und das Dedekindsche Stetigkeitsaxiom und baut zuerst im wesentlichen die sog. absolute 
Geometrie auf. Die Darstellung ist dabei erfreulich übersichtlich, so daß das Buch für Studenten 
der ersten und mittleren Semester sehr geeignet ist. Die verschiedenen projektiven Modelle 
werden nur abschließend jeweils herangezogen, sonst stellt sich das Buch vollkommen auf den 
Standpunkt der elementaren Axiomatik. — Inhalt: I. Die Axiome, II. Folgerungen aus den 
Axiomen der Verknüpfung und Anordnung, III. Folgerungen aus den Axiomen der Kongruenz, 
IV. Folgerungen aus dem Stetigkeitsaxiom, V. Das Parallelenaxiom, VI. Polygone, VII. Tra- 
pezoide, VIII. Dreiecksfläche in der Lobatschefskischen Ebene, IX. Lobatschefskische Paralle- 
len-Theorie, X. Dreiecke, Kreise, Horozykel, Hyperzykel in der Lobatschefskischen Ebene, 
XI. Die Riemannschen Geometrien. Karl Strubecker. 


Esser, Martinus: Self-dual postulates for n-dimensional geometry. Duke math. 
J. 18, 465—479 (1951). 

Using ‚point‘, „hyperplane“ und ‚on‘ as undefined concepts, the author 
proposes the following basic set of self-dual postulates for n-dimensional projective 
geometry: Ia. There exists a hyperplane on every n points. Ib. There exists a 
point on every n hyperplanes. II. There exists a simplex (,simplex“ is definable 
in terms of the undefined concepts). IIIa. There is only one hyperplane on each n 
vertices of a simplex. IIIb. There is only one point on each n faces of a simplex. 
— Lines, planes, and r-dimensional linear manifolds in general are defined as ‚‚flats‘“: 
a flat is a set of points and hyperplanes such that 1. each point of the set is on each 
hyperplane of the set, 2a. each point simultaneously on every hyperplane of the 
set is in the set, 2b. each hyperplane simultaneously on every point of the set is 
in the set. — The additional postulates of projective geometry may be introduced 
in the traditional way. Felix A. Behrend. 

Lombardo-Radiee, Lucio: Sull’immersione di un piano grafico in uno spazio 
grafico a tre dimensioni. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., 
Ser. VIII 10, 203—205 (1951). 

L’A. rappelle le resultat classique: tout plan graphique de Desargues est un 
plan lingaire et analytique, et, r&ciproquement, tout plan analytique est plan de 
Desargues. Il veut prouver par voie el&mentaire que la condition necessaire et 
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suffisante pour qu’un plan graphique puisse etre immerge dans un espace graphique 
irreductible A 3-dimensions est qu’il soit de Desargues. Si l’on donne un espace 
graphique S, irr&duetible (n&cessairement de Desargues), nous y fixerons deux plans 
distinets S, et S*, un point O exterieur & la fois & S, et SF; on appelle v la droite 
commune A S,, S$. Un point P de S,, distinet de O, exterieur ä S, et S% peut se 


representer ainsi: soient P’ la projeetion de P sur 5, & partir de O, T,, l’intersection _ 


de S, avec une droite p issue de P (T, = trace de p), I} la projeetion sur S, a 
partir de O de l’intersection /, de S# avee p (/, = point de fuite de p); si p varie 
autour de P, T,, et I, se correspondent dans une homologie de centre P’ et d’axe u; 
le point P sera defini d’une fagon unique par la donnee de cette homologie. On 
congoit done que l’on puisse ainsi representer une droite ou un plan & deux dimen- 
sions par l’ensemble des homologies caracterisant les points de cette droite ou de ce 
plan. Le möme procede servira pour immerger un espace S,_, dans un espace S,- 
B. Gambier. 
Baker, H. F.: On non-eommutative algebra, and the foundations of projeetive 
geometry. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 205, 178—191 (1951). 


Der erste Teil der Arbeit betrifft die ebene Geometrie über einem Schiefkörper. 
Die Seiten eines Dreiecks PQ R treffen eine beliebige Gerade OU in a’, b’, c’, und die 
Verbindungslinien der Ecken mit einem Punkte D treffen OU in a, b, c; dann gilt 
die Relation: (a’ — b) (a — c)!(b’ —c)(b’—a)!(c' —a)(c"—b) =], die von 
G. Hessenberg [Acta math. 29, 1—23 (1905)] als notwendig und hinreichend nach- 
a'b’ cc’ 
abc 
Rechnung im Schiefkörper wird bestätigt, daß sie mit den 24 durch Vertauschung 
der Punkte erzeugten Relationen äquivalent und von der Wahl der Geraden OU 
unabhängig ist. Ferner werden zwei neue Beweise für Hessenbergs Satz gegeben, 
wonach zu a,a'’; b,b’; c,c’ allgemein nur im kommutativen Falle ein gemeinsames 
harmonisch trennendes Punktepaar existiert. In Teil II wird gezeigt, daß die ein- 
dimensionalen Untergeometrien einer Desarguesschen Geometrie zu isomorphen 
Schiefkörpern gehören; doch wird dabei von der Hilbertschen Streckenrechnung 
kein expliziter Gebrauch gemacht. Friedrich Wilhelm Levi. 

Bruek, R. H.: Finite nets. I. Numerieal invariants. Canadian J. Math. 3, 
94-107 (1951). 

Anet N of degree k, order n is a system of n?,,points“ and k elasses of n (parallel) 
„‚lines‘‘ such that each point is on exactly one line of each elass and two lines be- 
longing to distinct classes have exactly one common point. The author investigates 
the possibility of adjoining a line S to N, i. e. of finding a set S of n points of N such 
that each line of N contains exactly one point of S. (If n disjunet lines S....,S, 
can be so adjoined, N can be embedded in a net of degree k -- 1, order n.) A neces- 
sary condition that a line can be adjoined to N is D(N) = I, where D(N) is the 
least positive integer which can be represented on N (an integer m is represented on 
N if an integral-valued function of the points of N exists which sums to m over the 
points of each line of N). Relations are found between ®D(N, x N,) and ®(N,), 
D(N,) where N, x N, is the direct product of N, N,, and the existence of nets 
of any order n is deduced to which no line can be adjoined. ® is explieitly evaluated 
for nets of degree 3 (which are equivalent to loops). Felix A. Behrend. 

Primrose, E. J. F.: Quadries in finite geometries. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 47, 299—304 (1951). 


Anzahlbestimmungen in der projektiven s-dimensionalen Geometrie über dem 


gewiesen wurde. Die Relation wird in der Form ( )= 1 geschrieben ; durch 


t 
Körper GF,. Setzt man J] (nm -1)=P, so ist für s=2t, 


— wie auch für 
m = 


s—2t— 1, die Anzahl der nicht ausgearteten (s — 1)-dimensionalen Flächen 
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-  2.Ordnung u, = nt!) P. Im letzteren Falle gibt es genau In" (n! +1) P 
Regelflächen unter ihnen. Die Anzahl der Punkte auf solchen Flächen ist, wenn 
s—2t, gleich (n°— 1)/(n— 1); wenn s= 2t—-1,. auf Regelflächen (n!— 1)- 
(nl 4 1)/(n— 1); andern Falles (n! + 1) (rn —1)/(n—1). Man kann die 
Punkte als Varietäten, die Flächen als Blöcke eines „balanced incomplete block 
design‘‘ verwenden und erhält entsprechend dreierlei Systeme v,b,k,r, A, die in 


der Statistik Verwendung finden können. — S.302, Zeile 2, lies (n® — 1) statt 
(nA — 1). Friedrich Wilhelm Levi. 
Elementargeometrie: 


Schaaf, W. L.: Art and mathematies: A brief guide to source materials. Amer. . 
math. Monthly 58, 167—177 (1951). 

e Palmer, Claude Irwin and Samuel Fleteher Bibb: Praetieal mathematies. 
Part 3: Geometry, whit applieations. — öth ed. London: MeGraw-Hill Publishing 
Co. 1951. 200 p. 19 s. 

‚ Jorgensen, Vilhelm: Über additive Maßzahlen. Mat. Tidsskr. A 1951, 39—43 
(7951) [Dänisch ]. 

Ist UV ein Stück einer Linie Z und soll A (UV) eine positive Maßzahl sein, 
die als das Längenmaß von UV bezeichnet werden kann, so muß man fordern, 
daß folgende zwei Bedingungen erfüllt sind: (A) Die Additivitätsbedingung. Wird 
UV in zwei Stücke geteilt, so soll die Maßzahl des ganzen Stücks gleich der Summe 
der Maßzahlen der beiden Teile sein. (K) Die Kongruenzbedingung. Zwei kon- 
gruente Linienstücke sollen dieselbe Maßzahl haben. Dann gelten die folgenden 
zwei Sätze: 1. Der Existenzsatz. Es ist möglich, eine Maßzahl für Stücke von / 
einzuführen, die den Bedingungen A und K genügt. 2. Der Eindeutigkeitssatz. 
Hat man auf /! ein Stück gewählt, das die Maßzahl 1 haben soll, so können nicht 
zwei verschiedene Systeme von Maßzahlen eingeführt werden, die beide den Be- 
dingungen A und K genügen. Für den Existenzsatz, der nicht ohne infinitesimale 
Betrachtungen bewiesen werden kann, gibt Verf. keinen Beweis; dagegen beweist 
er den Eindeutigkeitssatz. Entsprechende Betrachtungen stellt Verf. für den 
Rechtecksinhalt und für die Länge des Kreisbogens an. Max Zacharias. 

Manara, Carlo Felicee: Di un problema relativo ai triangoli. Periodico Mat., 
IV. Ser. 29, 91—97 (1951). 

Die Aufgabe, ein Dreieck zu konstruieren, von dem die Spiegelbilder seiner 
Ecken bezüglich der Gegenseiten gegeben sind, ist nicht nur nicht mit Lineal und 
Zirkel lösbar, sondern führt auf ein System algebraischer Gleichungen, die nicht 
mittels Radikalen gelöst werden können. Max Zacharias. 

Siriati, Lorenzo: Dimostrazione geometrica della formula dell’area di un tri- 
angolo in funzione dei lati. Periodico Mat., IV. Ser. 29, 33—36 (1951). 

Ramakrishnan, V.: Orthopolar theory and Feuerbach’s theorem. Math. Stu- 
dent 18, 25—26 (1951). 

Taylor, D. @.: On certain configurations of congruent triangles. II. Math. 
Gaz. 35, 8S0—81 (1951). 

In Fortsetzung der Arbeit gleichen Titels (dies. Zbl. 29, 311) geht Verf. von zwei kongruenten 
Dreiecken P,Q, R,Z P;,Q, R, aus, die eine solche Lage haben, daß P, auf Q, R,,Q, auf R,P, 
und R, auf P,@Q, liegen und P,Q, R, durch Drehung um 120° um einen PunktO auf P,Q, Rz 
fällt. Treffen sich Q, R,, Q R, in X, R,P,, RP; in Y und P,Q,, P3Q, in Z, so liegen P,,Z, 
O, P,, Y auf einem Kreis, desgleichen Q,,X,0,0,,Z und R,Y,O, R,, X. Die Mittelpunkte 
P,, Q5, R, dieser drei Kreise bilden ein den beiden ersten Dreiecken kongruentes Dreieck von 
solcher Lage, daß P,Q, R, durch Drehung um 60° um O mit P,Q, R, zusammenfällt. Durch 
Fortsetzung der Drehung um O0 um 60° bzw. 120° geht P,Q, R, in die Lagen P,Q, R, und 
P,Q; R, über, und von dem Dreieck P,Q, R, kommt man durch Drehung um zweimal 60 
über ein sechstes Dreieck P,Q, R, wieder zu P,Q, R, zurück. Jeder Punkt P, ist Mittelpunkt 
eines Kreises durch O, P,_,, P;ı, und die Schnittpunkte von @;_, Pi» %irı Pirı und von 
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I 6; — 1). Entsprechende Kreise haben die Punkte @; 
Bean Nilhefstlkten. Den 18 Beken entsprechen aleo 18 derartige Kreise. [Bemerkung 
des Ref.: Die 18 Ecken und die 18 Seiten der 6 Dreiecke bilden nach der üblichen Bezeichnung 
eine Konfiguration (18,), bestehend aus zwei Konfigurationen (9,) erster Art, die durch die 18 
Kreise miteinander in eigenartiger Weise verknüpft sind.|] Max Zacharias. 

Thöbault, Vietor: Sur des triangles assoei6s. Ann. Soc. sci. Bruxelles, 1. Ser. 
65, 5—14 (1951). 

Q, 2’ seien die beiden Brocardschen Punkte des Dreiecks 7 = ABC. Man 
trage an Q A, Q B, QC im positiven Sinn und an 0’ A, 0’ B, 2°C im negativen 
Sinn einen und denselben Winkel 9 an. Die freien Schenkel dieser Winkel treffen 
BC,CA, ABin A,, B,, CO, und A,, B,,C,. Dann liegen diese sechs Punkte auf einem 
„Tuckerschen“ Kreis. Verf. untersucht im ersten Teil seiner Arbeit das Dreieck 
. T, = A, B,(,, dessen Ecken die Punkte (A,B,, 0,4,), (BC; AgB;), (CA, B;C,) 
sind. T, ist zu T homothetisch. Variiert der Tuckersche Kreis, so beschreibt jede 
Ecke von T, eine Hyperbel. Das Dreieck der Mittelpunkte dieser Hyperbeln ist 
zu T homothetisch. Im zweiten Teil der Arbeit beschäftigt sich Verf. mit den Drei- 
ecken BJC, CJA, AJB (J Inkreismittelpunkt). Die Eulerschen Geraden dieser 
Dreiecke und des Grunddreiecks T schneiden sich in einem Punkt. Das Dreieck der 
Höhenschnittpunkte der drei Dreiecke hat verschiedene bemerkenswerte Eigen- 
schaften. Im letzten Abschnitt untersucht Verf. die Figur, die entsteht, wenn man 
auf den Seiten von T nach außen und innen gewisse ähnliche Rechtecke konstruiert. 

Max Zacharias. 

Natucei, A.: Relazioni perimetriche in triangoli e poligoni. Periodico Mat., 
IV. Ser. 29, 98—101 (1951). 

Ausgehend von den bekannten Tatsachen, daß die Summe der Strecken zwi- 
schen einem Punkt im Innern eines Dreiecks und den Endpunkten einer Seite 
kleiner ist als die Summe der beiden anderen Seiten, und daß eine Dreiecksseite 
kleiner ist als der halbe Dreiecksumfang, beweist Verf. mit einfachen elementar- 
geometrischen Mitteln der Reihe nach für das Dreieck, das Viereck, das Fünfeck 
und das allgemeine n-Eck folgenden Satz: Die Summe der Strecken, die einen 
Punkt im Innern eines konvexen n-Ecks mit den n Ecken verbinden, ist größer 
als der halbe Umfang und kleiner als das (n — 1)-fache des halben Umfangs des 
n-Ecks. Eugen Löffler. 

Kreul, H.: P-Viereck, S-Viereck und Sehnenviereck. Math.-phys. Semester- 
ber. 2%, 139—150 (1951). 

Ein Viereck im gewöhnlichen elementargeometrischen Sinne mit den Seiten 
a, b, c und d in dieser Reihenfolge heißt P-Viereck, wenn ab = cd. Ein Viereck 
heißt S-Viereck, wenn die von Seiten und Diagonalen gebildeten Winkel der Glei- 
chung ©, + Pf, + Yyı + 641 — (+ Pa + Ya + 65) = 0 genügen. . Verf. beweist vier 
Hauptsätze und eine Reihe von ergänzenden Sätzen. Die Hauptsätze lauten: 
I. Zieht man in einem P-Viereck von zwei Gegenecken A, C aus die Strahlen nach 
demselben Punkt E der die Ecken nicht verbindenden Diagonale (BD) und spie- 
gelt dieselben an den Winkelhalbierenden jener Ecken, so liegt der Schnittpunkt F . 
dieser Bilder auf jener Diagonale (BD). — II. (Umkehrung von Satz I.) — IH. 
Jedes P-Viereck ist ein S-Viereck. — IV. Die Menge aller S-Vierecke enthält alle 
P-Vierecke und alle Sehnenvierecke und außer diesen kein anderes Viereck. 

J.C. H.Gerretsen. 

Thebault, Vietor: Sur la g6omötrie du t6traddre. Ann. Soc. sci. Bruxelles, 
I. Ser. 65, 49—56 (1951). 

Verf. gibt neue Analogien zwischen Eigenschaften des Dreiecks und des Tetra- 
eders an. Fällt man von einem Punkt M der Ebene des Dreiecks ABC auf die 
Seiten BC, CA, AB Lote MA,, MB,, M(C,, die entsprechend die Seiten CA, A B, BC 
in A,, B,, ©, und AB, BO, CA in A,, B,, (0, treffen, so lassen sich Eigenschaften der 
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Dreiecke A, B,C, (= 1,2,3) angeben, wenn M ein beliebiger Punkt oder ins- 


besondere der Schwerpunkt oder der Tarrysche Punkt ist (d.h. der Schnittpunkt 
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der Lote von A, B, C' auf die entsprechenden Seiten des ersten Brocardschen Drei- 
ecks). Zu solchen Eigenschaften der Punkte A,, B,, ©, im Dreieck gibt Verf. Ana- 
logien im Tetraeder an. Es ist aber unmöglich, in dem begrenzten Raum eines Re- 


ferats auf Einzelheiten einzugehen. Max Zacharias. 
Thebault, Vietor: On a theorem of Steiner. Amer. math. Monthly 58, 25—27 
(1951). 


Verf. beweist folgende raumgeometrische Verallgemeinerung eines Steinerschen 
Satzes [J. reine angew. Math. 30, 273 (1846)]: Wenn eine Kugelfläche mit dem Zen- 
trum H, dem Höhenschnittpunkt eines orthozentrischen Tetraeders A BC D, die 
Verbindungsgeraden der Kantenmitten von AB und AC, BC und BD, C D und 
CA,DAundDB,...in den Punkten A, und A,, B, und B,, C, und O,, D, und 
D;,... schneidet, so ist AA, =BB,=C0C,=DD,=...=4A4&,=BB,=(0C, 
—=DD,= .... — Weiter wird noch ein spezieller Fall eines früher vom Verf. ver- 
öffentlichten Satzes [Ann. Soc. sci. Bruxelles 40 B, 60 (1920)] aufs neue bewiesen. 

; J.C. H. Gerretsen. 
” Thebault, V.: Sur le tetra&dre dont les aretes oppos6es sont deux A deux 6gales. 
Enseignement math. 39, 50—60 (1951). 

Über das gleichschenklige oder gleichflächige Tetraeder (g. T.) gibt es eine 
reiche Literatur. Verf. fügt zu dieser einige vielleicht noch nicht veröffentlichte 
Sätze hinzu: Das Tetraeder, dessen Ecken die Inkugelberührungspunkte eines g.T. 
sind, ist ebenfalls ein g.T. Die Berührungspunkte einer Ankugel eines g.T. sind 
die Ecken eines dreirechtwinkligen Tetraeders. Die Verbindungsgeraden der Ecken 
eines g. T. mit den Umkreismittelpunkten der Gegenflächen liegen auf einem Hyper- 
boloid und umgekehrt. Im g.T. liegen die Ankugelmittelpunkte auf dem Höhen- 
hyperboloid und auf der Umkugel. — Zu diesen Sätzen über das g.T. fügt Verf. 
noch folgenden Satz hinzu, dessen zweiter Teil wenig bekannt sein dürfte: In jedem 
Tetraeder liegt die Summe der Dieder zwischen 4 und 6 Rechten. Max Zacharias. 

Thebault, Vietor: Systems of hyperboloids and of quartie eurves eireumseribed 
about a tetrahedron. Amer. math. Monthly 58, 247—249 (1951). 

Hope, €.: The nets of the regular star-faced and star-pointed polyhedra. Math. 
Gaz. 35, 8—11 (1951). 

Konstruktion der zur Modellverfertigung dienenden Netze der vier Kepler- 
Poinsotschen regulären Sternpolyeder. Laszlö Fejes Toth. 

Thomas, J. M.: Geometrieal solution of spherical triangles. Amer. math. 
Monthly 58, 151—158 (1951). 

Die orthographische Projektion der Himmelskugel auf die Ebene des Haupt- 
meridians des Beobachtungsortes wird konstruktiv vereinfacht und zur Auflösung 
des astronomischen Dreiecks (Nordpol, Zenit, Stern) verwendet. Fritz Hohenberg. 

Cheng, Kai-Chia: On the mapping of the Brillouin zones. Sci. Record 4, 
51—59 (1951). 

L.Bieberbach [Monatsh. Math. Phys. 48, 509—515 (1939) ; dies. Zbl.21, 370] be- 
wies, daß jede Brillouinzone ein Fundamentalbereich der Deckbewegungen des 
Gitters ist, folglich sind alle Brillouinzonen inhaltsgleich. Für den Fall der Ebene 
wirft Verf. die Frage auf, ob diese Zonen auch zerlegungsgleich sind. Verf. gibt 
ein Beispiel, in welchem die Zerlegungsgleichheit erst nach einer weiteren Unter- 
teilung der durch die Konstruktion der Zonen entstandenen Polygone erreicht 
wird. Johann Jacob Burckhardt. 

Niggli, Alfred und Paul Niggli: Raumgruppensymmetrie und Bereehnungs- 
methoden der Kristallstrukturlehre. I. Z. angew. Math. Phys. 2, 217—232 (1951). 

In den Anwendungen der Kristallographie ist es wichtig, mit einem Punkt 
alle durch die Symmetrie hervorgebrachten weiteren Punkte bezüglich ihrer Ko- 
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ordinaten leicht angeben zu können, d.h. man muß die Darstellungen der betr. 
Symmetriegruppe leicht übersehen können. Sowohl für die Gruppen mit Fixpunkt 
(Punktgruppen), wie auch für die Translationen (Raumgruppen) wird in vorliegender 
Arbeit eine einfache schematische Zusammenstellung gegeben, die für jede einzelne 
Kristallklasse die Symmetrieverhältnisse, bezogen auf ein kristallographisch passen- 
des Koordinatensystem, übersichtlich erkennen läßt. Johann Jacob Burckhardt. 

Micheev, V. L.: Über die räumlichen Homologiegruppen. .Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 77, 807—810 (1951) [Russisch]. 

Es wird die Kombination der Homologie-Punktgruppe 2 P(G,) 4,21 (P = 
Spiegelebene, (, — zweizählige Drehachse, 1, — vierzählige Homologieachse, 
IT = Homologieebene) mit drei nichtkomplanaren Translationen untersucht, welche 
zur räumlichen Homologiegruppe PA, mm führt. Sämtliche Figuren eines regel- 
mäßigen Homologiesystems, das durch solch eine Gruppe erzeugt wird, sind vo- 
lumengleich. Sie können z. B. als Kugeln und Ellipsoide auftreten, wobei die Kugeln 
bzw. Ellipsiode je unter sich durch die gewöhnlichen Symmetrieelemente (der 
Raumgruppe Pmm), die Kugeln in die Ellipsoide (und umgekehrt) durch die 
Elemente der Homologietransformationen ineinander übergeführt werden. (Nach 
deutscher Übersetzung referiert.) Werner Nowacki. 

Belov, N. V.: Der Satz von der Leere (Primitivität) des Fundamentalparallel- 
epipeds eines Kristallgitters. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 55—58 (1951) 
[Russisch ]. 

Als Fundamentalparallelepiped eines Gitters wird ein solches bezeichnet. das 
auf drei kürzesten, nichtkomplanaren Translationen aufgebaut ist. Es wird fast 
rein geometrisch bewiesen, daß solch ein Parallelepiped primitiv ist, d.h. daß 
sämtliche Gitterpunkte ausschließlich in den Ecken dieser Parallelepipede liegen. — 
Es folgt, daß die Nichtprimitivität der Fundamentalparallelepipede im 4-dimensio- 
nalen Raum auf eine Volumenzentrierung und bei mehr als 4 Dimensionen auf 
verschiedene andere mögliche Zentrierungen hinausläuft. (Nach deutscher Über- 
setzung referiert.) Werner Nowacki. 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


e Stark, Marceli: Analytische Geometrie. (Monografie Matematyezne, Tom 
XXVI.) Warszawa-Wrochw: Nakladem Polskiego Towarzystwa Matematycznego 
1951. 629 p. [Polnisch]. 

Das für die Studierenden der Mathematik bestimmte ausführliche Lehrbuch 
der analytischen Geometrie vermittelt die Kenntnis klassischer und moderner Metho- 
den. Der historischen Entwicklung wird durch den Verzicht auf konsequente 
Durchführung der vektoriellen Schreibweise Rechnung getragen. Grundlegende 


Fragen, wie z. B. die Klassifikation der Geometrien von den Transformationsgruppen 


aus, finden eingehende Berücksichtigung. Die eigenartige Gliederung dürfte dem 
Anfänger einige Schwierigkeiten bereiten, da sich gerade die elementaren Dinge, 
deren schnelle Aneignung wünschenswert erscheint, über den ganzen Lehrgang 
verteilen. Eine Übersicht über den Inhalt der einzelnen Kapitel sei hier gegeben: 
1. und 2. die Grundbegriffe der Vektorenr e ars a 
Be indbeg »kto »nrechnung, 3. Darstellung geometrischer 
ebilde durch Gleichungen, dazu Beispiele von Kurven und Flächen. 4. die 
Yars en von R = h ° 

Gerade in der Ebene, 5. Gerade und Ebene im Raume. 6. Bewegung und Affin- 
ans BR, ’ E Ro ni S : n . . y : S er . 
transform u in Ebene und Raum, 7. uneigentliche Elemente, Doppelverhältnis, 
algebraische Gebilde, Kreispunkte und Kugelkreis, 8. der Kreis, 9.12. Kesel 
a aa f : s . ar erh 
vom affingeometrischen und metrischen Gesichtspunkte aus betrachtet, in Ver- 
bindung Yan die Haupteigenschaften der Kegelschnitte, 13.—15. Flächen 2. Gra- 
des, 16.—19. die projektiven Transformationen und die Elemente der projektiven 
pi ıtrie TIerce] Iaaps >alar 7 nn nl 

Geometrie, Vierseit, Pascal, Polarentheorie für Ebene und Raum. Anhang I be- 
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handelt die Multiplikation von Matrizen und die quadratischen Formen, Anhang II 
die Vektorprodukte. Dem Lehrstoff schließt sich eine umfangreiche Sammlung 
von Aufgaben an, die den einzelnen Paragraphen zugewiesen sind. Jonas. 

Wayne, Alan: Finite groups generated by involutions on a line. Math. Mag. 
24, 249—251 (1951). 

Rajagopal, €. T.: On the interseetions of a central eonie and its prineipal 
hyperbolas. Math. Gaz. 35, 97—104 (1951). 

Elementare Beweise und Verallgemeinerungen einiger Sätze von Joachims- 
thal und Vaidyanathaswamy über drei oder vier Geraden eines Büschels, die 


‚einen gegebenen Kegelschnitt (einmal) unter gegebenem Winkel schneiden. Z.B. 


liegen die vier Fußpunkte so, daß je drei und der zum vierten diametrale Punkt 
konzyklisch sind. Fritz Hohenberg. 

Riabouehinsky, Dimitri: Sur la construetion graphique dans le plan eartesien 
des eourbes dites imaginaires, adjointes aux reelles. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 
2275—2278 (1951). 

Verf. hebt den definitorischen Charakter der Multiplikationsregeln für. reelle 
Größen hervor, die an die Abrede gebunden sind, daß für 4 >0 gilt : |a| = a. 
Sölletwa |a|)=—a sein und sind x, y reell, so läßt sich vermittels x +y pe 1] = 
x + y eine reelle Repräsentation imaginärer Kurven finden. Als Anwendungs- 
beispiele für dieses Übertragungsprinzip erscheinen die zu reellen Parabeln, zur. 
kubischen Parabel y= x? — x und zur cos-Linie gehörigen Bilder. 

Joseph Ehrenfried Hofmann. 

Kestelman, H.: Automorphisms of the field of complex numbers. Proc. London 
math. Soc., II. Ser. 53, 1—12 (1951). 

Il s’agit des applications 2 — f(z) du plan complexe Z sur lui-m&me telles que 
ea + 2) <a) + fa), 2-2, 2%) = 12) 1%). 3. Yequation- (2) = u une 
solution quel que soit u. ©. Segre a pos6 le probleme de l’existence de fonctions 
f(z) non triviales [c-a-d. f(z2) #2 et f(z2) +2] [Atti Accad. Sci. Torino 25, 267—301 
(1889)]. L’A. expose plusieurs demonstrations de l’existence de telles fonctions: 
la premiere qui lui fut communiquee par Rado explicite une idee de Steinitz 
[J. reine angew. Math. 137, 167—308 (1910)], la seconde donne une ‚construction‘ 
de la solution et est la mise au point par l’A. d’une esquisse de d&monstration due 
ä Lebesgue [Atti Accad. Sci. Torino, Cl. I. 42, 532—539 (1906/07)]. L’A. etudie 
ensuite le comportement de f(z), il etablit en particulier que si 5 est un ensemble de 
nombres reels de mesure interieure positive, f(S) est partout dense dans Z, et que 
si E est une partie de Z possedant des points interieurs et des points exterieurs, 
f!(E) a 0 pour mesure interieure et n’est pas mesurable. L’A. signale qu’une solu- 
tion du m&me probleme a &t& donnee par B. Segre (ce Zbl. 30, 63). Andre Revuz. 

Zacharias, Max: Streifzüge im Reich der Konfigurationen: Eine Reyesche 
Konfiguration (15,), Stern- und Kettenkonfigurationen. Math. Nachr. 5, 329345 
(1951). 

Es seien A, B, €, D, E, F die sechs Schnittpunkte einer ebenen Kurve 5. Ord- 
nung y mit einem Kegelschnitt; die 15 weiteren Schnittpunkte von y mit den Ge- 
raden AB, ..., EF liegen zu dreien auf 15 Geraden, die zusammen mit jenen 15 
Punkten die erste hier betrachtete Konfiguration bilden, eine Reyesche Konfigu- 
ration (15,). Sie ist zu der Würfelkonfiguration (15,) nicht isomorph. Verf. gibt 
zahlreiche Eigenschaften dieser Konfiguration ; insbesondere betrachtet er Gruppen 
von fünf ‚„‚unverbundenen‘“ Punkten oder Geraden der Konfiguration (zwei Punkte 
heißen unverbunden, wenn ihre Verbindungsgerade keine Gerade der Konfiguration 
ist, und dual). Die Konfiguration kann auch lediglich auf Grund ihrer Inzidenz- 
tafel, also unabhängig von der kubischen Kurve y, konstruiert werden. Man kann 
z. B. von einem regelmäßigen Pentagramm ausgehen ; man erhält so eine metrisch 
spezialisierte Reyesche Konfiguration, die als Pentagrammkonfiguration (15,) be- 
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zeichnet wird. Durch Abänderung einiger ihrer Elemente erhält man eine (10,)- 
Konfiguration, die aus zwei einander wechselseitig ein- und umbeschriebenen 
Pentagrammen besteht, und die mit der Desargueschen Konfiguration (welche 
ebenfalls mit zwei solchen Pentagrammen konstruiert werden kann) nicht isomorph 
ist; es sind diese die zwei einzigen Konfigurationen (10,), die aus zwei solchen Penta- 
grammen bestehen. Ersetzt man das Pentagramm durch ein regelmäßiges Ster- 
polygon, z.B. durch ein Sternsiebeneck, so erhält man die im Titel genannten 
Sternkonfigurationen, die verschieden aussehen, je nachdem die Seitenzahl gerade 
oder ungerade ist. Dreieckskettenkonfigurationen sind, schließlich, (3 n3)-Kon- 
figurationen, die aus n Dreiecken bestehen, welche sich in einer Reihe derart an- 
ordnen lassen, daß das zweite Dreieck dem ersten, das dritte dem zweiten, ...., 
das erste dem n-ten einbeschrieben ist; an Stelle von Dreiecken kann man auch 
Vielecke betrachten. Eugenio Giuseppe Togliatt:. 

Berman, Gerald: A generalization of the Pappus configuration. Canadian 
J. Math. 3, 299—303 (1951). 

Verf. untersucht die Familie von ebenen Konfigurationen K, = [(3n),; (n?);] 
(n=1,2,...). K, ist eine Gerade mit 3 verschiedenen Punkten; K, ist das voll- 
ständige Vierseit; K, = (9,; 9) ist die Konfiguration (9,) erster Art in der Levischen 
Bezeichnung. K,=(12,;16,) umfaßt die beiden von Ref. [Deutsche Math. 6, 
147—170 (1941); dies. Zbl. 26, 145] untersuchten Konfigurationen von Hesse und 
deVries. Allgemein definiert Verf. X, als System von 3n Punkten A,B,„C, 
(.=.0,1,...;%n—1) und a2 Geraden VW I) = 1L,..3% 1): Diel3r Punkte 
sind die Ecken von drei n-Ecken, die paarweise bezüglich der Ecken des dritten 
perspektiv liegen, während die n? Geraden (ij) je drei Punkte A, B,,C,, mit der- 
Bedingung © +5 +k=0 (modn) enthalten. Von diesen Konfigurationen K, 
beweist Verf. folgende Sätze: (1) Ist n ein Vielfaches von g, so enthält K, 
(n/gq)? verschiedene Konfigurationen X, von denen keine zwei eine Gerade gemein 
haben. Jeder Punkt von K, gehört n/q Konfigurationen X, an. (2) Jede K, kann 
mit 2 Freiheitsgeraden einer nicht singulären Kubik einbeschrieben werden. Aus 
(2) folgt: (3) X, existiert für jeden Wert von n in der reellen projektiven Ebene. 

Max Zacharias. 
Algebraische Geometrie: 


Campedelli, Luigi: Il metodo del fascio nella ricerea dei punti multipli delle 
curve algebriche. Archimede 3, 152—159 (1951). 

Dans de nombreux cas, le comportement de la courbe ‚„generique“ d’un fai- 
sceau en un de ses points-base, se deduit simplement de celui, au m&me point, des 
deux courbes qui definissent le faisceau. L’A. rappelle les cas les plus frequents, 
en particulier le cas des points doubles, et en traitant de nombreux exemples montre 
comment on peut &tudier les points multiples d’une courbe algebrique, mettant 
son equation sous une forme, telle que la courbe apparaisse courbe ‚„‚generique“ 
d’un faisceau, dont les courbes de definition s’studient simplement, ce qui arrive, 
lorsqu’elles sont d&composees. Bernard d’Orgeval. 

Rosina, Bellino Antonio: Sul numero dei diametri prineipali di una eurva 
algebriea piana con punti all’infinito non tutti distinti. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend., Cl. Sci. fis., mat. natur., Ser. VIII 10, 213—216 (1951). 

L’etude de l’equation des diametres principaux d’une courbe algebrique d’ordre 
n: U,(&y) + U, (u y) +: + U, (x, y) + U, = 0 montre que cette courbe 
possede autant de diametres prineipaux distinets que de points A l’infini distinets. 
Seules font exception certaines courbes cireulaires: 1° si tous les points & L’infini 
sont eyeliques, il y a infinit& de diametres prineipaux; 2° si les points eycliques 
apparaissent chacun r fois (r <n/2) parmi les points & l’infini et si U,„_, eontient 
x? + y? en facteur avec un exposant inferieur & n —1, il y a autant de dia- 
metres distinets que de points & l’infini moins deux. Bernard d’Orgeval. 
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Longhi, Ambrogio: Sulle sviluppabili oseulatriei delle eurve razionali iper- 
spaziali. Comment. math. Helvetici 25, 131—139 (1951). 

D’une generalisation de la formule de de Jonquieres, donnde prec6demment 
(ce Zbl. 40, 81), l’A. deduit pour une courbe rationnelle irröductihle dot&e de points 
multiples ordinaires et de cuspides egalement ordinaires, la classe des varietes 
d’hyperplans de S” contenant la courbe, qui ont avec elle un nombre donne de 
contaets d’ordres donnes; resolution du probleme duel du pr&cedent. Ainsi, le 
nombre des hyperplans r-tangents & une courbe rationnelle d’ordre n > 2r dotee 

r 
de p cuspides est: er I: le ') (.): Bernard d’Orgeval. 
v= 

Schmid, Josef: Ein idealtheoretischer Beweis des Kriteriums von Plücker- 
Clebseh. Monatsh. Math. 55, 233—241 (1951). 

Severi a demontre, au moyen de la theorie de l’elimination, le critere de 
Plücker-Clebsch sous une forme tres generale. L’A. donne une nouvelle d&mon- 
stration avec des methodes de la theorie des ideaux, en termes de laquelle on peut 
donner & la generalisation de Severi l’Enonc& suivant: Soit a=(fy fa, .. .,f,) un 


ideal“dans l’anneau K[x,, 23... 2%, 24»: %,) si lideal a = (a, 241-4» - 
7,2%, — /A,,) possede une composante isolee & dimension nulle, on a an 
2 u. ee (0): German Ancochea. 


(ee Francesco: Proprietes des images gdomötriques des id&aux de polynomes. 
C. r. Acad. Sci., Paris 233, 15—17 (1951). 

Wert. setzt die Assuchingen (dies. Zbl. 42, 153) fort und bespricht zunächst 
Durchschnitt und Summe von zwei H-Idealen, denen Summe und Durchschnitt 
der zugehörigen algebraischen Mannigfaltigkeiten (varietes base) entsprechen. Von 
diesem Gesichtspunkt aus gewinnen die irreduziblen und die eingebetteten Ideale, 
sowie der Zerlegungssatz von Lasker und E. Noether eine anschauliche geome- 
trische Bedeutung. Verf. nimmt Bezug auf seine Definition der Multiplizität » 
eines Schnittpunktes (dies. Zbl. 31, 260) und bemerkt, daß immer » > u gilt, wenn 
ıı die Länge des zugehörigen Primärideals ist; diese Zahl u dürfte nicht als Multi- 
plizität definiert werden, weil dann der allgemeine Satz von Be&zout nicht aus- 
nahmslos gilt. (Da aber in einem solchen Ausnahmefall immer Zu zu groß aus- 
fällt, scheint hier noch eine Unklarheit zu bestehen.) Besonders wichtig ist das 
Ergebnis, daß eine vielfache algebraische Mannigfaltigkeit n V auf viele verschiedene 


Weisen entstehen kann, was bisher oft zu wenig beachtet worden ist. — Diese 
Untersuchungen sollen in einer kommenden Arbeit ausführlich dargestellt werden. 
Wolfgang Gröbner. 


Segre, Beniamino: Bertini forms and Hessian matriees. J. London math. 
Soc. 26, 164—176 (1951). 

Bertini, dans son Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi 
(18re &d. Pisa 1907; 2°me &d. Messina 1923), avait r&ussi ä repr6senter une variete 
algöbrique queleonque V7, de dimension d et de classe n, d’un S, au moyen d’une 
seule equation algebrique. Dans le cas olı VY admet oo? -! hyperplans tangents, 
cette &quation prend la forme F (ug %; -. .,u,) = 0, les u, etant les coordonn6es 


_ homogenes d’hyperplans dans S,. Dans le present m&moire, l’A. donne les con- 


ditions auxquelles doivent satisfaire les coefficients d’une F pour que la variete 
correspondante soit de dimension d. Celles-ci expriment que la matriee hessienne 4 
de F est, mod. F, de rang d + 2, c’est-ä-dire que F doit diviser tous les mineurs 
d’ordre d+3 de H et quil doit exister au moins un mineur d’ordre d+2 de H 
qui ne soit pas divisible par #. En consequence, les conditions comportent, & cote 
des &quations, certaines inegalites. — L’A. obtient aussi d’autres resultats parti- 
euliers interessants. — En rapport avec la zugeordnete Form de Chow, l’A. con- 
sidere les avantages et les inconvenients que prösente la forme de Bertini. Entre les 
premiers il remarque ceux qui decoulent du fait que la forme de Bertini utilise un 
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plus petit nombre de coordonnees et que les conditions auxquelles doivent satis- 
faire les coefficients admettent l’expression si simple que l’A. a su trouver. En outre 
la forme de Bertini permet de representer des varietes algebriques impures. En 
ce qui concerne les inconvenients, ’A. indique celui que la forme de Bertini 
n’6tablit pas une correspondence biunivoque entre les varietes et les formes correspon - 
dantes, comme c’est le cas pour la forme de Chow. A cote de cet inconvenient, 
‚le rapporteur trouve un autre, & son avis plus important, que voiei: Tandis que 
la forme de Chow permet de demoutrer que l’ensemble des Vy, de dimension d 
et de classe n, de S, constitue une variete algebrique (et c’6tait pr&cisement la justi- 
fication de ce fait un des principaux r6esultats obtenus par Chow et van der Waer- 
den avec la zugeordnete Form), dans cet ordre d’idees, avec la forme de Bertini 
on arrive seulement & d&montrer un resultat dont l’&nonce pourrait tre le suivant: 
l’ensemble des varietes V* de classe n de S,. ayant oo’! hyperplans tangents, 
et dont la dimension ne d6epasse pas d constitue une variete algebrique. 
German Ancochea. 
Roth, Leonard: Sull’unirazionalitä dell’intersezione di piü quadriehe. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 10, 19—20 (1951). 
Die Schnittmannigfaltigkeit V, von m Quadriken allgemeiner Lage eines Rau- 
mes S,,, ist birational (das heißt kann auf einen linearen Raum eineindeutig 
abgebildet werden), sobald sie einen Raum S,,_, enthält. Verf. gibt hier folgende 
Verallgemeinerung des obigen Satzes: Die Mannigfaltigkeit V„, Schnitt von m > 2 
Quadriken allgemeiner Lage eines Raumes S,,,, ist birational, sobald r >} m? — 2 
ist; die V, kann auch auf die Gruppen einer Involution /,,,_, abgebildet werden. 
Der Beweis ist analytisch-geometrisch und wird auf die Eigenschaften der durch 
r projektive oc”? Linearsysteme von Hyperebenen des Raumes S,,, erzeugten 
Mannigfaltigkeit W,_, gestützt; eine solche W,_, hat die Ordnung 4 r (r — 1); sie 
ist birational; und es gibt oo“! Ebenen, die W,_, längs Kurven (1 schneiden, 
so daß durch jeden allgemeinen Punkt des Raumes S,,, eine einzige dieser Ebenen 
hindurchgeht. Die anfangs betrachtete V,, Schnitt von m > 2 Quadriken des 
Raumes S,,,, enthält immer Räume S,,_,, sobald r> 4 m? — 2 ist; ihre Projektion 
aus einem solchen S,,_, auf einen S,,, ist eine Hyperfläche P”+!, die eine W,_, 
der obengenannten Art enthält; man schließt daraus die Existenz auf ®”+1 eines 
Systems von Kegelschnitten, mit den Indizes 1, die W,_, je in 2m --2 Punkten 
schneiden; ein bekannter Satz von F. Enriques gestattet dann, aus der Biratio- 
nalität von W,_, diejenige von P”+!, und also auch diejenige von V,, zu schließen. 
Eugenio Giuseppe Togliatti. 
Baldassarri, Mario: Sulle V, eontenenti un sistema lineare triplamente infinito 
di superficie razionali. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 20, 135—152 (1951). 
L’A. riprende i metodi usati da U.Morin [Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 
18, 147—171 (1939); questo Zbl. 21, 58] consistenti nell’impiego opportuno del- 
l’aggiunzione sopra un sistema lineare dato per la sua riduzione ad un tipo sem- 
plice fra quelli di un numero finito di essi eremonianamente distinti; le idee 
direttrice sono quelle d’Enriques [Math. Ann. 46, 179—199 (1895)] e Fano 
[Ann. mat. pura appl., III. Ser. 24, 49-88 (1915)]. Egli dimostra che ogni V, 
eontenente un sistema lineare 00% di superficie razionali, composto con una 
involuzione di punti € razionale o riferibile ad una forma cubiea. Si dimostra 
inoltre che ogni sistema lineare oc? rientra nei tipi giä assegnati per dimensioni 
superiori, escluso il sistema dei piani di S,. Oltre a questo sistema banale si elen- 
cono sei tipi di sistemi lineari di superficie di S, imagini proiettive di superficie 
razionalı siffatte. Federico Gaeta. 
Val, Patriek du: On regular surfaces of genus three. Canadian J. Math. 3, 
148—154 (1951). 


Ogni superficie algebrica regolare di genere DDr ?,) = 3 e genere lineare 


Br 
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 p')=n-+ 1 dev’essere birazionalmente len ad un piano n-plo canonico. 
LA. assieura l’esistenza di queste superficie per n < 10; egli dimostra che in [n +3] 
 lintersezione di un cono V}; proiettante una Vi di Neon da un generico 
[nr — 3], eon una U” la cui sezione con un generico [n] sia una superficie di del Pezzo 
d’ordine n, € una "superficie bicanonica coi caratteri p=3, pf»=n-+1. Di 
conseguenza il modello canonico di queste superficie & un piano n-plo con (*#” di 
diramazione dotata di 24 (n — 2) cuspidi e 8(n—2)(n— 3) nodi. [Sono stati 
studiati in precedenza i casi n— 2,3, Enriques, Le superficie algebriche, Bo- 
logna 1949, pag. 311 (questo Zbl. 36, 371), du Val, J. London math. Soc. 8, 11—18 
(1933); questo Zbl. 6, 220]. — L’A. fa un tentativo per invertire il teorema prece- 
dente facendo vedere che il modello bieanonico di una superficie siffatta dev’essere 
una F*” tracciata sopra una V} il eui sistema canonico sia segato dai coni proiettanti 
le coniche di una Vi sezione. Tuttavia inverte il risultato nei casin — 4,5. 
Federico Gaeta. 

Galafassi, Vittorio Emanuele: Superficie algebriche reali dotate di falde pari 
di prima specie. Riv. Mat. Univ. Parma 2, 115—121 (1951). 

Soit ö le nombre des nappes analytiques paires de premiere espece (c'est-A-dire 
ayant des cireuits impairs) d’une surface algebrique reelle F etsoit ple genre de laseetion 
plane generique de F.. Comme une consequence immediate du theoreme d’Harnack, 
on demontre Tinegalite ö Sp +1. L’A. considere les cas on ö=p-+1 et il 
prouve que f doit alors &tre reglee. Il donne une construction simple de ces sur- 
faces au moyen de la quadrique de Klein reprösentative de l’espace regle. On peut 
arrıver ä obtenir des surfaces sans singularites reelles. — L’A. traite aussi le cas 
des surfaces d’ordre 2n sans singularites; on a alors, pour n >2,6 <(2n — 1) (n—1) 
et, pour n> 2, il est toujours possible de trouver surfaces de ce type avec 
s>z(n—1P? +1. German Ancochea. 

Petrovskij, I. 6. und 0. A. Olejnik: Über die Topologie der reellen algebraischen 
Flächen. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 208—209 (1951) [Russisch ]. 

Olejnik, 0. A.: Über algebraische Kurven auf einer algebraisehen Fläche. Us- 
pechi mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 209—210 (1951) [Russisch ]. 

Olejnik, 0. A.: Abschätzung der Bettischen Zahlen reeller algebraischer Hyper- 
flächen. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 635—640 (1951) [Russisch ]. 

Sei /' eine reelle algebraische Hyperfläche vom Grad n ohne (reelle) Singulari- 


täten im projektiven m-dimensionalen Raum P,,. Sei F(x,-...2,) = 0 ihre 
(inhomogene) Gleichung. Sei M die abgeschlossene Hülle (in P,,) der Menge der 
endlichen Punkte mit F(x,....,%,) 20. Unter Verwendung Morsescher Ideen 


und Resultaten aus einer früheren Arbeit von Petrovskij und Verf. (dies. Zbl. 
35. 102) beweist Verf. für M und J/' Abschätzungen für die Summe o aller Bettischen 
o 
Zahlen (mod 2) sowie für die Summe o, bzw. o, aller Bettischen Zahlen (mod 2) 
gerader bzw. ungerader Dimension. Die Abschätzungen hängen nur von m und n 
ab und sind verschieden für verschiedene Paritätsverhältnisse von m und n. z. B. 
gilt für /’ bei ungeradem m und ungeradem n 
ol) <(n—- 1" +m; o,(I)<(n — 1" —S(m,n+4(m +1) (=1,2), 
bei ungeradem m und geradem n 
[o) > 
oT) < [(n — Iyr+t — (n — 1))/(n—2) +4 m(m—1)+ 2m, 


o,(I)< (n- 1m = S(m,n) + [rn —- 1" —- (n-1)] 2? n—-—2)+m+4m(m—1]). 
m 


F —1 
Dabei bedeutet S (m, n) die Zahl der Glieder des Polynoms IM TE deren 


Grad ke "nicht übersteigt. Aus den angegebenen Abschätzungen folgt 


insbesondere für die Zahl pP der Komponenten einer reellen algebraischen Fläche 
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im dreidimensionalen Raum 


20% an Rz nn 2) 22 fr ungerades n, 


(n — 1)? n(n—1)(n—2) (n— I (rn —1) 
ge 


®< = een an 2 für gerades n. 


Ewald Burger. 


Vektor- und Tensorrechnung: 


e Rubinowiez, W.: Vektoren und Tensoren. — Handbuch für Studenten der 
Physik. Warszawa: Nakl. Pols. Tow. Matemat. 1951. 170 S. [Polnisch]. 

Truesdell, Clifford: Caracterisation des champs veetoriels qui s’annulent sur 
une frontiere ferm6e. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1277—1279 (1951). 

Es handelt sich um die Aufstellung einer notwendigen und hinreichenden Be- 


dingung für die Existenz eines Vektors ®, der auf der Berandung S eines räum- 


lichen Gebietes V verschwindet, derart, daß rot = w, dv? =% gilt, wenn ein 
Vektorfeld w und eine skalare Ortsfunktion 9 in V vorgegeben sind. V wird als 
endlich und einfach zusammenhängend vorausgesetzt, ferner als hinreichend regulär, 


so daß für eine gewisse Klasse 0’ von Vektorfeldern ? in V die Greensche Trans- 
formation gilt, das Dirichletsche Problem bei stetigen Randwerten lösbar ist und 
in jedem reduzierbaren Flächenstück auf S die Stokessche Transformation gilt. 


C', bedeute die Klasse der Vektoren € C’, die auf S verschwinden, und H sei die 
Klasse der h = grad®, VD = in V. Verf. beweist den folgenden Satz: Die ge- 
gebene Funktion ® genüge einer Hölderschen Bedingung in V, ferner sei ein Feld 
solenoidaler Vektoren w (divw = 0) gegeben, deren erste Ableitungen existieren- 
und einer Hölderschen Bedingung in V genügen. Für die Existenz eines Vektor- 
feldes vo € C, derart, daß div v=d, td = wgilt, ist notwendig und hinreichend, 
daß für jedes heH 

(\ke-rrslavr=0,w-0 

v 


gilt, wobei w, die Normalkomponente von @ auf S bezeichnet. Viktor Garten. 
Truesdell, Clifford: Analogue tri-dimensionnel au theoreme de M. Synge con- 
cernant les champs veetoriels plans qui s’annulent sur une frontiere ferm6e. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 232, 1396—1397 (1951). 
Als Ergänzung der vorsteh. referierten Arbeit teilt Verf. jetzt mit, daß sich 
die dort aufgefundenen zwei Bedingungen in eine einzige zusammenziehen lassen, 
analog einem Ergebnis von Synge bei zwei Dimensionen. Die notwendige und hin- 


reichende Bedingung lautet nunmehr [ws + fx o] dV = 0 für jeden Vektor 
v 


teF (F Klasse der Vektorfelder mit rot jr —= grad y). Viktor Garten. | 
Athen, H.: Vektoren auf der Kugelfläche. Z. angew. Math. Mech. 31, 186— 
188 (1951). 
Unter einem Kugelvektor a versteht Verf. einen gerichteten Großkreisbogen. 
Ist a dessen Länge, so setzt er a==aa® und nennt a® den „Richtungsfaktor“. 
Für «= 1 wird also a® der zu a gehörige Einheitsvektor. Die (nicht-kommutative) 
Addition wird in der üblichen Weise definiert als Summe a+b= c,so daß a, b 
und c ein sphärisches Dreieck bilden. — Zur Ableitung der Grundformeln der sphäri- 
schen Trigonometrie definiert Verf. sinus und cosinus eines Kugelvektors durch die 
Gleichungen sina = a’sina, cosa=cosa und verlangt — ohne auf eine Be- 
gründung einzugehen — daß die Additionstheoreme der elementaren Goniometrie 
auf Summen und Differenzen von Kugelvektoren anwendbar bleiben. Dies führt 
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zu Begriffen wie ‚„‚Richtungsmultiplikation‘‘ und ‚„Drehprodukten“, mit denen in 
unmotivierter Weise operiert wird, wobei Verbotsbestimmungen bei Multiplika- 
tionen zu beachten sind. Es fehlen klare Definitionen und von einer axiomatischen 
Begründung der Vektoralgebra für Kugelvektoren ist keine Rede. 

Roland W. Weitzenböck. 

Littlewood, D. E.: Differentiation in space-time. Proc. London math. Soc., 
Il. Ser. 53, 43—56 (1951). 

Es wird gezeigt, daß es in einem orthogonalen 3-dimensionalen Raum für Affinoren 
und Spinoren im allgemeinen drei verschiedene Differentialoperatoren erster Ord- 
nung gibt. Für 4-dimensionale Räume ist die Anzahl von Differentialoperatoren 
von dem zu differenzierenden Objekt abhängig. Die maximale Anzahl ist 5 oder 4, 
je nachdem die Gruppe die ganze Orthogonalgruppe oder die Rotationsgruppe ist. 
Auch die zweiten Ableitungen werden untersucht, und es wird angegeben, wie 
diese mit dem Operator V? zusammenhängen. Diese Resultate werden abgeleitet 
aus Berechnungen zwischen Charakteren der Transformationsgruppen. Vgl. die 
früheren Arbeiten des Verf. [Philos. Trans. roy. Soc. London, Ser. A 239, 305—365, 
387—417 (1944)]. Johannes Haantjes. 

“ Sehrödinger, Erwin: On the differential identities of an affinity. Proc. roy. 
Irish Acad., Sect. A 54, Nr. 5, 79—85 (1951). 

Ist eine Dichte & vom Gewicht + 1 Funktion der Bestimmungszahlen eines 
Affinors in X, und seiner Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung, so exi- 
stieren bekanntlich n invariante Gleichungen zwischen der Lagrangeschen Ablei- 
tung von 8, dem Affinor und deren Ableitungen bis zur ersten Ordnung (vgl. z. B. 
J. A.Schouten und D.J.Struik, Differentialgeometrie Bd. I (1935), S. 146 
(dies. Zbl. 11, 174) und J. A. Schouten, Tensor calculus for physicists, Clarendon 
Press 1951, S. 80). Nun ist für jede affine Übertragung Di; die Variation ein 
Affinor. Ist also & eine Funktion der 18 und ihrer Ableitungen bis zu irgend- 
einer Ordnung, so muß die Lagrangesche Ableitung &’, von & in bezug auf I 


ein Affinor sein, und man dürfte erwarten, daß es auch zwischen den ar en 
und deren ersten Ableitungen gerade n invariante Gleichungen gibt. Dieses nun be- 


weist Verf. Die Identitäten lauten (Princeton- are) 


pn = &r, TER Mm, zer gl U .n A 
und p,, ist eine Vektordichte vom Gewicht +1. Es gelingt, p,, in Form einer „Di- 
vergenz‘ Oıt'„ zu schreiben, wo t’,„ kein Affinor ist (nicht einmal ein Objekt). Der 
Fall, wo £ nur via A,, von den 2%, ‚abhängt, wird berücksichtigt. In diesem Falle ist 

er = AL, RL SF de a nn Be a re 
k 

Es gelingt, p,, auszudrücken als algebraische Komitante von &' „, der Krümmungs- 
oröße, der zweiten kovarianten Ableitung von &!, und Sea In der neuerdings 
bei den Physikern beliebt gewordenen Weise wird der Einfluß von Ss, zum Aus- 
druck gebracht, indem abnormale kovariante Ableitungen mit an einigen Stellen 
vertauschten TH und 17, eingeführt werden. In dem letzten Paragraphen werden 
praktische Anwendungsmöglichkeiten diskutiert. Jan Arnoldus Schouten. 

Woude, W. van der: The twofold signification of the point of Ball and the 
points of Burmester and some other points in the motion of the plane rigid system. 
Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 117—122, Indagationes math. 13, 117—122 
1951). 
RR die Ebenen z, und zz, gegeneinander bewegt, so ist der Ort der Punkte 
von 77,, deren Bahnen auf z, Wendepunkte haben, in jedem Augenblicke ein Kreis 
dureh das Momentanzentrum (,‚Wendekreis‘‘). In jedem Augenblicke gibt es dar- 
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über hinaus in x, einen ausgezeichneten Punkt, dessen Bahntangente auf m, sogar 
eine vierpunktige Berührung mit der Bahnkurve besitzt. Dies ist der sogenannte 
‚Ballsche Punkt [vgl. Ball, Proe. roy. Irish Acad., II. Ser. I, 273 (1871)]. Verf. 
zeigt, daß dieser Ballsche Punkt jener ist, in dem die Schar der Wendekreise ihre 
Einhüllende in x, berühren (und nicht in z,, wie man bisher manchmal gemeint hat, 
vgl. Eneykl. Math. Wiss. IV, 1, 212). — Eine ähnliche Bemerkung macht Verf. be- 
züglich der sogenannten Burmesterpunkte (vgl. L. Burmester, Lehrbuch der 
Kinematik, Bd. I, 3, S. 622). Der Ort der Punkte von 7,, deren Bahnen auf z, mit 
ihren Schmiegkreisen eine Berührung dritter Ordnung (vierpunktige Berührung) 
besitzen, ist in jedem Augenblick eine Fokalkurve dritter Ordnung (die auch den 
Ballschen Punkt enthält). Es gibt auf dieser Fokalkurve vier ausgezeichnete Punkte 
(Burmesterpunkte), deren Bahnen auf x, mit ihren Schmiegkreisen sogar eine 
Berührung vierter Ordnung (fünfpunktige Berührung) besitzen. Verf. zeigt, daß 
diese Burmesterpunkte jene sind, in denen die Schar der Fokalkurven ihre Ein- 
hüllende in x, (und nicht in m,, wie oft zu lesen) berühren. Karl Strubecker. 

Grüß, Gerhard: Zur Kinematik des Rollgleitens. Z. angew. Math. Mech. 31, 
97—103 (1951). 

Es handelt sich um Kinematik in einer Ebene. x(s), y(s) sei die Parameter- 
darstellung einer Kurve ( des festen Systems mit ihrer Bogenlänge s als Parameter, 
K.(s) sei ihre Krümmung. In der beweglichen Ebene sei eine Kurve € durch ihre 
Parameterdarstellung x($). v($) mit ihrer Bogenlänge 5 als Parameter gegeben, 
ferner sei (8) ihre Krümmung und r(0)=v(0) =v’(0)= 0, r(0)=1. Zur 
Zeit: b = mögen sich beide Kurven in den zu s=( und $S= (0 gehörigen 
Punkten berühren. 2, die „‚Rollgleitzahl‘‘, sei irgendeine von der Zeit unabhängige 
reelle Zahl. Eine Bewegung, bei der sich € und & ständig in Punkten berühren, 
für de $=}s ist, nennt Verf. Rollgleiten. Für 4 = 0 handelt es sich um reines 
Gleiten, für 1= 1 um reines Rollen. Mit der Abkürzung a = (1 —A)(K—A$) 
ergibt sich für die feste Polkurve die Darstellung x = x(s)—ay’(s), y = y(s)+ax'(s) 
und entsprechend für die bewegliche Polkurve r = r($) — ay’($), 9 = y($)+ ar'(8). 
Zum Schluß folgen einige Beispiele. Gustav Lochs. 

Henceky, Heinrieh: Affine oder projektive Kinematik, eine prinzipielle Unter- 
suchung zu den Grundlagen der Rheologie. Z. angew. Math. Mech. 31, 265 (1951). 

Beth, H. J. E.: Über Momente. Euclides, Groningen 26, 202—206 (1951) [Hol- 
ländisch ]. 

Myard, Franeis: Vis globique A surface pseudo-developpable et engrenement 
par roulement. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 207—209 (1951). 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Vivanti, G@.: Les eourbes planes ä normales doubles. Enseignement math. 
39, 46-49 (1951). 

Haben zwei ebene Kurven gemeinsame Normalen, so haben sie eine gemeinsame 
Evolute, zwei zugeordnete Punkte P, Q also konstante Entfernung. Der Mittel- 
punkt von PQ beschreibt eine Kurve mit denselben Normalen, und von ihm aus 
lassen sich umgekehrt P, Q wieder herstellen, indem man auf der Normalen der 
(beliebigen) Kurve O nach beiden Seiten die gleiche Strecke abträgt. Verf. gibt eine 
Parameterdarstellung solcher Kurven und diskutiert insbesondere, wann sich ein 
solches Paar zu einer Kurve zusammenschließt. Helmuth Gericke. 

Fenchel, Werner: On the differential geometry of elosed space eurves. Bull. 
Amer. math. Soc. 5%, 44—54 (1951). 

On expose des resultats connus et on pose des problömes, dans l’&tude des courbes fermees. 


Comme methode on utilise les indicatrices spheriques T, N, B, Coutestla tangente, n la normale, b 
la binormale ala courbe et c est l’axe de rotation instantande dans le mouvement du triedre t,n,b 


weenXn—kb+rt, = (k?-+7?)?, ol k est la courbure et 7 latorsion de la courbe, le mouve- 


1 RE | 0t 


ment s’obtenant en roulantlegrand cerele determine par 1, b sur la courbe ©. — Etant donne une 
courbe k fermee, k(s) et 7(s) sont des fonctions periodiques. Ensupposant qu’elles ont un nombre 
fini de zeros et qu’elles ne s’annullent pas en m&me temps, done & + 0, le probleme de savoir 
‚ dans quelles conditions elles definissent par les formules de Frenet, une courbe fermee k, n’est 
pas encore resolu. — L’A. montre, en posant k=w cos®, T=wsin ®, que le systeme de Frenet 
devient dt/do = n cos®, db/de =—nsin®, dn/do = —tcos Ö+b sin® oü o est l’arc de la 
courbe N, ce qui nous montre que les indicatrices sont donndes, des que la fonction ®— ®(o) 


[02 
est donnee. De m&me comme nous avons ®(o) — B(0) + H Yy do ou y„ est la courbure geo- 
Ö 


desique de N, le probleme revient & voir ä quelles conditions doit satisfaire la fonction periodique 

Yx(0), pour definir une courbe fermee k. — En ce qui concerne les resultats connus, ils sont 

relatifs aux conditions necessaires pour qu’une des courbes T, N, B, C soit la courbe corres- 

pondante d’une courbe fermee k. Ainsi une condition necessaire pour T est qu’elle intersecte 

au moins deux fois chaque grand cerele, done la longueur de 7 est plus grande que 2, ce qui 
1 


nous conduit & la formule de l’A. [ |k|ds>2rx. — Si la courbe k a un noeud dans le second 
) 


membre de cette formule on peut poser 4r (Borsuk, Fary). Quant ä B est & la propriete que 
les grands cercles tangeants couvrent toute la sphere. — En ce qui concerne les courbes N 
In 
et C,nous avons D(e)— D(0)—=2r7v— [ yydo oü v est un entier et 1, est la longueur de N. 
# 0 


La premiere de ces conditions exprime le fait que le grand cercle (t, b) roule un certain nombre 
de fois sur (', tandisque la seconde nous dit qu’un vecteur tangeant & la sphöre en un point de N, 
transporte par parallelisme, revient a sa position initiale apres que le point ait parcouru k. 
(Levi-Civitä, Scherer). G. Vranceanu. 

Tortoriei, Maria: Sulle trasformazioni asintotiche delle eurve. Boll. Un. mat. 
Ital., III. Ser. 6, 22—27 (1951). 

Making use of an adequate form for the equations of the asymytotie transfor- 
mations of curves, some results of Bianchi and Picone are deduced in a simple 
way. German Ancochea. 

Beckert, H.: Bemerkungen über die Verbiegung hyperboliseh gekrümmter 
Flächenstücke. Ber. Verh. Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, math.-naturw. Kl. 98, 3—15 
(1951). 

Gibt man die Fundamentalgrößen erster Ordnung einer Fläche vor, so kann 
man zur Bestimmung der Fundamentalgrößen zweiter Ordnung die Gaußsche 

tleichung (für das Krümmungsmaß) und die beiden Codazzischen Gleichungen 
benutzen. Verf. eliminiert aus diesen 3 Gl. eine der 3 Fundamentalgrößen zweiter 
Ordnung und gewinnt 2 quasilineare partielle Diffgl. erster Ordnung für die rest- 
lichen zwei Fundamentalgrößen zweiter Ordnung, deren Charakteristiken die 
Asymptotenlinien der Fläche sind. Im Falle negativen Krümmungsmaßes ist das 
System hyperbolisch und die Ergebnisse über solche Systeme hinsichtlich Ein- 
eutigkeit und Abhängigkeitsgebiet sowie Existenz der Lösung von Anfangswert- 
problemen können herangezogen werden (s. z. B. Verf., dies. Zbl. 36, 340) und werden 
eingehend diskutiert. Karl Stellmacher. 

Beckert, Herbert: Über die Verbiegung von Flächenstücken positiver Krümmung 
und einige Bemerkungen zum Verhalten der Lösungen partieller Differentialglei- 
chungen im Übergangsgebiet. Math. Nachr. 5, 123—128 (1951). 

It is known that if the study of the so-called ‚‚infinitesimal deformation‘“ of 
a surface leads to linear partial differential equations, the general case of the same 
problem makes it necesssary to study non linear systems. — In a previous paper 
(see the pree. review) the author has studied the case of surfaces of negative 
curvature. The results contained in another previous paper (this Zbl. 42. 333) 
are now applied by him to the case of surfaces of positive curvature. "The 
coefficients D, D’ and D’ of the second fundamental quadratic form may be 
taken as the unknown functions, D’ being a function of D and D'. The 
author considers a surface defined by functions z(u,v), y(u,v); 2z(u,v) ‘of 
parameters varying in a circle #. The system of partial differential equations 
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satisfied by D and D' in E is the same system as was studied in the previous 
paper, just mentioned. The author considers a solution Dy, D, of this system satis- 
fying the boundary condition &,(8) Dyu(s) + Po (8) Dy(S) =Y,(s) om the boundary 
S of E. He shows that his method of successive approximations yields, in general, 
a solution D, D’ satisfying a boundary condition of the form: «(s) D(s) + 
B(s) D’(s) = y(s). — In the second part of his paper, the author points out a 
more diffieult but much more important field of applications of his method. Let 
again D,, Dy be a solution of the same system as above, with the same boundary 
condition. Let y(s,e) be a function analytic in e and such that Y(s,0) = yo (s). 
The author shows that the question of deeiding whether a given portion of a surface 
is deformable or not may be answered by studying the solution of the same system 
as above satisfying the boundary condition x,(s) D(s) + Py(s) D’(s) = Y (8; &)- — 
The surface is not deformable if whatever the choice of the function y(s,e) the 


boundary value problem has no real solution. — The last two paragraphs of the 
daper contain valuable suggestions concerning Research work in the same field. 


O©. Racine. 
Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Fabrieius-Bjerre, Fr.: The oseulating conies of Steiner’s hypoeyeloid. Elemente 
Math. 6, 29—30 (1951). 

Die Affinnormale n in einem Punkt P der Steinerschen Hypozykloide 4 geht 
durch die Mitte des Rollkreises. Die Affinevolute (Hüllkurve der Affinnormalen) 
ist eine Hypozykloide mit sechs Spitzen auf dem Umkreis von 4. Der Hüllpunkt 
von rn ist die Mitte des Schmiegkegelschnitts s von H in P. s ist immer eine Ellipse. 
Der durch P gehende Durchmesser von s ist halb so groß wie der zu ihm konjugierte 
Durchmesser. Fritz Hohenberg. 

Wunderlich, Walter: Beispiele für das Auftreten projektiver Böschungslinien 
auf Quadriken. Mat. Tidsskr. B 1951, 9—26 (1951). 

F. Fabrieius-Bjerre a defini comme courbes & pente projective constante 
(projektive Böschungslinien) celles dont les tangentes rencontrent une conique 
fixe c (voir ce Zbl. 35, 223). Dans le present travail, l’A. constate que certaines 
courbes bien connues sont des exemples de courbes & pente projeetive constante. 
Telles sont: 1. les tractrices circulaires sur une sphere, la conique c &tant un cercle; 
2. les geodesiques ombilicales (geodesiques qui passent par certains ombilies) des 
quadriques, la conique c coincide alors avec l’une des coniques focales de la quadrique 
en question; 3. les &volutoides d’un cercle, ce sont des geodesiques ombilicales du 
hyperboloide de rotation homofocal du cerele; et 4. les courbes D (de Darboux) 
d’une quadrique, la conique c Etant alors une quelconque de celles du faisceau plan 
de eoniques determine par la conique & l’infini de la quadrique et le cercle absolu 
. de l’espace. Dans tous les cas I’A. donne une representation graphique, tres soignee, 
pour les courbes en question. rerman Ancochen. 

Vaona, Guido: Aneora sul caso cremoniano delle trasformazioni puntuali. 
Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 6, 14—17 (1951). 

L’A. considere une transformation ponctuelle 7 entre deux espaces & r dimensions 
dans le voisinage de deux points homologues O0, 0’. Il suppose qu’au point O, la 
Jacobienne de la transformation soit nulle de caracteristique k. La condition neces- 
saire et suffisante pour qu’il existe une transformation cremonienne osculatrice & 
T dans le voisinage deO,0’ est qu’aux hyperplans passant par’ correspondent des 
hypersurfaces ayant en commun une calotte de dimensions r —k et d’ordre 2, 
de centre O.— Si k=r—1, la condition devient que la droite stationnaire doit 
ötre tangente A la jacobienne en O.— Ces rösultats generalisent ceux qui ont 6t& 
obtenus par M. Villaet G. Vaona pour r = 2,3 (ce Zbl. 38, 340) 


Lucien Godeaux. 
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Backes, Fernand: Sur un nouveau couple de surfaces projectivement appli- 
eables. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 33—34 (1951). 
Als Ergänzung einer früheren Note (dies. Zbl. 33, 395) teilt Verf. weitere Sätze 
ähnlicher Natur über projektiv aufeinander abwickelbare Flächenpaare und die 
damit verbundenen Strahlsysteme mit. Hans R. Müller. 


Müller, Hans Robert: Die Bewegungsgeometrie auf der Kugel. Mh. Math. 55, 
28—42 (1951). 

Es werden unter Verwendung von Quaternionen die Gruppe der Drehungen um 
einen Punkt auf die Punkte des elliptischen Raumes abgebildet und ein- und zwei- 
gliedrige Bewegungsvorgänge zusammen mit ihren Bildern vom Standpunkt der 
Differentialgeometrie untersucht. Dabei werden einige Sonderfälle behandelt. 

Wilhelm Blaschke. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Brauner, Heinrich: Orthogonalsysteme von Riemannschen Hyperflächen der 
Klasse 1. Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., Anz. 1951 (88), 29—36 (1951). 
„ Es ist bekannt, daß sich die Krümmungsgröße K,„., einer V, der Klasse 1 
in der Form — 2 hyra hurzı schreiben läßt. Es wird bewiesen, daß die V,„ dann und 
nur dann V,, eines (n + 1)-fachen Orthogonalsystems in R,,; sein kann, wenn die 
Hauptrichtungen des Tensors h,, in V, (die auch die Hauptrichtungen des Ricei- 
Tensors sind) V,„_}-normal sind. Verf. nennt die V, dann ‚normal‘. Jede S, (V, 
konstanter Krümmung) ist offenbar normal. Außer den S, gibt es keine Einstein- 
schen Räume (R,,= A g;.), die normal sind. Eine V,, ist dann und nur dann eine 
S,, wenn sie normal und konformeuklidisch oder auch wenn sie normal und regulär 
(im Riceischen Sinne) ist. Jan Arnoldus Schouten. 


Adati, Tyuzi: On riemannian spaces admitting a family of totally umbilieal 
hypersurfaces. I. IH. Proc. Japan Acad. 27, 1—6, 49—54 (1951). 

I. V„ is a Riemannian space with fundamental tensor 9, , (Ar selon) rs 
assumed that a family (*) o(x*) = const. of totally umbilical hypersurfaces exist in V„, whose 
parametric representation is expressed by = x” (a) (,5...=1...,n2—1). His the mean 
curvature. The unit normal is denoted by B’. We write 0,= öo/axc, B\* — ox’/ox, Br — 
(0a Jö«‘). j. Ihe condition that the surfaces (*) be totally umbilical takes the form o,,, = 
—Ho,B Gau traut 90 where v, is a certain vector with the property that =v Br 
isagradient vector. Put 4 Rg, In — 1) (nr — 2) — R, /n— 2) = I, In order that this tensor 
in a space admitting thefamily (*) can be written in the form (**) I, ,=UuNnut &, en Sn 9, 
where u=u(#’) is a scalar function and &, a certain vector, it is necessary and sufficient 
that the Ricei tensors of the hypersurfaces (*) satisfy the relation (***) R,, = y9,, +9,90, — Y.% 
where again y = y(x”) is a scalar function depending on u and (*). It follows that in an Einstein 
space admitting the family (*) equation (***) is satisfied [ef. Y.C. Wong, Ann. of Math., 


'1I. Ser. 44, 271—297 (1943)]. Under the assumption that (**) holds, the scalar curvature R 


of (*) is evaluated, and it is shown that in an Einstein space admitting the family (*) 7 and R 


* are constant over each hypersurface of (*) (cf. Wong, loc. eit.). If (**) holds and if the hyper- 


surfaces (*) themselves are Einstein spaces, we have relations of the form Yard 


i.e. the hypersurfaces admit a concireular transformation [K. Yano, Proc. Japan Acad. 16, 
195—200 (1940); this Zbl. 24, 81]. The case when the hypersurfaces (*) are conformally flat 
(Schouten and Struik, Einführung in die neueren Methoden der Differentialgeometrie, Bd. 2, 
2nd ed., p. 200, Groningen 1938; this Zbl. 19, 183) is considered. If V,„ admits a conformally 
flat family (*) and if (**) is satisfied these hypersurfaces are subprojective in the sense of Kagan 
(Schouten and Struik, loc. cit., p. 216). 

II. The author asserts that if the orthogonal trajectories of (*) are geodesics the necessary 
and sufficient condition that (*) be Einstein spaces is that equation (**) be satisfied. If V,, 
is conformally flat and if the orthogonal trajectories of (*) are geodesics, the hypersurfaces (*) 
must also be conformally flat and it is shown that (**) is satisfied. Thus (*) are Einstein spaces 
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with constant Riemannian curvature (n > 3). A special form of the line-element is introduced 
[Yano, Proc. Imp. Acad. Tokyo 20, 340—345 (1944)] with respect to which the curvature 
tensors and the //,, are evaluated. It is shown that in order that a V„ (n > 3) admitting the 
hypersurfaces (*) whose orthogonal trajectories are geodesios be conformally flat it is nessecary 
and sufficient that the (*) have constant Riemannian curvature. Similarly, if in such a space 
the (*) are Einstein spaces, we have IT, ,.„— II;,.. = 0. Finally the case n = 3 is specially 
discussed. Hanno Rund. 

Patterson, E. M.: An existence theorem on simply harmonie spaces. J. London 
math. Soc. 26, 238—240 (1951). 

LetQ@ be a fixed point of a Riemannian space R”, s the geodesie distance between 
Q and a variable point P of R". R” is said to be simply harmonie if, for all @, 1/5”? 
(n>2) or logs (n—=2) satisfies the equation Yo Ve) —=02 
Amongst non-flat spaces those which are Cartan-symmetrie (e. Ryijr;» = 0) and 
those which are of recurrent curvature in the sense of Ruse [i.e. Ry;jr:» = %p Rnijk 
for some vector field x, #0, Ruse, J. London math. Soc. 21, 243—247 (1946)] 
are the only hitherto known simply harmonic spaces. However, according to 
Theorem I a Riemannian space R?2? admitting a null stricetly parallel p-plane (i. e. 
» independent mutually orthogonal null parallel vector fields) is simply harmonie, 
and it is shown (Theorem II) that for every p >2 there exists a simply harmonie 
space R2? which is neither symmetrie nor of recurrent curvature. An example of 
such an R2? is constructed. Thus the author has demonstrated that simply harmonic 
spaces exist which are neither symmetrie nor of recurrent curvature. Hanno Rund. 

Abramov, A. A.: Über einige topologische Invarianten von Riemannschen 
Räumen und Räumen mit affinem Zusammenhang. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 4 
(44), 206—207 (1951) [Russisch]. 

Rund, Hanno: Über die Parallelverschiebung in Finslerschen Räumen. Math. 
Z. 54, 115—128 (1951). 

On donne une methode nouvelle pour &tudier les espaces de Finsler, oü l’arc 


[A i 
s d’une courbe x’ = fi(t) est defini par la formule s = F Dia 2) & -5) 
{ 


oü F est positive et homogene du premier ordre dans les a’. Cette methode semble 
plus naturelle que celles de Cartan, Berwald, etc. et consiste A utiliser syst6ma- 
tiquement la metrique 29%, X) = 9, K)XiX, 9; (0, x) = AF?lOx" 8x 
qui donne la longueur d’un vecteur X dans le point P (x) de l’espace. A l’aide de 
cette metrique on peut attacher & chaque vecteur contrevariant x” de l’espace 
tangeant en un point P, un vecteur covariant y, par les formules y, = g,,(&, ') x’, 
ag lr, y)Yy g’lR Y) gr (8%) = 6, — La variation de la metrique p en 
passant d’un point x & un point voisin x + dx‘, le vecteur Xi restant fixe, 
s’obtient comme dans les espaces de Riemann & l’aide des symboles de Christoffel 
caleules de g,, comme si X serait des constantes, ce qui nous conduit aux &quations 
des lignes geodesiques (1) dx"/ds + Inklka,ar) &% x% = 0. — Par des considera- 
tions invariantives on definit comme differentielle invariante d’un vecteur Xi (x) 


ee EN 
DXE=AXi+ „Oder + gt (a, Ye Xh dal. — En tenant compte 


des equations (1) on obtient les formules DXi = dX' + Pi, (x, x’) Kr dxk ou Pi, 
sont des symboles de Christoffel gön6ralis6s, qui ne sont plus en general sym6triques. 
Quant au transport paralllle DX’ = 0, il satisfait aux identites de Ricei DI. 20. 
et ses courbes autoparalleles sont les courbes (1). G. Vranceamu. 
Winogradzki, Judith: Sur la eonnexion des espaces affines. C. r. Acad. Sci. 
Paris 232, 936-938 (1951). | 
Die Autorin gibt eine Darstellung der bekannten Ableitung einer linearen 
Übertragung auf Grund axiomatischer Voraussetzungen. Etwas Neues scheint die 
Arbeit nicht zu enthalten. Jan Arnoldus Schouten. 
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Pinl, M. J.: Geodesie eoordinates and rest systems for general linear eonnee- 
tions. Duke math. J. 18, 557—562 (1951). | 

In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ZL, mit den Zusammenhangs- 
komponenten /J" S lassen sich bekanntlich dann und nur dann geodätische Koordi- 


naten x” einführen, wenn der Torsionstensor Sh= re D verschwindet. 
Die geodätischen Linien auf einer L, sind vom Torsionstensor unabhängig und 
werden bestimmt durch die Differentialgleichungen (x) + P&s) (2*)’ (zP)’ = 0 
mit S&s = 4 (Ds + I); sie gehen also für geodätische Koordinaten in (a%)’’ — 0 
über. Verf. spricht dann von einem „Ruh-System“ und untersucht die Frage, 
auf welche Weise solche Ruhsysteme möglich sind, wenn eine allgemeine Parallel- 
verschiebung eines Vektors £* längs einer willkürlichen Kurve x = xi(s) als ge- 
. geben vorliegt. Roland W. Weitzenböck. 


Knebelman, M. S.: Spaces of relative parallelism. Ann. of Math., IT. Ser. 
53, 387—399 (1951). 

Parallelism in an n-dimensional space X, is defined in terms of a matrix func- 
tion M called the affine structure matrix. M is a non-singular n by n matrix whose 
elements are continuous functionals from the space of arcs C of X, to the space 
of real numbers. M is supposed to be Frechet differentiable and to satisfy some 
other conditions, from which it follows that the matrices M are a representation 
of the groupoid formed by the arcs of the space. Let C,, be an arc joining x, and x 
and £ (x,) a contravariant vector at x,. Then the vector at x whose components 
are given by the matrix product £(07,) = M (0%): (%,) is said to be obtained 
by parallel displacement of & (x,) along C%,- By a limiting process an affine connec- 
tion matrix L is obtained depending on the local properties of a curve. de = L-& 
are the differential equations of parallel displacement. Expressions for the covariant 
derivative and for the curvature tensor are given especially in the case that / is 
of order 1 (depends only on x and dx). From M a projective structure matrix and 
from this a projecetive connection is obtained. Johannes Haantjes. 


Eekmann, Beno et Aifred Frölicher: Sur Vintegrabilite des struetures presque 
complexes. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 2284—2286 (1951). 

Ein Feld von Tensoren aj, mit ai, a® = — öj in einer offenen Menge U des E,,, (Koordi- 
naten &',..., 2°”), das in bezug auf die x* von der Klasse 0” ist, definiert in U eine fast-kom- 
plexe Struktur der Klasse 0”. — Ein System (z") von komplexwertigen Funktionen 2*(x',..., x”) 
(u=1,..., m), die in bezug auf die x" von der Klasse C**' sind und für die die Funktionaldeter- 


minante des Systems von 2m Funktionen (2, 2") in U stets verschieden von Ö ist, definiert in 


U ein System von komplexen Koordinaten der Klasse C"*'. Zwei Systeme von komplexen Ko- 
ordinaten gehören zur selben komplexen Struktur, wenn sie durch eine komplex-analytische 
Koordinatentransformation auseinander hervorgehen. — Eine komplexe Struktur der: Klasse 


0"! bestimmt in eindeutiger Weise eine fast-komplexe Struktur der Klasse ©” (unabhängig 
von der Auswahl des speziellen zulässigen Koordinatensystems der komplexen Struktur). 
(*) Umgekehrt: bestimmen zwei komplexe Koordinatensysteme dieselbe fast-komplexe Struktur, 
dann gehören sie zur selben komplexen Struktur. — Eine fast-komplexe Struktur heißt inte- 
grierbar, wenn sie aus eıner komplexen Struktur, die dann wegen (*) eindeutig bestimmt ist, 
erzeugt werden kann. — Aus dem Tensorfeld a’, gewinnt man ein Tensorfeld t,, = a), , a? — a}, aR, 
wo al, = dal,J0x' — Oaj/öx*. Satz 1: Wenn eine fast-komplexe Struktur (der Klasse 01) inte- 
grierbar ist, dann ist f/, — 0. — Anwendung: die fast-komplexe Struktur auf der Sphäre $,, 
die in bekannter Weise (Kirchhoff, dies. Zbl. 30, 273) mit Hilfe der Cayleyschen Zahlen defi- 
niert wird, ist nicht integrierbar. Dieses Resultat wurde auch von Ü. Ehresmann und P. Liber- 
mann (dies. Zbl. 42, 159) erhalten. — Satz 2: (Satz im „kleinen‘) Eine fast-komplexe Struktur 
der Klasse 0» (d.h. die a/, sind reell-analytische Funktionen der »*) mit tj, —0 ist integrierbar. 
Beweis: ti, — 0 ist die (notwendige und hinreichende) Bedingung für vollständige Integrabilität 
des Pfaffschen Systems (**) (a, + i ö}) da*—0. Satz 3: (Satz im „großen‘‘) V,,, sei eine reell- 
analytische Mannigfaltigkeit. Eine fast-komplexe Struktur der Klasse 0® von V,„ mit % ,—= 0 
kann aus einer komplexen Struktur von V,,„ gewonnen werden. Beweis mit Hilfe von (*). — 
Zusammenhang mit der Note von €. Ehresmann und P. Libermann (loc. eit.): die fast-kom- 
plexe Struktur ai, sei gegeben durch komplex-wertige Pfaffsche Formen ©, .. ., On Das Pfaff- 
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sche System ©; =, ...,@„ = 0 ist äquivalent mit dem System (**). Die Integrabilitäts- 

bedingung für das System &, =(),...,@07, —=0 ist das Verschwinden der zweiten Torsion. 
Friedrich Hirzebruch. 


Libermann, Paulette: Sur la eourbure et la torsion des varietes presque her- 


“ mitiennes. ©. r. Acad. Sci., Paris 233, 17—19 (1951). 

Diese Not setzt die Note von Ch. Ehresmann und P. Libermann (dies. Zbl. 42, 159; 
im folgenden mit (I) zitiert] fort. Wie in (I) wird eine fast-hermitesche Struktur in der differen- 
zierbaren Mannigfaltigkeit V,, lokal gegeben durch Pfaffsche Formen @,,...,@,. Die Her- 
mitesche Form ist ds? = X w, ®,, die zugehörige äußere Differentialform Q=i2w,A ©, In 
(I) wurde die folgende (eindeutig bestimmte) Darstellung für do, angegeben: do, = 20; N 05; 
+ FA: 9; Am +2 Bu; AH (ti Aut Asu=09 But Bit). 
2; = 2 4,:®; N @;, ist die erste, I,—=& B,,,@,; X ®, die zweite Torsion der fast-hermite- 
schen Struktur. Die Krümmung 2,, ist definiert durch 2,,= do,;— 20, A @;. Es ist 
Q,;+ 9, = 0. Verf. definiert die konforme Krümmung I/;, durch II;, = 2, — 65,2. Q,1[n 
und für n > 2 die konforme 1. Torsion IT, durch IT; = Q,— 9 X w;/(n—1) (@ ist eine Pfaffsche 
Form; =W | 2,1 ö, wo W der duale Bivektor von 2 ist). Verf. definiert die konforme 
2. Torsion als identisch mit der 2. Torsion. Multiplikation der Hermiteschen Form mit einer 
skalaren Funktion og > 0 führt zu einer neuen fast-hermiteschen Struktur, die durch Formen 
&; = Aw,(A2 = 0) gegeben werden kann. Die konforme Krümmung bleibt beim Übergang von 
©, zu @, invariant, die konformen Torsionen multiplizieren sich mit }. Für eine hermitesche 
Struktur gilt 7;,= 0. Falls n> 2 sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent: (1) Es lassen 
sich lokale koınplexe Koordinaten (2,,.. . .,2,) so einführen, daß ds.— 0(2,, . - .,2,) ld, da), + 
+ dz, dz,], (2) konforme 1. Torsion und konforme Krümmung sind 0. Wenn eine Struktur 
ds? = (21 - - 2%) [da de, + + de„dz„] (n> 2) kählersch ist (d.h. dQ—=0 oder gleich- 
wertig 2, — 0), dann ist sie lokal äquivalent mit der Struktur des linearen Raumes (Bochner, 
dies. Zbl. 38, 44). — Für ein 2-dimensionales Ebenenelement ist eine skalare Krümmung defi- 
niert. Wenn in einem Punkte x € V,, die skalare Krümmung für alle Ebenenelemente denselben 
Wert hat, dann ist dieser Wert gleich 0. Verf. zeigt: Eine fast-kählersche Struktur (,fast- 
kählersch‘“‘ bedeutet: d@ = 0) mit skalarer Krümmung (0 in allen Punkten z€ V,, (für alle 
Ebenenelemente durch x) ist lokal äquivalent mit der Struktur des linearen Raumes. — Durch 
eine fast-hermitesche Struktur werden unter den 2-dim. Ebenenelementen die ‚komplexen‘ 
Ebenenelemente ausgezeichnet. Für diese definiert Verf. eine skalare Torsion und gibt folgenden 
Satz an: Voraussetzung: n > 2, gegeben fast-hermitesche Struktur; eine der Torsionen 
2,1; ist identisch 0. Die skalare Krümmung ist 0 für alle Ebenenelemente von V,,. Die skalare 
Torsion hat für jedes komplexe Ebenenelement von V,, denselben Wert. Behauptung: Die 
gegebene fast-hermitesche Struktur ist lokal äquivalent mit der Struktur des linearen Raumes 
oder lokal äquivalent mit einer hermiteschen Struktur auf der Gruppe der komplexen Rotationen 
mit 3 komplexen Parametern (komplexe Form der orthogonalen Gruppe im reellen R3). Diese 
Struktur kann gegeben werden durch: dw, = To, \ @,, do; = To, X ®, do, = T’w, A @g 
(T reelle Konstante). Friedrich Hirzebruch. 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Bouligand, Georges: Sur les transformations de eontaet. C. r. Acad. Sei., 
Paris 232, 1791—1792 (1951). 


Theor&me: Une transformation 7 d’&l&ment plan de contact en point, de- 


ni 


finie pr X = f(w, 9, y'), Y=9g(%, 9, y'), oü fet g ont des derivees premieres, 


fonctions continues de l’el&ment (x, y, y') fait correspondre & un are A doue d’une 
tangente variant continuement un continu J’' sans point interieur. Idee de la 
demonstration: J' est envisagee comme une union finie d’images d’ares 
Ds p(x),oU y=Y(x) represente un sous-arce de A, par une transformation ä 
derivees continues par rapport & x et p. Pour appliquer la m&me idee au cas de 
l’espace E,, il faudrait montrer que pour une surface 2=o(x,y) & plan tangent 
continu, l’associee p= pP (x, y), g=q(x, y) dans E, est de mesure tri-dimension- 
nelle nulle au sens de Caratheodory. L’A. ne resout pas la question soulevee, mais 
suggere, en cas de r&ponse nögative, d’&tendre & E, le Theor&me en demandant que 
T soit une transformation de contact. Christian Pauc. 
Haantjes, J.: A charaeteristic local property of. geodesies in certain metrie 


spaces. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 66—73; Indagationes math. 13 
66—73 (1951). z 
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_M designe un espace distanci6, S un arc rectifiable dans M. A tout couple 


q,r de points de $ sont attaches deux nombres, la distance d=gr et la longueur 


! de l’are gr. La courbure x(p) de S en un point p est döfinie comme la limite, quand 
elle existe, de (24 (l— d)/l?)*, les points q et r convergeant librement vers p en 
restant distinets. Un exemple de Menger [Math. Ann. 103, 483-485 (1930)] 
montre que S peut avoir une courbure x(p) = 0 sans &tre partout localement con- 
gruent & un segment de droite. L’A. etablit que ce phenomene ne se produit pas 
si M est un espace euclidien, hyperbolique ou elliptique S7(n : dimension, «: courbure), 
plus generalement s’il existe une constante (finie) K telle que, dans un voisinage 
convenable de tout point p de S, les quadruplets de M puissent &tre plonges iso- 
metriquement dans un S, avec |u|<K. Idee de la d&monstration: L’are 
S de S, de courbure x(p) =0 est subdivise par les points 24 P1 - --; ?„, en ares 
de longueur / tels que pour chacun (A—d)/A? <e positif fix6 arbitrairement. 
Afin d’etablir que = k-A— MP, =0 pour k=1,...,m, lYinegalit& de Ptole- 
mee est appliquee aux quadruplets 9% Px_ı Pr. Pı;ı fournissant une inegalit& entre 
G,;7— 4, et q,—a, , qui est ensuite sommee. [Rem. du Ref.: (R1) L’exemple 
de ‚Menger mentionne est utilise par celui-ei pour montrer que S peut avoir une 
courbure =0 sans ötre globalement congruent & un segment; pour une telle affir- 
mation l’exemple du cercle suffit. (R2) La consideration de l’espace ambiant M 
est superflue. Seules interviennent les distances mutuelles des points de $S. (R3) Dans 
le theoreme general n peut &tre pris = 2, l’hypothese concernant seulement les 
quadruplets de points de S, plus pr&cis&ment leurs courbures de Wald.) 
Christian Pauc. 


Klee jr., V.L.: On certain interseetion properties of eonvex sets. Canadian 
J. Math. 3, 272—275 (1951). 
L’A. demontre les deux th6oremes suivants: I. Si 0,0, .:-.,C, sont des 


parties convexes d’un espace euclidien E, telles que N & +6 pour tout j, 
i#j 
i=n 
0 <js<n et n (,=6, il existe une variete V de codimension (deficieney) n 
i=0 
telle que a) /N £ —-9, 0 <siı<n b) Si V’ est une variete de codimension 
n — 1 qui contient V, et H est un des deux sous-espaces en lesquels V divise V’, 
alors H coupe un des (',. — II. Si /'est un ensemble de parties convexes compactes 
de E, les affirmations suivantes sont &quivalentes: (1) l’intersection de n el&ments 
queleonques de /’n’est jamais vide. (2) Toute variete de codimension n en E est 
contenue dans une variete de codimension n — 1 qui coupe chaque &l&ment de [". 
(3) Toute variete de codimension n — 1 a une „translatee‘‘ qui coupe chaque el&ment 
de I. — (A signaler une erreur typographique: page 273, ligne 5, lire (x & - » - %,) 
ER Bud E70 Andre Revuz. 


Vineensini, Paul: Sur les ensembles eonvexes et les involutions algebriques 
de direetions du plan. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 2075—2076 (1951). 

Nach Verf. gibt es zu jedem System von konvexen Mengen von Richtungen 
in der Ebene mit der Eigenschaft, daß je drei Mengen eine Richtung gemein haben, 
eine (eventuell ausgeartete) Strahlinvolution, so daß von je zwei entsprechenden 
Strahlen wenigstens eine ihrer Richtungen in jeder Systemmenge enthalten ist. 
Weiter wird in Verbesserung eines früheren Ergebnisses der Satz ausgesprochen, 
daß in einem System von konvexen Körpern in der Ebene bereits dann eine allen 
Körpern gemeinsame Sekante existiert, wenn je vier Körper des Systems eine ge- 
meinsame Sekante haben. Georg Aumann. 


Stamm, Otto: Umkehrung eines Satzes von Archimedes über die Kugel. Abh. 
math. Sem. Univ. Hamburg 17, 112—132 (1951). 
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Let K be a convex body in E, and F be the area of the zone determined on the 
surface of K by two parallel planes normal to the direction & and at distance h 
‚ftom each other. Author proves that the only convex bodies such that F = (© (@) h 
‚(© = function of & only) are the spheres. Two different proofs are given. The first 
assumes certain conditions of regularity for the boundary of K (continuity of the 
curvature of Gauss and analytieity in the neighborhood of the points of minimal 
eurvature of Gauss). The second proof holds for any convex body. 

a Luis A. Santalo. 

Macbeath, A. M.: An extremal property of the hypersphere. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 47, 245—247 (1951). 

Let us denote by V (X) the measure of X in the n-space R,, and by ®,, the family 
of convex polytopes (in R,) having at most m vertices. Put ®,,(K) = sup V(P)/V (X), 
PeW„ PCK, for aconvex body X. The author shows that D,, (X) decreases 
by Steiner symmetrization and thus proves the following theorem: If X is a convex 
body in R,, then ®,,(K) > ®,,(S) where S denotes the sphere. (L. Fejes Töth 
has observed (this Zbl. 40, 252), that Steiner’s symmetrization, used by Blaschke 
[Vorlesungen über Differentialgeometrie (Berlin, 1923), $22 and $ 72] in this con- 
nection, gives the above result for the 3-space. See also E. Sas [Compositio Math. 
6, 468—470 (1939); this Zbl. 20, 402].) I. Fary. 

Kneser, Martin: Über den Rand von Parallelkörpern. Math. Nachr. 5, 241— 251 

1951). 

v5 K be a closed set of points in a Riemannian space R, of n dimensions. Let 
K, be the parallel body to K at distance Ah, i.e. the set of all points x such that 
distance (x,K) <h. Author proves that if the boundary of K, is compact then it 
has a finite area x(h). If k(h,h + Ah) denotes the measure (in the sense of Kol- 
mogoroff) of the set of points K,ı41n— Kr the area x(h) is understood in the sense 


of Minkowski, that is, x(h) = lim [k(h,h + Ah)/Ahl. If K is contained in a 
Ah—0 


compact set M then there exist two constants c, Ü such that for O<h<c the 
inequality x(h) <C/h holds. If R, is complete in the sense of Hopf and Rinow 


and K is a bounded set then x(h) is finite for any h and lim A x(h) is finite. If 
h>0 
R,is the euclidean n-space, then for any h the more preeise inequality x(h) <nk(0,h)/h 


holds. Luis A. Santalo. 


Angewandte Geometrie: 


Lietzmann, W.: Möglichkeiten und Grenzen einer Veransehaulichung mehr- 
dimensionaler &eometrie. Math.-phys. Semesterber. 2, 117—125 (1951). 

I. Verf. stellt zunächst an Hand räumlicher Darstellungen in der Ebene eine Anzahl von 
Möglichkeiten zusammen, vierdimensionale Gebiete im Dreidimensionalen — und wo möglich 
in der Zeichenebene — abzubilden. a) In Analogie zur Grundriß-Aufrißmethode läßt sich ein 
Punkt P des R, in einem ebenen rechtwinkligen Achsensystem durch ein Punktepaar P,,P; 
darstellen, dessen einer Punkt P, die Koordinaten x, y, dessen anderer Punkt P, die Koordinaten 
z,u von P hat. b) Wie mit der darstellenden Geometrie des R, die Eintafelmethode mit Um- 
klappungen oder mit zeichnerisch oder numerisch gegebenen Koten eng zusammengehört, so 
läßt sich auch hier eine entsprechende Einraummethode entwickeln. c) Wir können eine schräge 
Parallelprojektion an die Stelle der bei b) vorausgesetzten senkrechten treten lassen. d) Man 
setzt an die Stelle der Parallelprojektion Zentralprojektion (Schlegel-Diagramme). e) Wie bei 
mikroskopischen Untersuchungen, kann man durch ein vierdim. Gebilde eine Folge paralleler 
Raumschnitte legen. f) Das Netz eines Polytops erhält man, entsprechend wie beim Polyeder, 
indem man seine Grenzpolyeder unter teilweiser Trennung des Zusammenhangs in den Raum 
eines der Polyeder hineinbewegt. g) Nimmt man zwei Ebenen, so bestimmen die zweidim. 
Mannigfaltigkeiten der Punkte der beiden Ebenen die vierdim. Mannigfaltigkeit aller Geraden. 
Läßt man die beiden Ebenen zusammenfallen und ersetzt die Geraden durch die punktverbinden- 
den Strecken — mit Einschluß der Nullstrecken —, dann hat man eine andere, ebene Bild- 
geometrie der vierdim. Geometrie, von der das Verfahren der in a) gekennzeichneten darstellen- 
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den Geometrie als Sonderfall angesehen werden kann. II. Von besonderem Interesse für eine 
anschauliche Erfassung geschlossener vierdim. Polytope ist ihre räumliche Außenhaut. Be- 
schränken wir uns auf konvexe Polytope. Man kann das in die Ebene projizierte Schrägbild 
beliebig, doch ohne Eckenverlust verzerren, also z. B. die Ecken auf einem Kreis anordnen. 
Eine zweckmäßige Erweiterung dieser „kreisgebundenen‘‘ Darstellung ergibt sich für Pyramiden- 
polytope, also solche, die entstehen, wenn man sämtliche Ecken eines Polyeders mit einem 
außerhalb des dreidim. Raumes dieses Polyeders gelegenen Punkte verbindet. Dann kann man 
die Punkte des Polyeders auf einem Kreis anordnen und als Bild des Punktes aus der vierten 
Dimension den Mittelpunkt des Kreises wählen. Eine Erweiterung dieser „Sterndarstellung“ 
ergibt sich für Polytope von Oktaedertyp, also Polytope, bei denen zu den Ecken eines Polyeders 


‚die Verbindungskanten von zwei Punkten gehen, die beiderseits des Polyederraumes liegen. 


III. Im vierdim. Raum kann man geometrische Gebilde um eine Ebene drehen. Sokann man das 
x,y,2-Bein (wo x, y, z, u ein rechtwinkliges vierdim. Koordinatensystem ist) um die x, y-Ebene 
drehen, wodurch sich bei einem Drehwinkel von 180° das etwa rechtsdrehende Dreibein in ein 
linksdrehendes verwandelt. Verf. gibt dazu zwei interessante Beispiele. Es wurde ‚anschau- 
lich‘‘ gezeigt, wie sich räumlich spiegelbildliche Gebilde ineinander überführen lassen. IV. Die 
Verhältnisse werden mit steigender Dimensionszahl schwieriger, doch sind ihr grundsätzlich 
keine Grenzen gesetzt. So können wir geometrische Sätze, z. B. den Eulerschen Satz, im mehr- 
dim. Raum anschaulich klarmachen. V. Die Darstellungen der mehrdim. Gebilde sind möglich, 
aber die Meinung des Verf. ist: „ich denke, ich täusche mich nicht, wenn ich behaupte, daß vier- 
dim. Gebilde als Ganzes, etwa Polytope, Hyperebene, Hyperkugel usf., unserer Anschauung 
nieht zugänglich sind“. Jenö Szep. 

Krames, Josef: Ergänzungen zum graphischen Einpassen von Luftaufnahmen. 
Schweiz. Z. Vermess. Kulturtechnik 49, 7—16 (1951). 

In dieser Mitteilung weist Verf. nach, daß eine kleine, nur in einer Modellecke 
auftretende Restparallaxe keineswegs bloß auf instrumentelle Fehler zurück- 
zuführen ist, sondern auch rein geometrisch, d.h. allein durch bestimmte Ver- 
lagerungen der beiden Zielstrahlbündel zustande kommen kann. Ferner werden 
Bündelbewegungen untersucht, die in gegebenen Modellpunkten innerhalb einer 
Normalebene zur Basis Parallaxenveränderungen von minimaler Quadratsumme 
erzeugen. Daraus ergibt sich eine neue Möglichkeit, eine kleine Eckenrestparallaxe 
auf graphischem Wege zu eliminieren. M. Piazzolla- Beloch. 

Cook, A. H.: A note on the errors involved in the ealeulation of elevations 
of the geoid. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 208, 133—141 (1951). 

Pöschl, Th.: Über eine Anwendung der Matrizenreehnung auf die Theorie der 
Fachwerke. Ingenieur-Arch. 19, 69—74 (1951). 

Mit Hilfe der Matrizenrechnung werden die Verschiebungen u,, v, der n Knoten 
K, eines ebenen, statisch bestimmten Fachwerkes in allgemeiner Form als lineare 
Funktionen der Knotenlasten X,, Y, angegeben. Dazu werden die Stabkräfte 
S=[{S$,..,8, in der Form S=B%+€C% als lineare Funktionen der Last- 
komponneten &%, 9) dargestellt mit sog. inneren Einflußmatrizen ®, &, deren Ele- 
mente b,,, c,, die Stabkräfte unter der Belastung X, = 1 bzw. Y,= 1 bei Null 
gesetzten übrigen Lasten und somit nach den üblichen Methoden (Cremonaplan, 
Ritter-Schnitt) zu bestimmen sind. Aus der Formänderungsarbeit A=F} CS’ RES 
mit s-reihiger Diagonalmatrix N aus den reduzierten Stablängen r, = 1,/E,F, ge- 
winnt man durch Ableiten nach den Kraftkomponenten die Vektoren u, v der Ver- 
schiebungskomponenten u,, v, in der Form 

nH=BÖRBE-VINEI, v=-E!RBIEHENE) 

[Gl. (10) der Arbeit muß richtig so lauten mit Diagonalmatrix N]. Die hier auf- 
tretenden Matrizen ®’NRB = (a,,), !RE-(,,EURB-(Y) UNE = (6,,) 
mit den (übrigens aus dem Matrizenkalkül folgenden) Symmetrieeigenschaften 
Kr = Rp Bir = Pro Orr = Op, die sog. äußeren Einflußmatrizen oder Verschie- 
bungsmatrizen, lassen sich rein mechanisch aus den Matrizen ®, & gewinnen. — 
Das Vorgehen, das an zwei ebenen statisch bestimmten Fachwerken vorgeführt 
wird, ist sowohl auf räumliche als auch auf statisch unbestimmte Fachwerke un- 
mittelbar übertragbar, sofern der lineare Zusammenhang zwischen Stabkräften und 
Lasten gewahrt bleibt. Rudolf Zurmühl. 
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e Roy, Louis: Statique graphique et resistance des materiaux. (Universite 
de Toulouse. Cours de l’&cole nationale superieure d’&lectrotechnique et d’hydrau- 
lique.) 2° &d. revue.et augment6e. Paris: Gauthier-Villars 1951. VI, 260 p. 

First five chapters deal with Graphic Staties — i.e. with applications of the 
string polygon to problems involving the equilibrium of rigid bodies, three-hinged 
arches, ete.; Maxwell’s diagram for getting the forces in truss members; centers 
of gravity and moments of inertia of areas. The remaining thirteen chapters are 
coneerned with Strength of Materials. Apparently, this is intended to be an ele- 
mentary text for technical students. Proofs and derivations are more mathematical 
and abstract and less physical than is normal for an engineering text. In some res- 
pects the book is not modern. No mention is made, for example, of Bow’s notation 
which greatly simplifies the use of Maxwell’s diagram for truss analysis. Mohr’s 
eireles for stress and for strain are not mentioned. Double integration is the only 
method given for finding beam deflections. Merit P. White. 


Topologie: 


Nöbeling, Georg: Zur Theorie der topologischen Räume. S.-Ber. math.- 
naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1950, 131—132 (1951). 
A nonvoid set R is termed a topological space if to each AC R corresponds 


a ACR, subject to the conditions: ACA, and ACB implies ACB. It 
is shown by an example that such a space need not be, in general, a Kuratowski-space. 
Possible extensions to such spaces, of usual concepts like separation, compactness, 
continuity are briefly taken into account. Tudor Ganea. 

Krishnan, Viakalathur-S.: L’&quivalence de quelques representations d’une 
strueture abstraite. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 918—920 (1951). 

(1) Die Erweiterbarkeit eines vollständig regulären Raumes R zu einem direkten 
Produkt pseudometrischer Räume ist äquivalent damit, daß die Topologie von R 
Produkt von Pseudometriken ist. (2) Die Erweiterbarkeit einer Verbandsgruppe G 
zu einem direkten Produkt geordneter Gruppen ist äquivalent damit, daß die Halb- 
ordnung von @ Konjunktion von Ordnungen ist. — Verf. kündigt (ohne Beweis) eine 
Möglichkeit an, beide Aquivalenzen (1), (2) aus einem Satz über abstrakte Strukturen 
abzuleiten. Paul Lorenzen. 

Rennie, B. C.: Lattices. Proc. London math. Soc., II. Ser. 52, 386—400 (1951). 

Verf. betrachtet für Verbände die Zusammenhänge zwischen der Ordnungs- 
und Sternkonvergenz und verschiedenen Topologiebegriffen. [Vgl. G. Birkhoff, 
dies. Zbl. 33, 101; O.Frink, Trans. Amer. math. Soc. 51, 569-582 (1942).] 
Er führt selbst eine Topologie für Verbände ein, in welcher die Basis der ‚‚offenen“ 
Mengen aus denjenigen Mengen besteht, deren Durchschnitt mit jeder Kette eine 
offene Menge der Kette ergibt, und die zweitens konvex sind, d.h. mit a <b auch 
alle x, so daß a <x<-b, enthalten. (Die Erklärung der offenen Mengen einer Kette 
ist die übliche; Birkhoff, l.c. p. 39.) Verf. beweist dann eine Reihe von Sätzen 
für metrische, Vektor-, Banachsche- und andere Verbände, die das Zusammen- 
fallen bzw. die Implikation verschiedener Konvergenz- und Topologiebegriffe 
beinhalten und z. T. gewisse Verschärfungen bekannter Sätze dieser Art darstellen. 
(In einschlägigen Fällen wird vom Auswahlaxiom Gebrauch gemacht.) Am Ende 
werden 6 stoffverwandte Probleme genannt. Gert H. Müller. 

Efremovie, V. A.: Infinitesimale Räume. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 
203—204 (1951) [Russisch]. 

Ivanova, V. M.: Über Räume von abgeschlossenen Mengen. Uspechi mat. 
Nauk 6, Nr. 4 (44), 200—201 (1951) [Russisch]. 

Dowker, €. H.: On countably paracompaet spaces. Canadian J. Math. 3 
219-224 (1951). s 


v EENNATES TTR 
ERBEN, N 
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Dieudonn&[J. Math. pur. appl., IX. Ser. 23, 65 (1944)] has introduced in Topo- 
logy the notion of paracompact spaces. These are spaces such that any of their open 
coverings has a refinement of finite character, namely one whose open sets inter- 
sect only a finite number of open sets of the same refinement. The author calls 
countably paracompact the spaces such that any of their countable coverings has 
ö. refinement of finite character. — He establishes that the topological product of 
a countably paracompact space and of a compact space is countably paracompact. 
He proves also that the product of a normal, countable paracompact, space and 
of a compact, metric, space is normal. Studying, in particular, normal, countably 
paracompact spaces, he shows that not every normal space, but that every per- 
feetly normal space is countably paracompact. (Perfectly normal space means a 
normal space in which every closed subset is a @,.) The author’s most important 
contribution is contained in his theorem 4, in which he proves that for a topological 
space X the following properties are equivalent: (a) to be normal, countably para- 
compact; (b) the existence of a lower and of an upper semicontinuous real func- 
tions, A(x) and g(x), on X, such that h(x) < g(x), implies the existence of a con- 
tinuous real function f(x) on X such that h(x) < f(x) < g(x); (ce) the topological 


pfoduct of X with a closed interval of real numbers is normal. C. Racine. 
Hanner, Olof: Solid spaces and absolute retraets. Ark. Mat. 1, Nr. 28, 375—382 
(1951). 


The author extended the basic concepts of the theory of retracts onto the 
normal spaces in the following manner: A normal space X is said to bean ARN 
(respectively an ANRN) if, whenever X is imbedded as a closed subset of a normal 
space Z, X is a retract of Z (respectively a retract of a neighborhood of X in Z). 
The author shows that a separable metric space is an ARN (respectively an ANRN) 
if and only ifit is an absolute retract (respectively an absolute neighborhood retract) 
and an absolute @5. Moreover it is shown that a normal space X is an ARN if and 
only if it is solid; i. e., for any normal space Y, any closed subset B of Y, and any 
continuous mapping f:B—X there exists a continuous extension F:Y—X 
of f. It is given also a similar characterization of the ANRN-sets. Karol Borsuk. 

Hanner, Olof: Some theorems on absolute neighborhood retraets. Ark. Mat. 
1, Nr. 30, 389—408 (1951). 

By an ANR (absolute neighborhood retract) is meant a separable metrie space 
X such that, whenever X is imbedded as a closed subset of another separable metric 
space Z, it is a retract of some neighborhood in Z. The author proves that the 
property of a space to be an ANR is a local property, by showing that every metric 
separable space X every point of which has a neighborhood being an ANR is an ANR. 
The paper contains some theorems on homotopy and on extension of mappings into 
an ANR. The author studies also the relations between the concept of the ANR 
and the concept of the polyhedron. He proves that a metric seperable space X is an 
ANR if and only if there exists a locally finite polyhedron P and two mappings 
9:X—P andy:P—X such that yp:X — X is homotopie to the identity and 
that this last homotopy is arbitrarily small in a suitably precised sense. Finally 
the paper contains a new proof, generalized to non-compact spaces, of a theorem 
by J.H.C. Whitehead concerning the identification space obtained from two ANR. 

Karol Borsuk. 

Floyd, E. E.: Some retraetion properties of the orbit deeomposition spaces 
of periodie maps. Amer. J. Math. 73, 363—367 (1951). 

Soit X un espace localement compact metrique de dimension finie et soit 7’ une 
transformation p6riodique de periode p (p premier) de X sur X. L’A. etudie certaines 
relations entre la topologie de X et celle de l’espace X* des trajectoires de T. Le 
resultat principal s’enonce ainsi: Si X est un A.N.R. (ou A. R.) il en est de m&öme 
pour X*, Ce theoreme resulte de lemmes du type suivant: Si tout cycle (de Cech) 
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par rapport &Z, sur un compact de X est bord d’une chaine sur un compact de’X, 
alors la möme propri6te est verifi6e dans X*. La demonstration utilise les möthodes 
et les resultats de P. A. Smith [Ann. of Math., II. Ser. 40, 690—711 (1939); ce 
Zbl. 21, 430]. George KReeb. 
Pettis, B. J.: Uniform Cauehy points and points of equieontinuity. Amer. J. 
Math. %3, 602—614 (1951). 
This paper gives some general theorems on sequences of continuous functions, which generalize 


a great deal of well known results concerning the behaviour of sequences of funetions belonging to 
a prescribed class. — Let X be a topological space, Y a completely regular one, {V },., a system 


of neighbourhoods in Y belonging to a uniformization of the topology which has the smallest 
cardinal number, r. Given a system f,(x) of continuous functions from X to Y (A belonging to 
a directed set A), x, is termed a Cauchy point if given any x € A there isa/ € A such that u > 7. | 
implies f,, (20) € V,(h,(@&)); x, is a uniform Cauchy point if the above inelusion is valid in a neigh- | 
bourhood of x, (depending on &); finally, x, is a point of almost equicontinuity if, given any 
x€ A there is a2€ A and an open set @3 x, such that / (=)€ v,„F,(%) fru>rand EG. 


The sets of the Cauchy points, uniform Cauchy points and the points of almost equicontinuity 
are denoted in the sequel C, C,, and (, respectively. If, given a function f,, we replace in the 
definition of the sets © and C', the function f, by f,, so defined sets will be denoted by C’(f,) and 


C,,(f,). Given a cardinal number p the set Ps called a I -set if it is the union of non dense 
sets, otherwise Pisa II ‚set; if the complement of Pisa I „set, P is said to be o-residual. De- 


note by 7’ the least cardinal number of confinal subsets of A and let 9 > max (7, r’). The prin- 
cipal theorems obtained by the author are (i) if the set (is p-residual, so are the sets (', and 
C,, and C,C 0, (ü) if the set C is IL, then 0, = CNC, is also a II-set. In the case when 


a’ 
the set A is denumerable and Y is pseudometrie the above theorems yield (iii) if the set C is 
residual [of the second category] so are the sets C', and C,, and if the set Int O'(f,) is residual so 
are the sets (',(f,) and ©, and f, is continuous at a residual set. — These theorems enable the 
author to prove some generalizations of many known theorems. In topological groups if the - 
set CO is a subgroup, then either € is I, or is at the same time closed and open and (,=X; 


. this is a generalization of a theorem of Banach [Studia math. 3, 101 (1931)]. The author gene- 
ralizes a theorem of Montgomery (this Zbl. 15, 394) stating that the group product & y is 
continuous in both variables jointly if it is continuous in each variable separately. The author 
proves a theorem on convergence of continuous homomorphisms in topological groups, and other 
applications. A remarkable theorem deals with the convergence of subadditive functions from 
a topological group to a semiordered topological group. The final applications concern the 
additive and absolutely continuous abstractly valued set functions. Andrzej Alexiewiez. 


Appert, Antoine: Espaces majores. C.r. Acad. Sci., Paris 232, 1536—1538 
(1951). 

L’A. ecrit (a,b) <A au lieu de l’&criture habituelle (a, b)E V, ou (V,) est une 
famille de parties de P x P (P ensemble donn6); il traduit dans cette &criture les 
axiomes des espaces uniformes et d’espaces plus göneraux qu’il a definis dans des 
notes anterieures. Jean Dieudonne. 

Morita, Kiiti: On the simple extension of a space with respeet to a uniformity. I. 
Proc. Japan Acad. 27, 65—72 (1951). 

This note is the first of a series [see Proc. Japan Acad. 27, 130-137, 166-171. 
(1951)] in which the author proposes: to develop a general theory of the simple ex- 
tension of a space with respect to a uniformity. It is a generalization of the completion 
of uniform spaces in the sense of A. Weil (see: Sur les espaces a structure uniforme, 
Paris 1938; this Zbl. 19, 186) and in the sense of L. W. Cohen (see: this Zbl. 20, 409). 
Such simple extensions are obtained by considering uniformities which do not 
satisfy all the axioms of uniform structure [see: N. Bourbaki, Topologie generale, 
Paris 1940, ch. II (this Zbl. 26, 431) — not cited in this note]. One may, for in- 
stance, define T-uniformities; regular, completely regular uniformities. A. Weil 
considered only completely regular uniformities. — First of all conditions are 
obtained for a space to possess a uniformity which belongs to one of the above 
mentioned classes. Then Cauchy families are introduced in the usual manner and 
equivalent vanishing Cauchy families are classes which provide the author with 
the „points“ of the completion. Thus the topological space R is completed by a 


z 
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_ topological space A* in which R is dense. $4 of the paper extends to R* certain 


properties of R, under certain general conditions and $5 establishes a condition 
that R* be complete. An interesting example is given in which R* is not complete. 
C'. Racine. 

Bing, R. H.: Metrization of topological spaces. Canadian J. Math. 3, 175— 
186 (1951). 

Only Hausdorff spaces will be considered here. A collection of point sets of 
a space is called diserete if the closures of these point sets are mutually exclusive 
and any subecolleetion of these closures has a closed union. The author terms a 
space perfectly screenable if there exists a sequence @,,@,,... such that G, is a 
diserete collection of domains and for each domain D and p€D there is an Integer 
n=n(p,D) such that G, contains a domain which lies in D and contains p. 
oe A regular topological space is metrizable if and only if it is perfectly 
scereenable. The author discusses further especially developpable spaces, where 
full normality implies metrizability. He proves that a Moore space is metrizable 
if it is colleetionwise normal. There are many instructive examples as to the inter- 
relation of notions occuring in this field. 1. Färy. 

“ Ellis, David: Geometry in abstraet distance spaces. Publ. math. 2, 1—25 
(1951). 

Be seien S und @ Mengen, ferner sei d(x, y) eine eindeutige Abbildung von 
S2—=S x S in@; dann heiße S ein Distanzraum, kurz d-Raum, mit der Distanz 
d(xz, y) von z,y€S und mit @ als Grundmenge. Zwei d-Räume 8’, 8’ heißen 
kongruent, wenn eine eineindeutige distanztreue Abbildung von S’ auf S” exi- 
stiert (S’ und S” sollen die gleiche Grundmenge besitzen), Bewegungen in einem 
d-Raum S sind kongruente Abbildungen von S auf sich (sie bilden eine Gruppe). 
Ein zeroidaler d-Raum liegt vor, wenn d(z,x2) =d(y,y) =d(xz,y) für alle 
x, yeSmit = y; mansetztdann d(2,2)=0€G füralle ze S,sodaßd(x, y)=0, 
wenn und nur wenn x = y. Weiter heiße @ algebraisch, wenn in @ eine eindeutige, 
2-stellige kommutative Operation, « + b, erklärt ist; alsdann läßt sich in bekannter 
Weise der Begriff „z zwischen x und y‘‘ erklären und damit der Begriff ‚konvex‘. 
Ist @ algebraisch und halbgeordnet. so ist die Dreiecksungleichung erklärbar und 
weiter, wenn S überdies zeroidal, der Begriff der Bogenlänge. — Im letzten Drittel 
der Arbeit werden eine Reihe von Sätzen, je für die folgenden d-Räume zusammen- 
gestellt. (1) Es sei @ eine Gruppe und S zeroidal (Menger, Kestelman-Smith, 
Taussky); (2) Es sei @ eine Abelsche Gruppe und |G@| die Menge der ungeordneten 
Paare (a,—a) = (—a,a) = |a| für alle aeG; es werde |0| = 0 gesetzt. Für 
die Menge S der (verschiedenen) Elemente von @ ist dann d(x, y) = |®— y| eine 
symmetrische Distanz (Menger, Taussky, Ellis); (3) Es sei P ein Körper der 
Charakteristik Null. Dann ist d(&,y) = (u — y)® ++ (2,— y,)% wobei 
2:5 ip Yo In EP, eine Distanz für P* (Taussky); (4) Es sei @ ein Boole- 
scher Verband mit Einheit e und $ wieder die Menge der Elemente von @. Dann ist 
d(xz,y) = (2 N (e—y) A(e—x N y) eine symmetrische Distanz für S (Ellis). 

Otto Haupt. 
sure M.: Über die Dimension metrischer Räume. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 79. 189—191 (1951) [Russisch ]. 

For a topological space P let dim P be the dimension of P defined by means 
of finite coverings of P; let Ind P be the dimension defined by induetion by means 
of frontiers of open heighbourhoods of closed sets (v. Cech, this Zbl. 8, 276). The 
equivalence of following propositions is proved: 1) dim P <n, 2) Ind pP Zn, 
3) There is a metric in P such that the metrized space P can be mapped into C, 
by a uniformly zero-dimensional mapping; 4) For every metrie in P there is a 
uniformly zero-dimensional mapping carrying P into C',; 5) P is union of £n +1 
zero-dimensional sets. — The proof rests mainly upon the following lemma (L. 1): 
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Let P be a normal space and ® a locally finite open covering of P of order EN 
let &>0 and f,,.:., f„ be continuous mappings of P into C, such that for every 
X Ed. .andevery kEefl,2,..„n,d, X <e it 6>0 and c>6ö-+ 8 thenthere 
are continuous mappings 9p:-.,9„ So that 1) |,(®) — g(x)| Se (ze P); 2) Ti 
BEP and di, X dk, 1,20), 8 1858 union?of pairwise disjoint open sets 
each of which is contained in some X€®. — Terminology: (‘, is the n-dimensional 
cartesian space; C\, is one point space; dX = diameter of X. A transformation f 
of a metric space P into a metrie space Q is uniformly zero-dimensional provided 
for everye>0 bea ö6>0 such thatif SC P, dS <Ö then Sisa union of pair- 
wise disjoint open sets of diameter < e. — The problem whether dim' P = Ind-? 
for every metrie space isstillopen. If P is normal, dim P <Ind.P [v. Vedenisov, 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 5, 211 (1941)]. George Kurepa. 

Sitnikov, K. A.: Über die Dimension nicht-abgeschlossener Mengen. Uspechi 
mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 157”—158 (1951) [Russisch ]. 

Keldys, L. V.: Dimensionserhöhende stetige Abbildungen. Uspechi mat. 
Nauk 6, Nr. 4 (44), 211—212 (1951) [Russisch ]. 

KeldyS, Ljudmila: Nulldimensionale Abbildungen, die die Dimension erhöhen. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 537—566 (1951) [Russisch ]. 

The paper consists of: 3 lemmas (538—549), 2 theorems (549—562) and 3 
corollaries; it is in connexion with previous author’s investigations [v. this Zbl. 
35, 386 and Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 407—-430 (1951)] concerning the possi- 
bility (ef. Alexandroff’s problem in I. A. VajnStejn, this Zbl. 35, 385) of represen- 
tation of a dimension increasing continuous mapping of compacts as superposition 
of a finite number of continuous mappings, one of which leaving dimension in- 
variant, the inverse functions of others being finite-valued. — Let f bea continuous 
zero-dimensional mapping of a n-dimensional compact X onto a m-dim. compact 
Y=fX withm>n, so that fe(y); then f=yf,, y, fi being continuous and 
such that f,€(y), dim M, = m-—1 and that the mapping y be zero-dimensional 
and does not increase the dimension of any open set (th. 2). If, moreover, dim M, = 
m—1, then f=9®, @ and ® being continuous, DeE(y), dmd®X=m-—I1, 
op! being two-valued at most (Th. 1). — The proof of Th. 1 takes more than 12 pages 
and consists to define in the topological product R= Y x [0,1] a compact Z of 
dimension m — 1 of points (y=f(x),2 = F (x)) (v€ X); the real-valued function F 


” ” . o . 
is sum of a uniform convergent series $ 9,(x2) of continuous mappings o,; the 
k=0 


mapping is the operation of projeetion of R onto Y.— Notation: M, designs the 
set of points in which f-1 is more than single valued. The continuous mapping f 
of X onto Y=FfX has the property (y), symbolically f& (y), if for every open set 
V ofX withdmX < dim f V=k and for every integer i with dm X <i <k 
there isin V a perfect set Q7- of dimension ö so that dim Q%r nA)nf (Q% MA, 
i — 1, forevery couple of disjoint closures A,, A, of open setsin X. George or 
Postnikov, M. M.: Über die Homotopietheorie der stetigen Abbildungen. Us- 
pechi mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 217—218 (1951) [Russisch]. 
Gordon, I. I.: Klassifikation der Abbildungen eines Komplexes in den pro- 
jektiven Raum. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 216-317 (1951) [Russisch]. 
Eilenberg, Samuel and Saunders MaeLane: Cohomology theory of abelian 
groups and homotopy theory. IH. Proc. nat. Acad. Sei. USA 37, 307—310 (1951) 
Teil I und II vgl. dies. Zbl. 37, 395 u. 39, 190. Die Bezeichnungen bleiben Ge 
selben wie in den angegebenen Referaten. In dieser Note werden die ..abelschen“ 
Komplexe Ar! (IT) mit den Komplexen K (IT, n) in Verbindung gebracht ohne Be- 
nutzung der „kubischen‘ Komplexe. Zunächst werden die K (II, n) durch gewisse 
kettenäquivalente normalisierte Komplexe K’ (IT, n) ersetzt. Das Strich 
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Verfahren (bar construction), mit dem in Note II die abelschen Komplexe A“(IT) 


ausgehend von AP(/J) =K (IT,1) sukzessive hergestellt wurden, liefert beim Aus- 
gangskomplex A’ (II, 1)=K’ (IT, 1), wenn noch bei jedem Schritt alle Dimensions- 


zahlen um eine Einheit erhöht werden, sukzessive die Komplexe A’ (IT,n) 


(rn = 1,2,...), welche (nach geeigneter Dimensionsänderung) zu den Komplexen 
Ar—1(IT) kettenäquivalentsind. Wird nun die Strichkonstruktion (mit Dimensions- 
erhöhung) auch auf den Komplex X’ (II, n) angewandt, so ergibt sich ein Komplex, 
der sich als zu K’(/T;n + 1) kettenäquivalent herausgestellt. Daraus folgt dann 
leicht die Kettenäquivalenz von A’ (IT,n) und K’(IT,n) und daher auch die von 
Ar—1(JJ) (nach geeigneter-Dimensionsänderung) und X (IT,n). Es gilt daher für die 
Kohomologiegruppen H?(A (II);G) zZ H@*t(K (IT,t + 1);6) z Qr! (IT;G) für 
alle t, womit die Vermutung aus Note II bewiesen ist. Der Beweis der Ketten- 
äquivalenz von A’(/I/,n) und K'(II,n) macht Gebrauch von der in Note I defi- 
nierten ‚„Einhängungstransformation‘ (suspension) von K’ (II,n) in K’(I,n +1) 
und liefert als Korollar wieder das suspension theorem aus Note 
PER NO) ENT TERRA n)0)- Diehl, 2,0 m: 
Ewald Burger. 

„’ Jou, Yuh-Lin: On the pseudomanifold and manifold homotopy groups. Sci. 

Record 4, 1—10 (1951). 


M sei eine kompakte orientierbare Pseudomannigfaltigkeit, Y ein durch Wege zusammen- 
hängender topologischer Raum und $” die n-Sphäre. £&,, Y, seien feste Punkte von 8” bzw. Y. 
Verf. definiert die n-te M-Homotopiegruppe x’, (Y) folgendermaßen: 5 = YIaRH NEM, Yol 
se; der Raum aller stetigen Abbildungen des cartesischen Produktes 8”"x_M in Y, die &xM 
auf y, abbilden. Zwei Abbildungen f,, fi heißen homotop, wenn sie durch eine Homotopie f,€ % 
(0 <t<< 1) verbunden werden können. % zerfällt in Homotopieklassen. Die Menge. dieser 
Hombotopieklassen wird mit =, (Y,%,) bezeichnet. Für x, (Y,y,) kann wie bei den gewöhn- 
lichen Homotopiegruppen eine Gruppenoperation definiert werden. Für die Definition von 
a, (Y, %) ist es nicht wesentlich, daß M eine orientierbare Pseudomannigfaltigkeit ist. #7’, (7, Yo) 


kann definiert werden als gewöhnliche Homotopiegruppe n”(Y”, ,), wo Y” der Raum aller 
stetigen Abbildungen von M in Y und 7, die konstante Abbildung ist, die ganz M auf y, abbildet. 
(Frage des Ref.: Wie weit kann in der vorliegenden Arbeit die Voraussetzung, daß M eine orien- 
tierbare Pseudomannigfaltigkeit ist, abgeschwächt werden ?) — Entsprechend definiert Verf. 
für durch Wege zusammenhängende Teilmengen Y, (bzw. Y,, Y,) von Y mit „€ Y, (bzw. 


%weY,ın Y,) die n-te relative M-Homotopiegruppe =’, (Y; Y,, %,) [bzw. die n-te triad M- 


Homotopiegruppe =’, (Y; Y,, Ya» yo)]- (Vgl. A.L. Blakers and W.S. Massey, dies. Zbl. 40, 


258, 42, 173.) Für die M-Homotopiegruppen ist in natürlicher Weise wie bei den gewöhnlichen 
Homotopiegruppen eine exakte Sequenz von Homomorphismen definiert. Im Falle der „briad‘“- 
Gruppen sind zwei exakte Sequenzen zu betrachten. (Vgl. Blakers and Massey, loc. eit.) — 
Die M-Homotopiegruppen stimmen mit den gewöhnlichen Homotopiegruppen überein, wenn 
M ein Punkt ist. Die Gruppe x"(Y), die von M. Abe (dies. Zbl. 23, 382) betrachtet wurde, ist 


gleich z', ‚(Y). Für n>r21 ist die von 8. T. Hu (dies. Zbl. 29, 422) definierte (n, r)- 


Abhomotopiegruppe identisch mit der (r + 1)-ten 8”"""-Homotopiegruppe. Für n—=1 und 
M = T’" = (r—1)-dimensionaler Torus erhält man die r-te Torus-Homotopiegruppe von 
R.H. Fox (dies. Zbl. 38, 366).— K, H, L seien kompakte orientierbare Pseudomannigfaltig- 
keiten. Verf. definiert durch unmittelbare Übertragung des Whitehead-Produktes (dies. Zbl. 


27, 264) eine Gruppenmultiplikation für das Gruppenpaar (mr EYE U Y%)) mit 
Werten in m’; ,(Y, 4). — Die Hauptresultate des Verf. sind die folgenden Verallgemeine- 
rungen zweier Sätze von Fox (dies. Zbl. 38, 366): (I) Voraussetzungen: M eine m-dimensio- 


nale kompakte orientierbare Mannigfaltigkeit, E* eine k-Zelle; das cartesische Produkt M x E* 
kann in den euklidischen Raum R”*" eingebettet werden. Behauptung: Die gewöhnliche 
Homotopiegruppe #”*"”(Y) ist für jedes n > k isomorph zu einer Untergruppe von x,(F). 
(II) Die Gruppen a7%„(7, y0), Kur ,(F,yY) und any yxr(Y,%0) lassen sich isomorph in 
(Y, y,) abbilden. Diese Isomorphismen können so gewählt werden, daß das 
Whiteheadprodukt &:ß zweier Elemente «En, „(Y,%) und ß Enz ,(Y,y) in den 
Kommutator der Bilder von x und ß übergeht. Friedrich Hürzebruch. 
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Burger, E.: Über die Homotopietypen gewisser Polyeder. Math. Ann. 123, 
263—284 (1951). tr 

MaeLane et J.H.C. Whitehead ont demontre (ce Zbl. 35, 390) que le 
3-type d’un complexe est caracterise par les groupes 7,(K), r,(K) et l’invariant 
d’Eilenberg-MacLane kEH?(n,(K),n,(K)). L’A. generalise ce resultat comme 
suit: Le type d’homotopie d’un polyedre X, dont tous les groupes d’homotopie 7, 
sont nuls, sauf au plus z, et ,, est caracterise par les groupes non nuls: x, (X) et 
n„(K) avec la donnee, en outre, de l’invariant d’Eilenberg-MacLane 
‚keHrtl(n, (K),n,(K)). La demonstration repose essentiellement sur la possibilite 
de realiser une chaine-transformation par une application simplieiale. L/’A. fait 
usage dans ce but de la notion de „‚bord d’homotopie‘‘ d’une chaine (Homotopierand), 
notion due ä H. Hopf, et dont il montre le rapport avec les groupes d’homotopie 
relative utilises dans la methode de J.H.C. Whitehead. Un dernier paragraphe 
donne quelques indications sur le probleme de la classification des applications d’un 
polyedre dans un polyedre K de l’espece precedente; probleme resolu un peu ante- 
rieurement par P.Olum (ce Zbl. 38, 366), et M.M. Postnikov [Doklady Akad. 
Nauk. SSSR, n. Ser. 67, 427—430 (1949)]. Rene Thom. 

Coekeroft, W.H.: Note on a theorem by J. H. C. Whitehead. Quart. J. Math., 
Oxford II. Ser. 2, 159—160 (1951). 

Verf. gibt einen einfachen Beweis für den Satz von J.H.C. Whitehead 
(dies. Zbl. 40, 388), daß die zweite relative Homotopiegruppe 0, (K) =, (K?, Kt) 
eines zusammenhängenden CW-Komplexes K ein freier verschränkter (o,, d)- 
Modul ist, mit 0, = 0, (K) =, (Kt). Für die Bezeichnungen vgl. das angegebene 
Referat und dies. Zbl. 40, 387. Erika Pannwitz. 


Eekmann, Beno: Espaces fibres et homotopie. Centre Belge Rech. math., 
Colloque Topologie, Bruxelles, du 5 au 8 juin 1950, 83—99 (1951). 

„Le but de cette conference est de donner un expose sommaire des methodes d’homotopie 
dans la theorie des espaces fibres en vue de quelques applications importantes plus ou moins 
immediates, anciennes et recentes, a des problemes de champs de vecteurs, d’algebre lineaire 
topologique, proprietes d’homotopie des espaces de groupe, etc.‘ — 1. Generalites. La 
suite exacte d’homotopie. E sei ein gefaserter Raum mit der Faser F, der (zusammen- 
hängenden) Basis B und der Projektionsabbildung p. Es wird vorausgesetzt, daß das Homo- 
topielemma (Z) gilt. (Vgl. z. B.: Eckmann, dies. Zbl. 26, 93.) (H) gilt jedenfalls dann, 
wenn die Faserung lokal trivial oder lokal zusammenziehbar (retrahierbar) ist. F, bezeichne 
eine feste Faser von #. Aus (H) folgt, daß p einen Isomorphismus induziert zwischen der re- 
lativen Homotopiegruppe , (Z, F,) und der Homotopiegruppe z,(B). Aus der exakten Se- 
quenz der Homotopiegruppen von E modulo F, erhält man durch Ersetzung von , (BE, F,) 
durch r,(B) die exakte Sequenz des gefaserten Raumes: ...n,(F)—xz,(E)—x, (B) — 
ÜalFf)o>::—m,(B). Verf. gibt einige Eigenschaften dieser Sequenz an, die rein algebraisch 
aus der Exaktheit folgen. 2. Cas particuliersimportants. (1) Wenn F, in X zusammenzieh- 
bar ist, dann ist 7, (B)en,,(F)+n,(E) (n>2). (2) Wenn die Faserung eine Schnitt- 
fläche besitzt, dann ist n,(E)_n,(B)+n,(F) (n>2). (83) B= 8, m-Sphäre. Aus 
der Homotopiesequenz folgt: m, (F)=n,(E) für n<m-—1. n, (S,.) wird homomorph auf 
eine zyklische Untergruppe ,,_,(F) von a,„.,(F) abgebildet. Das erzeugende Element 6 
von 7.1 (F) kann als „Index“ einer Schnittfläche mit einer isolierten Singularität aufgefaßt 
werden. ö bestimmt einen Homomorphismus t, von 7, (S,„_,) in 70, (F), der mit dem Freuden- 
thalschen Einhängungshomomorphismus €, von 7, (S,,_,) in 71 (8) in Beziehung steht. 
Es gilt u.a.: 1, —d,,,6€, [d,ı, ist der Sequenzhomomorphismus von ESS A rs — 
3. Varietes V,,„ et groupes orthogonaux. Die Punkte der Stiefelschen Mannigfaltig- 
keit V,m (m <n) sind die orthonormierten m-Beine des reellen n-dimensionalen Vek- 
torraumes. V,„_ı ist die orthogonale Gruppe Q2,, V,„,, ist die (n— 1)-Sphäre. In diesem Ab- 
schnitt werden einige Homotopiegruppen der V,, „, insbesondere der 2, bestimmt. Hilfsmittel 
für diese Untersuchungen sind die Faserungen Ve Ve nee Var O<k<n)' Ent 
scheidend ist dabei die Frage, ob die Faserung Ve, 25 Pe S, eine Schnittfläche 
besitzt [oder äquivalent: ob es auf S, ein m-Feld (= System von m tangentiellen überall linear 
unabhängigen Richtungsfeldern) gibt]. N] V„m = 8, besitzt genau dann eine Schnitt- 


N 
fläche, wenn die durch die Matrix 0,,—2%,, DE RE ) ge- 


ı—=1 
gebene Abbildung t(n,m) von S,_, in V,„,m nullhomotop ist. Die Abbildung t (n, m) reprä- 


sentiert das Element, ö€,_,(V,,m) [vgl. 2. (3)]. Dieses Element ö kann in einigen Fällen 
berechnet werden und leistet Hilfe bei der Bestimmung gewisser x, (V,„„). Verf. gibt die 5 
ersten Homotopiegruppen der orthogonalen Gruppen 2, an. Es wird dabei auch n,;5 ($,) — Z, 
benutzt. (n > 2; Z, zyklische Gruppe der Ordnung k; Z unendlich zyklische Gruppe.) Für 
7%y+9 (/8,) siehe L. Pontrjagin, dies. Zbl. 35, 111 und .G. W. Whitehead, dies. Zbl. 
37, 397. Einige Resultate: (1) Wenn n ungerade, so n, (4,0) =.7, (8,1) +7. (8,) [vgl. 
2. (2)]-. Wenn n gerade, so 1 (Vn41,.) =Z, und m, (Vy41,) =, (1), (=Z, für n> 4). 
(2) Die Homotopiegruppe 7,-, (V„+1,,) ist isomorph Z, für n=4k>4, Zfür n=4 und 
Z,+Z, für n=4k+2. 4. Algebre lineaire topologique; structure presque- 
complexe sur S,. Eine Schnittfläche der Faserung V,241/Vn-r,ı = V„,. definiert eine 


N 
stetige Lösung u, = s,(A) des reellen linearen homogenen Gleichungssystems S) a,,;u, = 0, 
5 i=1 £ 


j 
i=l,...,k (k<n)mit der Matrix A = (a,,). [Das soll heißen: Die a,; mögen genau die re- 
ellen Werte durchlaufen, für die die Matrix A den Maximalrang k hat; u; = s, (A) ist eine nicht- 
triviale Lösung des Systems, die stetig von A abhängt.] Wann gilt die Aussage S (n, k): Es 
existiert für n, k eine solche stetige Lösung ? (Aquivalente Frage: Besitzt 7, 241/V2-,,1= Vn,x 
eine Schnittfläche?). © (n, k) gilt nicht, falls n— k gerade. © (n,k) gilt nicht, falls k > 2 
und n—k=3 (mod 4). Beim Beweis der letzten Tatsache kann man sich auf k = 2 beschrän- 
ken. Würde V,„./V„-,ı = V„,. eine Schnittfläche besitzen, dann wäre ,_, (V,,) Z %,_2(8,_,) 
+ 7% (V„,2) im Widerspruch zu 3. (2). (Für weitere Resultate über stetige Lösungen linearer 
Gleichungssysteme siehe Eckmann, dies. Zbl. 28, 320.) — Ein stetiges vektorielles Produkt 
S (a, y) im euklidischen R, ist eine stetige Funktion, die jedem Paar linear unabhängiger Vek- 
tören x, y einen Vektor uv=S(z,y) =0 (w£ R,„,w orthogonal zu x, y) zuordnet. Ein solches 
Produkt 8 (x, y) existiert im R, genau dann, wenn © (n, 2) gilt. Wenn die Sphäre $,_, eine 
I-Mannigfaltigkeit (H. Hopf, dies Zbl. 33, 25) ist, dann gibt es ein vektorielles Produkt $ (x, y), 
und es gilt © (n, 2). Also: die Sphäre $,, ist für m=4k keine I-Mannigfaltigkeit. Im R, 
gibt es genau dann ein vektorielles Produkt $ (x, y), das in y linear ist, wenn S,_, fast komplex 
(Ehresmann, dies. Zbl. 39, 397) ist. Aus dieser Tatsache erhält man einen Beweis für den 
Satz von Kirchhoff (Wenn $,_, fast-komplex, so $, parallelisierbar, dies. Zbl. 30, 273), 
da man aus einem in y linearen $ (x, y) ein Produkt Xo Y(X,Y,XoY ER, (X Vi = 
X?2. Y?2), das linear in Y ist, konstruieren kann. 5. Fibrations de la sphere $,. Verf. gibt 
u.a. einen Beweis, daß eine Faserung der S, mit der Faser 7° = s-dimensionaler Torus nur 
möglich ist für s=1 und n ungerade. (B.Eckmann, H. Samelson, G. W. Whitehead, 
dies. Zbl. 33, 26.) Friedrich Hirzebruch. 

Hu, Sze-tsen: The equivalence of fiber bundles. Ann. of Math., II. Ser. 53. 
256—275 (1951). & 
Verf. behandelt das Äquivalenzproblem für Faserbündel (fibre bundles). Eine Äquivalenz 
— zulässiger Homöomorphismus) zwischen Bündeln €, & mit gemeinsamer Basis X, Faser Y 
und Strukturgruppe @ ist eine homöomorphe Abbildung von € auf €, die für jedes z€ X die 
durch x bestimmte Faser von & auf die durch x bestimmte Faser von & (homöomorph) ab- 
bildet, und zwar so, daß diese Homöomorphie von Faser auf Faser in bezug auf lokale Karten 
in E und € durch ein Element von @ gegeben wird, das stetig von x abhängt. Das Aquivalenz- 
problem für Faserbündel kann, falls G eine Liesche Gruppe und X ein n-dimensionales endliches 
Polyeder ist (z.B.: &, € sphere bundles, @ orthogonale Gruppe), mit Hilfe der ‚universal 
bundles‘“ auf ein Homotopieproblem zurückgeführt werden. Die Aquivalenzklassen von prin- 
ceipal fibre bundles mit Basis X und Strukturgruppe G entsprechen eineindeutig den Homo- 
- topieklassen der stetigen Abbildungen von X in die Basis eines (n + 1)-universal bundle’s mit 
Strukturgruppe @. (N.E. Steenrod, G. W. Whitehead, S.S.Chern-Y.F. Sun. Siehe das 
Lehrbuch von N. E. Steenrod, The Topology of Fibre Bundles, Princeton Math. Series No. 14, 
1951, $19.) In der vorliegenden Arbeit soll das Aquivalenzproblem direkt in Angriff genommen 
werden. Falls & ein Produktbündel ist, vgl. S.S. Chern and S. T. Hu, dies. Zbl. 37, 103. — 
(1) Ein Bündel € mit der Strukturgruppe @, der Basis X und der Faser Y heißt automorph, 
wenn Y eine topologische Gruppe und @ eine Gruppe von Automorphismen von Y ist. Ein solches 
Bündel besitzt stets eine Schnittfläche, da das Einselement von Y bei @ festbleibt. Die Menge 
aller Schnittflächen bildet eine Gruppe F (€), da die Gruppenmultiplikation in Y in bezug auf @ 
invariant ist. X werde in diesem Referat als endliches Polyeder, das so fein trianguliert ist, 
daß jedes Simplex in einer Koordinatenumgebung von X enthalten ist, vorausgesetzt. Alle 
vorkommenden Gruppen sollen durch Wege zusammenhängend sein. (Verf. gibt zum Schluß 
seiner Arbeit an, wie diese Voraussetzung über die Gruppen vermieden werden kann.) Die 
Schnittflächen über dem (n— 1)-dimensionalen Skelett X”1 bilden eine Gruppe F”!, Jedes 
Element von F"-1 bestimmt eine Hindernis-Kohombologieklasse in H"(X, r,_,(Y)). Man erhält 
dadurch eine homomorphe Abbildung von F"1 in H"(X,n,„_,(Y)), die F""! auf eine Unter- 
gruppe 2"(E) abbildet. — (2) @ sei eine topologische Gruppe, @* sei die Gruppe der Homöo- 
morphismen von G, die gegeben werden können durch a —g,a@g;' (a durchläuft G; 9,9, € @). 
G* wird erzeugt von der Gruppe @ der inneren Automorphismen von @ und den Linkstransla- 
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tionen a— ga von G (entsprechend für Rechtstranslationen). Ein Bündel &* mit Faser G 
und Strukturgruppe G* heißt primitiv. Verf. definiert für ein solches primitives Bündel €* 
ein links (bzw. rechts) assoziiertes Bündel € (bzw. €). &, € sind automorph (vgl. (1)) mit der 
Faser G und der Strukturgruppe G. Für © € X kann die zu x gehörige Faser von & (bzw. €’) 
als Menge der Links- (bzw. Rechts-) Translationen der zu x gehörigen Faser von E* angesehen 
werden. — (3) &, & seien Bündel mit der gleichen Basis X, Faser Y und Strukturgruppe @. 
Das Ehresmann-Bündel E(E,&) ist wieder ein Bündel mit der Basis X. Die Faser von E(&, €), 
die zu x€ X gehört, ist die Menge der homöomorphen Abbildungen der zu x gehörigen Faser 
von & auf die zu x gehörige Faser von €, die in bezug auf lokale Karten durch Elemente von @ 


gegeben werden. E(C, €‘) ist ein primitives Bündel mit Faser G und Strukturgruppe @*. [Im 


Falle &® = & kann man die Strukturgruppe @* von E(&, ©) auf@ (vgl. (2)) reduzieren. E(&, &) 
mit der Strukturgruppe @ wird als Fundamentalbündel € von € bezeichnet. & ist automorph.] 


Das links-assoziierte Bündel von X (E, &) stimmt mit €, das rechts-assoziierte mit &’ überein. 
Die zulässigen Homöomorphismen von & auf € entsprechen eineindeutig den Schnittflächen 
von H(E, &). €, & sind genau dann äquivalent, wenn E(C, €) eine Schnittfläche besitzt. — 
(4) &* sei wie in (2) ein primitives Bündel. Es existiere eine Schnittfläche über dem (n— 1)- 
Skelett X”-1. Es ist dann 2” (C) = R*(E) (vgl. (1), (2)), und die Gesamtheit aller Hindernis- 
Kohomologieklassen von Schnittflächen über X”1 in &* ist eine Nebenklasse 2” (€*) in der 


Kohomologiegruppe H"(X, x,_,(G)) nach der Untergruppe 0” (©). Es existiert genau dann 


A 


eine Schnittfläche über X”, wenn 2° (E*) = 0” (€) = R" (€). Beweisandeutung: Ein Paar von 


Schnittflächen von &* über X”-1 bestimmt eine Schnittfläche in & und eine in &’ über X”71, — 
(5) &,& wie in (3). &, € heißen k-äquivalent, wenn die Teilbündel über dem k-Skelett X* 
äquivalent sind. €, €’ sind genau dann k-äquivalent, wenn &* — K(E, €’) über X* eine Schnitt- 
fläche besitzt. Da @ zusammenhängend ist (vgl. (1)), sind &, €’ 1-äquivalent. Aus (4) folgt 
weiter: Voraussetzung: &, & sind (n— 1)-äquivalent. Behauptung: €, € sind dann und 


nur dann n-äquivalent, wenn 2" (C*) — Q*(&) = 2" (%). — Das Äquivalenzproblem für €, & 

ist also zurückgeführt auf die Untersuchung der ‚charakteristischen Untergruppen“ Q” (©), 

Qr(&) von H"(X,r,„_,(G)) und der „Abweichungsnebenklasse“ Q"(C*), für n>2. 
Friedrich Hirzebruch. 


Leray, Jean: Sur P’homologie des groupes de Lie, des espaces homogenes et 
des espaces fibr6s prineipaux. Centre Belge Rech. math., Colloque Topologie, Bru- 
xelles, du 5 au 8 juin 1950, 101—115 (1$51). 


L’objet principal de ce travail est la determination de l’algebre de cohomologie reelle 
H(X/Y) du quotient d’un groupe de Lie compact connexe X de rang / par un sous-groupe de 
meme rang; l’A. generalise ici des resultats obtenus auparavant pour les groupes classiques 
(ce Zbl. 34, 399, 400). Le point essentiel est ’etude de 4 (X/T), oü T est un tore maximal de X. 
Soit ©D (X) = N (T)/T le quotient par T de son normalisateur dans X, il opere sur T, done sur 
H(T) et sur l’anneau P,„ des polynömes & coefficients r&els definis sur l’algebre de Lie de T 
on gradue P„ en donnant aux variables independantes le degre 2; notons encore /# V’ensemble 
des elements de P, de degres positifs invariants par D (X) et R,l’ideal engendr& par I 4; d’apres 
un theor&me de ©. Chevalley (non publie), I} admet 1 gengratsurs algebriquement indepen- 
dants, soient 2n,,...,2n, leurs degres. Le theoreme de I’A. est alors le suivant: H (X/T)z 
Pr/Rg et H(G) est une algebre exterieure engendree par I elements de degres an -];. Fr 
Par des raisonnements deja esquisses dans les Notes precitees, il en deduit facilement la structure 
de H (X/Y) et en particulier la formule de Hirsch. La d&monstration de ce theor&me utilise 
l’algöbre spectrale (H,) de la projection de X sur X/T, dans laquelleona H—H (X/T)& H(T) 
(cf. J. Leray, ce Zbl. 38, 399, 39, 191, la filtration utilisde ici correspond& = — 1, m— 0), 
et sur laquelle ® (X) opere de facon naturelle. A V’aide d’un isomorphisme &vident de H! (7) 
sur P7 et de la differentielle d, de H,, VA. etablit un homomorphisme A: Pr, — H(X/T) re- 
spectant le degre et commutant avec ®(X). Il montre ensuite que H(X/T) = espace d’une 
representation de ® equivalente a la representation reguliere, par consequent R, est dans le 
noyau de 2, quj se prolonge ainsi en un homomorphisme de S — P /R&® H (7) dans H,; 
apres avoir muni 8 d’une differentielle qui se transporte en d, par}, DA. onre par rechrrenge 
sur le degre que A est un isomorphisme sur et que H, H (8) est l’algebre terminale de (H,) 
11 s’appuie ieci notament sur le fait que H (S) est une algebre exterieure engendree par les classes 
de cohomologie de coeyeles contenus dans P,/R; ® H!(T). Ce lemme est a rapprocher de 
resultats de J.L. Koszul [Centre Belge Rech. math., Colloque Topologie Bu 1950 
(3—81l (1951)], qui etablit aussi par une autre voie la formule de Hirsch. L’A "termine ar nel. 
aues indieations sur le quotient de X par un sous-groupe de rang inferieur. en 

Vinograd, R. E.: Zwei Beispiele dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten. Us- 
pechi mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 207—208 (1951) [Russi.ch] & ; 
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= Krasnosel’skij, M. A.: Über einen elementaren topologischen Satz. Uspechi 
mat. Nauk 6, Nr. 2, 160—164 (1951) [Russisch]. 


Let A,(8),Ag(%), -. 4,1 (2) be a system of n + 1 continuous functions de- 
fined on die n- ano sphere S,, EN in the euclidean (n + 1)-dimensional 
space R,;ı by the equation 22 +23 +--: + &%+ı = 1] such that for zes, 
not all values A,(x) vanish. Then he vectors A(x) = [A, (x), A wa A ai 
constitute a not an vector-field on S,. Putting f4(z) = (A, (a)/|A (x )|» 
(AR). - Ar, (@)/|A (2)|), we obtain a continuous El of S, into 


itself. By yı we its its degree. — Let A denote a system of n + 1 vector-fields 
A,(2),?=1,2,..,2 +1 on S, such that for every xES, the vectors A, (x), 
A,(&), - - -, A, (2) are linearly independent. Then y4, = y4,for every i,j= 1,2, 
.,n%+ 1. Let yz denote the common value of the degrees y4,. The author re- 
marks that ya = 0 for even n and that for n equal to 1 or 3 the degree yy can take 
every integral value. — Let ®(x) be a vector-field on S,. There exists a system of 
n + 1 continuous real functions (2%), Y (X), », Yarı (2) such that ®(x) = 
Ew(2).-A,(D) + Ww(lR)  A,le) +: 4 ya (R) Ay). The, vectors with. the 
coordinates 7 (2), Yg (X), - - -» P,,, (X) eonstitute a vector-field Y (x). The author 
shöws that for the numbers ya. ya and y,„holds the relation yo = sign A: yr+ ya; 


where sign A denotes 1 or — 1 according to whether or not the orientation of the 
system of vectors A,(x%), A, (&),..., A,,, (2) is consistent with the orientation 
of R,,.,- The paper contains also some applications of this formula. Karol Borsuk. 


Toso, Annamaria: A proposito di alcuni teoremi di Trevisan e v. Kerekjärto. 
Rend. Sem. mat. Univ. Padova 20, 224—231 (1951). | 

L’Autrice deduce un teorema di v. Kerekjärtö sull’esistenza di punti uniti 
in una trasformazione topologica del cerchio da un altro dello stesso tipo, ottenuto 
da Trevisan come larga estensione di un risultato di Scorza Dragoni. 

Giuseppe Scorza Dragoni. 

Bing, R. H.: A charaeterization of 3-space by partitionings. Trans. Amer. 
math. Soc. 70, 15—27 (1951). 

The notion of partitioning a space, introduced recently by the author (this 
Zbl. 36, 118) and Moise (this Zbl. 36, 117), is applied in this paper to characterize 
3-sphere. Let S be a metric, compact, locally connected and connected space. A 
partitioning is called regular if each of its elements is the interior of the closure of 
this element. Theorem. A necessary and sufficient condition that S be 3-sphere 
is that one of its decreasing sequences of regular partitionings @,,@g,... have the 
following properties: 1) the boundary of each element of @, is a 2-sphere; 2) if 
the boundaries of two elements of U @, interseet, this intersection is a 2-cell; 
3) the intersection of the boundaries of three elements of @, is one dimensional 
at each of its points; 4) if ge@,,(g=S if i=1) the elements of @, in g may 
be ordered 9, - -, 9, 50 that the boundary F'(g,) of g, intersects F(g) U F(g,) wer: 

-uF(g,_,) in a connected set. — It is immediate that the compact continua 
A 'and M, are homeomorphic if there is a decreasing sequence of partitionings 

GG... (Ü=1,2) for M, and one-to-one correspondences T,: (7, > 6, 
such that 7, conserves ineidences and two elements of (,„ have a boundary point 
in common ; and only if the corresponding elements of 6 „have a boundary point 
in common. To prove the theorem it must be shown that given a space S with 
a sequence of partitioning (,, satisfying conditions 1)—4), one can construet step 
by step a .„.corresponding‘‘ partitioning of the 3-sphere. In this constr uction special 
attention must be payed to the facts discovered by Antoine [J. Math. pur. appl., 
VIII. Ser. 4, 221325 (1921)]. Similar characterizations of cercle and 2-sphere 
are also given. I.Pary. 
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Ivanov, A. A.: Die Isotopie der Kompakten in Euklidischen Räumen. Uspechi’ | 
mat. Nauk 6, Nr. 4 (44), 218—219 (1951) [Russisch]. ; 

Cohen, Herman J.: Some results eoncerning homogeneous plane continua. 
Duke math. J. 18, 467—474 (1951). 

A space is called homogeneous if the homeomorphisms of the space onto itself 
are transitive [Mazurkiewiez, Fundamenta Math. 5, 137—146 (1924)]. The author 
terms a space M locally homogeneous if, for each pair of its points x, y, there is 
a homeomorphism between two open subsets of M, one containing & the other %, 
such that & is mapped into y. He first strengthens some results of Mazurkiewiez: 
If a locally homogeneous, bounded plane continuum is locally connected, it is a 
simple closed curve. If a bounded plane continuum is homogeneous and either 
contains a simple closed curve, or is arewise connected, it must be a simple closed 
curve. The author proves further that if a bounded plane continuum is the union 
of disjoint simple closed curves it is a closed annulus. I. Faäry. 


Willeocks, T. H.: A note on some perfeet squared squares. Canadian J. Math. 
3, 304—308 (1951). 

(Vgl. hierzu Tutte, dies. Zbl. 40, 391). Verf. beschreibt Methoden zur Ge- 
winnung perfekter (nicht einfacher) Zerlegungen von Quadraten in Quadrate, 
wobei von perfekten Zerlegungen von Rechtecken in Quadrate ausgegangen wird, 
die direkt oder mit einigen Änderungen zu dem zu zerlegenden Quadrat zusammen- 
gesetzt werden. Die numerisch mitgeteilten Beispiele weisen Teilquadrate von ver- 
hältnismäßig kleiner ganzzahliger Seitenlänge auf. Besonders erwähnt sei eine hier 
erneut mitgeteilte perfekte Zerlegung eines Quadrats in 24 Quadrate, die Verf. 
bereits an anderer Stelle (Fairy Chess Rev. 7, Aug./Oct. 1948) veröffentlicht hatte; 
24 ist die kleinste bisher bekannte Ordnung einer solchen Zerlegung. 

ifred Stöhr. 

Stein, 8. K.: Convex maps. Proc. Amer. math. Soc. 2, 464—466 (1951). 

Eine ebene Landkarte M ist eine Einteilung der Ebene durch einfache Bogen 
und Kurven in eine endliche Anzahl zusammenhängender Mengen, von denen eine 
unbeschränkt ist, und so, daß der Kontinent, d. h. die Vereinigung der beschränkten 
Bereiche (Länder) zu einer Kreisscheibe homöomorph ist. Es wird die Frage be- 
handelt, wann M zu einer Karte mit konvexen Ländern äquivalent ist, d.h. wann 
man eine Karte mit lauter konvexen Ländern, die zu den Ländern von M homöo- 
morph sind, angeben kann mit denselben Inzidenzrelationen wie M. Hierzu ist 
offenbar notwendig, daß (a) alle Länder von M einfach-zusammenhängend sind, 
(b) der gemeinsame Rand zweier sich berührenden Länder zusammenhängend ist. 
Diese Bedingungen sind auch hinreichend. Verf. zeigt nämlich durch Induktion 
nach der Zahl der Länder, daß eine Karte unter diesen beiden Bedingungen zu einer 
konvexen polygonalen Karte äquivalent ist. Ewald Burger. 


Theoretische Physik. 
Elastizität. Plastizität: 


Beghin, H.: Sur la notion de travail dans la möcanique du eontinu. Ann. 
Inst. Fourier 2, 173—184 (1951). 

Eine sorgfältige Darstellung des Begriffes der inneren Arbeit bei kontinuier- 
lichen Medien und des Prinzips der virtuellen Arbeit. Dieses gelte für alle Systeme, 
mit und ohne Reibung, mit und ohne Deformationen und für alle Verschiebungen, 
erlaubte und verbotene. Sehr richtig; aber seine besondere Kraft zeigt es doch erst 
bei Anwendung auf die erlaubten Verschiebungen und die eingeprägten Kräfte. 
(Bem. des Ref., der auf S. 186 seiner Theoretischen Mechanik, Berlin 1949, dies. 
Zbl. 36, 243 hinweisen möchte.) Georg Hamel. 
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Krzywoblocki, M. Z.: On the so-called nlanıe of least work method. Öster- 


- reich. Ingenieur-Arch. 5, 81—96 (1951). 


We hei 


ET 


Bei der Anwendung des Satzes vom Maximum der Formänderungsarbeit wer- 
den zwei Fälle unterschieden. Beim ersten sind die statisch-unbestimmten Größen 
Einzelkräfte oder Momente, dann liefert das Verschwinden der ersten Ableitungen 
der in den Lasten und statisch-unbestimmten Größen ausgedrückten Formände- 
rungsarbeit die notwendige Anzahl von Bestimmungsgleichungen (manchmal als 
Castiglianosches Prinzip schlechthin bezeichnet). — Der zweite Fall liegt vor, wenn 
stetig verteilte Spannungen auftreten. Setzt man die unbekannten Spannungs- 
komponenten als geeignet gewählte Funktionen der Koordinaten mit unbestimmten 
Koeffizienten an und bildet wieder die Formänderungsarbeit, so werden diese 
Koeffizienten durch Nullsetzen der Ableitungen dieser Arbeit nach den Koeffizienten 
bestimmt (Rayleigh-Ritzsches Verfahren). An einer Anzahl von Beispielen zeigt 
der Verf., daß dieses Verfahren nicht immer zu einer brauchbaren Lösung führt. 
Der Verf. schlägt ein ‚‚verallgemeinertes Castiglianosches Prinzip“ vor, das für 
beide Fälle gilt, als Variationsprinzip aufgefaßt wird und in enger Beziehung zum 
Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie steht. Die vom Verf. behandelten 
Beispiele betreffen Kastenträger ohne und mit Versteifungsrippen und ähnliches. 

Theodor Pöschl. 

Timpe, A.: Spannungsfunktionen achsensymmetrischer Deformation in Zylin- 
derkoordinaten. Z. angew. Math. Mech. 31, 220—224 (1951). 

Im Anschluß an eigene frühere Arbeiten des Verf. [Z. angew. Math. Mech. 
4, 361—376 (1924); dies. Zbl. 30, 86; 35, 401] wird das Problem der torsions- 
freien, achsensymmetrischen Beanspruchung von Drehkörpern mittels einer ein- 
zigen Funktion y gegeben, die der Bipotentialgleichung AAy = 0 genügt. Diese 
Art der Darstellung, für die Verf. eine einfache Herleitung gibt, rührt von A.E. 
H.Love her (Lehrbuch der Elastizität, Leipzig 1907, S. 317). Entwicklung der 
Ansätze für harmonische und biharmonische Spannungsfunktionen 4., 5. und 6. 
Grades und Erklärung ihrer Bedeutung. Theodor Pöschl. 

Hamel, Georg: Zwei Bemerkungen zur allgemeinen Frage der klassischen 
Elastizitätstheorie. Z. angew. Math. Mech. 31, 266—267 (1951). 

Neuber, H.: Über eine integrable, nieht-lineare Elastizitätstheorie. Z. angew. 
Math. Mech. 31, 267—268 (1951). 

Federhofer, Karl: Zum Elastizitätsproblem des kreiszylindrischen Flüssig- 
keitsbehälters veränderlicher Wandstärke. Z. angew. Math. Mech. 31, 270—271 
(1951). 

Nelson, Carl W.: A Fourier integral solution for the plane-stress problem of 
a eireular ring with eoncentrated radial loads. J. appl. Mech. 18, 173—182 (1951). 

Für einen Kreisring mit konzentrierten radialen Lasten auf dem Außen- und 
Innenrand wird eine einfache Lösung mit Hilfe des Fourier-Integrals angegeben. 
Die Betrachtung beschränkt sich auf zwei entgegengesetzt gleichgroße Kräfte, von 
denen die eine gegen den Außenrand, die andere gegen den Innenrand drückt. Beide 


- Kräfte wirken längs desselben Radius, bilden daher ein Gleichgewichtssystem, so 


daß die hervorgerufene Spannungsstörung auf die nähere Umgebung des belasteten 
Querschnittes beschränkt bleibt. Mit Hilfe des bekannten Produktansatzes für die 
einzelnen Glieder der Airyschen Spannungsfunktion in Polarkoordinaten ergibt sich 
eine unendliche Reihe, welche sich als Parameterintegral schreiben läßt. Die Be- 
stimmung der im Integranden auftretenden Parameterfunktion ergibt sich alsdann 
aus dem Fourier-Theorem. Schließlich erscheinen die Spannungen als bestimmte 
Integrale. Die Auswertung wird für ein Beispiel durchgeführt, wobei Verf. die be- 
stimmten Integrale auf schnell konvergente Reihen zurückführt. Die Anwendung 
auf. gekrümmte Träger wird empfohlen. H. Neuber. 
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Edwards, R. H.: Stress eoneentrations around spheroidal inelusions and cavi- 
ties. J. appl. Mech. 18, 19—30 (1951). 

Es wird die Spannungskonzentration in der Umgebung eines ellipsoidischen 
Hohlraumes im wesentlichen für drei Sonderfälle untersucht. 1. Der Hohlraum ist 
unbelastet (Übereinstimmung mit den Rechnungen von Neuber, Sadowsky und 
Sternberg); 2. Der Hohlraum ist ausgefüllt von einem elastischen Medium, mit 
anderen Elastizitätskonstanten als der umgebende Werkstoff (Übereinstimmung 
mit den Rechnungen von Goodier und Donnell); 3. Das im Hohlraum befindliche 
Medium ist einer Temperaturerhöhung unterworfen. (Die Lösung von Myklestad 
für den Sonderfall der Übereinstimmung der elastischen Eigenschaften beider 
Medien wird vom Verf. bestätigt.) Während in den ersten beiden Fällen das um- 
gebende Medium in großer Entfernung einer gleichmäßigen Beanspruchung unter- 
worfen ist, ist im dritten Falle die äußere Beanspruchung gleich Null, so daß es 
sich dabei um die reinen Wärmespannungen handelt. Die Spannungswerte sind in 
Diagrammen dargestellt. H. Neuber. 

Cicala, P.: The effeet of initial deformations on the behaviour of a eylindrieal 
shell under axial compression. Quart. appl. Math. 9, 273—293 (1951). 

Münz, H.: Ein Integrationsverfahren für die Berechnung der Biegespannungen 
achsensymmetrischer Schalen unter achsensymmetrischer Belastung. Ingenieur- 
Arch. 19, 103—117 (1951). 

Verf. geht aus von den bei Schalen üblichen Voraussetzungen (lineare Dehnungs- 
verteilung über die Schalendicke, Vernachlässigung des Einflusses jener Spannungs- 
komponenten auf die Verformung, welche in den zur Schalenschnittfläche äqui- 


distanten Schnittflächen wirken, u.a.). Nach Aufstellung der formänderungs- 


geometrischen Beziehungen unter Einschaltung des Hookeschen Gesetzes und An- 
gabe”der Gleichgewichtsbedingungen wird die potentielle Energie formuliert, wobei 
der Winkel der Meridiantangente mit der Symmetrieachse als Integrationsvariable 
auftritt. Der unter dem Integral stehende Ausdruck (die Arbeit der äußeren Kräfte 
ist berücksichtigt) wird nunmehr als Lagrangesche Funktion aufgefaßt, so daß das 
Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie verglichen wird mit dem Minimum 
des Zeitintegrals der Lagrangeschen Funktion im Sinne des Hamiltonschen Prinzips 
(ein solcher Gedankengang ist natürlich nur infolge der vorausgesetzten Symmetrie 
des Problems möglich). Es wird gezeigt, wie sich das kanonische Variationsproblem 
und die kanonischen Gleichungen formulieren und deuten lassen. Die sich daraus 
ergebenden rechnerischen Vorteile bei der Integration sollen in der zweiten Mit- 
teilung gezeigt werden. H. Neuber. 


Goran, L. A.: A minimum energy solution and an electrical analogy for the 
stress distribution in stiffened shells. J. aeronaut. Sei. 18, 407—-416 (1951). 


Auf Grund der im Flugzeugbau üblichen Annahme, daß die Längsversteifungen 
nur Längskräfte übertragen, während der gesamte Schub von den dazwischen be- 
findlichen Blechwänden aufgenommen wird, entwickelt Verf. einen allgemeinen 
Rechnungsgang für versteifte Schalen und zeigt mit Hilfe des Minimalprinzips der 
Formänderungsenergie, daß für das Problem eine elektrische Analogie besteht; 


der grundsätzliche Aufbau der elektrischen Ersatzschaltung wird für einzelne Bau- 
glieder angegeben. H. Neuber. 


Torre, €.: Über die physikalische Bedeutung der Mohrschen Hüllkurve. Z. 
angew. Math. Mech. 31, 275—277 (1951). 


Parkus, H.: Zur Berechnung von Gewölbestaumauern als Schalen. Z. angew. 
Math. Mech. 31, 277—278 (1951). 


Jung, H.: Druckverteilung unter elastisch gelagerten Kreisplatten. Z. angew. 


Math. Mech. 31, 279—280 (1951). 


Peer 
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“ Zena, W.: Membrantheorie verallgemeinerter Rotationssehalen. Ingenieur- 

Arch. 19, 228—-230 (1951). 

Für eine spezielle Flächenklasse, die sogenannten verallgemeinerten Rotations- 
flächen, wird ein Verfahren zur Bestimmung des Membranspannungszustandes 
angegeben, das die Einführung einer Spannungsfunktion vermeidet und für die 
praktische Rechnung (Differenzenverfahren) besonders geeignet erscheint. Wie bei 
den Rotationsschalen (vgl. Zerna, dies. Zbl. 32, 222) gelingt es Verf., die drei 
Gleichgewichtsbedingungen (insbesondere durch Elimination der Ableitungen der 
Schubkräfte aus den ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen) auf eine einzige 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung für die eine reduzierte Längskraft 
zurückzuführen. Viktor Garten. 

Zerna, W.: Zur Spannungsfunktion bei Membransehalen. Z. angew. Math. 
Mech. 31, 272 (1951). 

Hannah, Margaret: Contact stress and deformation in a thin elastie layer. 
Quart. J. Mech. appl. Math. 4, 94—105 (1951). 

- In der Textiltechnik werden zur Führung der Textilfaser scheibenförmige 
Rollen benutzt, von denen die eine aus Stahl hergestellt ist, während die andere 
aus einem Metallmittelstück mit einer ziemlich dünnen, besonders elastischen 
Deckschicht besteht. Beide Rollen werden gegeneinander gedrückt. Druckvertei- 
lung und Berührungslänge sind von großer Bedeutung für die Eignung derartiger 
Rollensysteme bei Spinn- und Webvorgängen. Verf. untersucht diese Frage mit 
Berücksichtigung der auftretenden Parameter (Elastizitätskonstanten der Materi- 
alien, Dicke der Randschicht, Druckkraft). Es zeigt sich, daß die Dicke der Rand- 
schicht die wichtigste Einflußgröße für den Zusammenhang zwischen Belastung 
und Deformation darstellt. Auch ein Gleiten der Schicht am Innenrand wird in 
Betracht gezogen. H. Neuber. 

Korenev, B. 6.: Über die Verbiegung einer unbegrenzten Platte, die auf einem 
elastischen Grunde liegt. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 417—420 (1951) 
[Russisch ]. 

Bezeichnet X (r) die Einsenkung der Unterlage infolge einer Einzelkraft ?P=1 
inr=0, D— die Biegesteifigkeit der Platte, p, — den allseitigen spezifischen Zug 
in ihrer Ebene und J, — die Besselsche Funktion nullter Ordnung, so ist die Durch- 
biegung der Platte in r unter der Einwirkung von P 

— En 

w(r) = = a mit c(y) = 2% j 2K(r) J,(yr)dr. 

N) 0 
Verf. gibt nun eine kurze Übersicht über die analytischen Ausdrücke für c(y), die 
den gebräuchlichsten Annahmen über die Form des Kerns K(r) entsprechen. Durch 
entsprechende Integration der Einflußfunktion w(r) werden schließlich Biege- 
flächen erhalten, die von ringförmig verteilten Belastungen herrühren. 

S. Woinowsky-Krieger. 

Ugodäkev, A. 6.: Bestimmung der Spannung bei Einpressung von Kreis- 

‚ scheiben in eine Pfiatte, die von emer speziellen Kurve begrenzt ist. Doklady Akad. 

Nauk SSSR, n. Ser. 77, 210°—216 (1951) [Russisch ]. 

Verf. betrachtet ein Gebiet, dessen Gestalt durch die Abbildungsfunktion 
z=kif1—al) (k>0,0 <a<1) des Einheitskreises og — 1 auf dieses Gebiet 
gegeben ist. In dieses geschlossene Gebiet mit den Eigenschaften einer ebenen 
elastischen Platte wird eine Anzahl kreisförmiger Scheiben aus gleichem Material mit 
Vorspannung (z. B. durch vorherige Erwärmung) eingepreßt. Verf. behandelt den 
herbeigeführten Spannungszustand zunächst allgemein unter Verwendung von Span- 
nungsfunktionen einer komplexen Veränderlichen nach N. I. Muschelisvili. 
Spannungsausdrücke werden entwickelt im Sonderfall einer Kreisscheibe im Zentrum 
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einer ovalförmig begrenzten Scheibe, sowie im Fall von zwei gleichen Scheiben 
auf der großen Mittelachse des Ovals. Spannungskurven, die sich auf diesen letzten 
Fall beziehen, erläutern die Darstellung. S. Woinowsky-Krieger. 

Kucharski, W.: Beiträge zur Theorie der dureh gleichförmigen Schub be- 
anspruchten Platte. II. Ingenieur-Arch. 19, 22—30 (1951). Be 

Die in beiden vorhergehenden Mitteilungen (dies. Zbl. 40, 396, 397) behandelte ‚Diffe- 
rentialgleichung wird nunmehr als Wellengleichung aufgefaßt. Durch die ‚ Substitution 
s= xcos& + ysin«— ct ergibt sich die Differentialgleichung (1) + (49 sin2o)f"=0, 
wo Striche Differentiation nach s bedeuten. Dabei bedeuten c die Wellengeschwindigkeit und 
& den Winkel, den c mit der x-Achse bildet. Mit dem Schubspannungsbeiwert ® — konst. ergibt 
sich (1) als eine gewöhnliche Differentialgleichung mit konstanten Beiwerten. Von der all- 
gemeinen Lösung für f(s) haben nur die trigonometrischen Funktionen Interesse, nämlich 
(3) f(s) = C,sinks-+ (,cosks® mit ®=c?—4#sin2a. Der Zusammenhang zwischen 
Wellengeschwindigkeit c und Wellenlänge I ist durch die Gleichung gegeben (4) ? = 42/1? + 
19sin2«, d.h. die Wellen haben Dispersion. Die Wellengeschwindigkeit ist außerdem von 
der Richtung & abhängig und zwar um so mehr, je größer bei gleichem Wert k der Schubspan- | 
nungsbeiwert 9 wird. Aus Gl. (3) ergibt sich (5) „= +92, Cm =? — 9/2, und für 
jedes k2 gibt es einen kritischen Wert 9, —=2%k?, für welchen c ,„ — 0 ist. Bei diesem Wert 
von 9, beult die Platte in Parallelstreifen aus und zwar mit der Wellenfront normal zur Druck- 
richtung. Die kritische Wellenlänge l,, für die c „= 0 wird, ergibt sich mit k=2n/l aus 
(5) zu %&=8n2/$. Zur anschaulichen Darstellung von c als Funktion von x ist die Größe 
cl geeignet, für welche sich ergibt: „?= c?/4—=1-+1?sin2a/l;. Es wird die Funktion 
y(&) in einem Polarkoordinatensystem mit y als Radius und « als Winkel aufgetragen. Für 
I=0 ergibt sich ein Kreis um den Mittelpunkt mit Radius Eins, für den höchst zulässigen 
Wert 1=1, ergeben sich zwei Kreise vom Radius 1/y3, die sich im Mittelpunkt des ersten 
Kreises (1 = 0) berühren und deren eigene Mittelpunkte auf der um 45° gegen die x-Achse im 
positiven Sinne geneigten Geraden liegen. y (x) ist eine Funktion, die beim Anwachsen von 
d von Null bis zum zulässigen Maximalwert //l, = 1 die letzteren Kreise in einen zentralen Kreis 
vom gleichen Flächeninhalt überführt. — Danach werden stehende Wellen in Plattenstreifen 
mit festgehaltenen Rändern sowie in gewissen Scharen von Platten nach Parallelogrammen 
untersucht. Diese Wellenformen entstehen durch leichte Abänderung der sich aus (1) ergebenden 
"Lösung (2). Zum Schluß wird ein allgemeiner Ansatz für stehende Wellen gemacht, der aber 
wegen seines verwickelten Aufbaues nicht weiter verfolgt wird. — (Berichtigung: Die dritte 
Gl. auf 8.24 muß sein: ?=1/4n?—= 2 02/9.) Rolf Gran Olsson. 

Swida, W.: Zum Problem der schiefen Platte. Z. angew. Math. Mech. 31, 
274—275 (1951). 

Kuhn, Rudolf: Spannungsoptische Teillösung des Problems der Plattenbiegung 
auf Grund des Gleiehnisses zwischen Platte und Scheibe. Forsch. Gebiete Ingenieur- 
wes. 17, 45—50 (1951). 

Plass jr., H. J.: Sinusoidal torsional buckling of bars of angle seetion under 
bending loads, as a problem in plate theory. J. appl. Mech. 18, 285—292 (1951). 

Dörr, Johannes: Bemerkung zur Elastizitätstheorie der parallelogrammförmigen 
Scheibe mit starren, gelenkig verbundenen Randstäben. Österreich. Ingenieur-Arch. 
5, 34—36 (1951). 

Salion, V. E.: Die dynamische Stabilität der ebenen Form der Verbiegung. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 873—874 (1951) [Russisch]. 

Norzi, Livio: Il earico di punta di una colonna a maglie rettangolari. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., Ser. VIII 10, 217—219 (1951). 

Mit Hilfe der energetischen Methode wird für einen Rechteckrahmen mit 
hinreichend vielen horizontalen Verbindungsstäben bei axialer Belastung durch 
eine symmetrisch angreifende Einzelkraft die kritische Drucklast berechnet. Verf. 
benutzt dabei Stabilitätskriterien einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 30, 278). Die 
Fälle symmetrischer und antisymmetrischer Ausbeulung werden genauer unter- 
sucht. Im letzten Fall enthält die sich ergebende Formel für die Knicklast im 
Gegensatz zu der in der Technik üblichen Formel eine Abhängigkeit vom Quer- 
schnitt der vertikalen Rahmenstäbe. Ruth Moufang. 


Sheng, P. L.: Note on the torsional rigidity of semi-eireular bars. Quart. appl. 
Math. 9, 309-310 (1951). 
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a Sehade, Th.: Berechnung der Druckverteilung eines belasteten Balkens auf 
elastischem Untergrund. Z. angew. Math. Mech. 31, 272—274 (1951). 


Filonenko-Borodi®, M. M.: Das Problem des Gleichgewichts eines elastischen 
Parallelepipeds mit vorgegebenen Lasten auf seinen Randflächen. Priklad. Mat. 
Mech. 15, 137—148 (1951) [Russisch]. 

Verf. drückt den Spannungstensor durch drei Maxwellsche Spannungsfunk- 
tionen aus, die in der Form 9, = 8.3 I A,.n, Pm(X) P.(y) P,@) @=1,2,3) an- 


geschrieben werden. Die Funktionen P werden derart gewählt, daß die Anfangs- 
glieder der Summe die vorgeschriebenen Oberflächenspannungen ergeben, während die 
übrigen Glieder verschwindende Spannungen an der Oberfläche liefern. Verf. bedient 
sich für diese letzteren Funktionen des Ansatzes P,,(x) = cos - — c08 me 
(m = 0,1,2,...) (und analog für P,, P,), so daß P,,(x) an den Begrenzungsebenen 
x = 0, d samt ihrer ersten Ableitung verschwindet. Die Parameter A werden aus 
dem Satz von Castigliano bestimmt, wodurch näherungsweise auch den Kom- 
patibilitätsbedingungen genügt wird. Verf. belastet dann die beiden durch x = 0,d; 
y=0,k begrenzten Flächen 2=0,h nach dem Gesetz der Druckverteilung 
sin? “7 sin272 und berechnet dafür die Normalspannungen o,. Bei d=k=1, 
h—= 2 zeigt die Spannungsverteilung über den Mittelschnitt 2 = 1 bereits in der 
zweiten Näherung eine gute Übereinstimmung mit dem Prinzip von Saint-Venant.. 
S. Woinowsky-Krieger. 

Benischek, J.: Allgemeine Berechnung der Spannungen in einem durch inneren 
Überdruck (p atü) belasteten und von außen ungleichmäßig erwärmten, kreisförmig 
gekrümmten Rohre. Österreich. Ingenieur-Arch. 5, 117—129 (1951). 

Für das angenommene kreisförmig gekrümmte und geschlossene Rohr werden 
die in der Theorie dünner Schalen üblichen Annahmen zugrunde gelegt; ferner 
isotropes Material mit linearem Spannungs-Dehnungs-Gesetz. Die Temperatur 
wird auf der inneren Rohrwand konstant, auf der äußeren Wand nach einem Cosinus- 
gesetz und der Wärmeübergang von außen nach innen linear verlaufend angenommen. 
Das Problem wird als achsial-symmetrisch vorausgesetzt, und die zur Lösung 
dienenden Gleichungen werden in der von H. Reissner, E. Meissner u.a. ver- 
wendeten Form verwendet. Theodor Pöschl. 

. Read jr., W. T.: Formulas for the determination of residual stress in wires 
by the layer removal method. J. appl. Phys. 22, 415—416 (1951). 

Rivlin, R. S. and D. W. Saunders: Large elastie deformations of isotropie 
materials. VII. Experiments on the deformation of rubber. Philos. Trans. roy. Soc. 
London, Ser. A 243, 251—288 (1951). 

Rivlin, R. S. and A. G. Thomas: Large elastie deformations of isotropie mate- 
rials. VIII. Strain distribution around a hole in a sheet. Philos. Trans. roy. Soc. 
London, Ser. A 243, 289—298 (1951). 

Als Fortsetzung der Abhandlungsreihe der Verff. (dies. Zbl. 29, 326, 327; 31, 
426; 35, 415; 36, 249) wird in VII. gezeigt, wie die großen elastischen Deformationen 
von inkompressiblen isotropen Materialien, die in den vorhergehenden Noten unter- 
sucht wurden, dazu benützt werden können, die Belastungs-Dehnungs-Kurven 
zu deuten, die für gewisse Verformungstypen aus vulkanisiertem Gummi durch eine 
einzige Energiefunktion dargestellt wurden. Diese Typen betreffen: homogene 
Deformationen und Gleitungen von dünnen Schichten und Streifen, einfache Torsion 
und die Überlagerung von Dehnung und Torsion eines geraden Kreiszylinders. — 
In VIII. wird die Verformung theoretisch untersucht, die durch radiale Kräfte in 
einer dünnen Kreisschicht mit einer kreisförmigen Höhlung durch radiale Kräfte 


entsteht und die Ergebnisse mit den experimentell erhaltenen verglichen. 
Theodor Pöschl. 
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Hill, R. and M. P.L. Siebel: On eombined bending and twisting of thin tubes 
in the plastie range. Philos. Mag., VII. Ser. 42, 722—133 (1951). I 
Berechnung der Spannungen und der Verwerfung in einem teilweise plasti- 
schen dünnen Rohr von beliebigem Querschnitt, das durch Biege- und Verdreh- 
momente in irgendwelcher Verteilung gleichsinnig belastet ist. Die Theorie wird 
auf die v. Misessche Fließbedingung und die Reußschen Spannungs-Dehnungs- 
Gleichungen gegründet. Die Gleichungen werden zunächst für ein vollständig 
elastisches Rohr angegeben, sodann wird für ein Rohr mit zwei Symmetrieachsen 
und für verschiedene Lastverteilungen eine Plastizierung in zwei Bereichen angenom- 
nen, für welche das Problem statisch bestimmt bleibt. Auch der Vergleich mit 
den Henckyschen Relationen, bei welchen die totale Dehnung eingeführt wird, er- 
gibt nur geringe Abweichungen. Theodor Pöschl. 
Katanov, L. M.: Die Stabilität der ebenen Form der Verbiegung jenseits der 
Elastizitätsgrenze. Doklady Akad. Nauk SSSR, n.Ser. 7%, 989—992 (1951) 
[Russisch ]. | 
Ein Stab mit rechteckigem Querschnitt und einer in der Ebene seiner größten 
Steifigkeit gekrümmten Achse sei in dieser selben Ebene einer Biegung unterworfen. 
Ist L das Biegemoment und M das Grenzmoment bei rein elastischer Biegung, so 
bilden sich im Querschnitt bei L > M zwei plastische und eine elastische Zone. 
Verf. betrachtet die Gleichgewichtsbedingungen an einem ausgekippten Querschnitt 
in diesem elastisch-plastischen Stadium und entwickelt aus ihnen heraus gewisse 
Minderungsfaktoren für die effektive Torsionssteifigkeit und die effektive seit- 
liche Biegesteifigkeit des Querschnitts. Diese Faktoren werden in Abhängigkeit 


vom Argument yı — |L|/M durch Kurven wiedergegeben. Durch Einführung der 
wirksamen Steifigkeiten in die Clebsch-Kirchhoffschen Gleichungen käme man dann 
zu Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten, die als Eigenwert die kriti- 
sche Belastung liefern müßten. Verf. erwägt auch die Anwendung der Ritzschen 
Methode, sieht aber von der Behandlung eines konkreten Kipproblems auf der 
Grundlage der von ihm gewonnenen Ergebnisse ab. S. Woinowsky-Krieger. 

Volkov, 8. D.: Eine verallgemeinerte Plastizitätsbedingung. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 79, 213—216 (1951) [Russisch]. 

Geiringer, Hilda: Simple waves in the complete general problem of plastieity 
theory. Proc. nat. Acad. Sci. USA 37, 214—220 (1951). 

Verf. untersucht die Ausbreitung von Wellen im plastischen Medium unter 
Voraussetzung des sogenannten „vollständigen ebenen‘ Problemes, bei welchem 
5 Variable auftreten (3 Spannungskomponenten und 2 Geschwindigkeitskompo- 
nenten). Hinzu kommen noch die drei Komponenten des Tensors der Drehungs- 
geschwindigkeiten. Die zugehörigen Gleichungen sind 2 Gleichgewichtsbedingungen, 
1 Fließbedingung, ferner 5 Formänderungsbedingungen. Die Integration des Span- 
nungsproblems wird nach der Charakteristikenmethode durchgeführt (in ähnlicher 
Weise wie bei H. Neuber, dies. Zbl. 30, 376, Bem. d. Ref.). Nach Ermittlung der 
Spannungen führt das Verschiebungsproblem auf zusätzliche Integrationen, die sich 
ebenfalls mit der Charakteristikenmethode angeben lassen. Auf diese Weise lassen 
sich einfache Wellenausbreitungen in plastischen Medien rechnerisch verfolgen. 

H. Neuber. 

Lubkin, J. L.: The torsion of elastie spheres in eontaet. J. appl. Mech. 18, 
183—187 (1951). 

Zwei gegeneinander gedrückte elastische Kugeln oder Umdrehungskörper 
werden gleichzeitig durch ein Torsionsmoment gegeneinander gedreht. Die hier- 
durch hervorgerufene zusätzliche Spannungsverteilung würde bei Aufrechterhal- 
tung der Haftbedingung innerhalb der Berührungsfläche unendlich hohe Spannun- 
gen ergeben. Verf. führt deshalb die Annahme ein, daß Gleiten eintritt und für 
die Reibungsspannung das Coulombsche Reibungsgesetz gilt. Er setzt für die Normal- 
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' spannung die aus der Lösung von Hertz bekannte Verteilung voraus und nimmt 


_ einen konstanten Reibungskoeffizienten an. Auf diese Weise ergeben sich endliche 


Werte für die Spannungsverteilung. Die Ausdrücke lassen sich mit Hilfe elliptischer 
Integrale explizit angeben. H. Neuber. 


Ghosh, M. and $. K. &hosh: Dynamics of the vibration of a bar exeited by the 
longitudinal impaet of an elastie load. Indian J. Phys. 25, 153—162 (1951). 

Ein einseitig eingespannter Balken erfährt am freien Ende einen Stoß in Längs- 
richtung. Verf. gibt hierfür eine Lösung mit Hilfe der bei Schwingungen üblichen 
Operatorenmethode an. Der Vorteil besteht in der Gewinnung einfacher Ausdrücke, 
die für jeden Zeitabschnitt des Vorganges anwendbar sind, während die Methode 
der Variation der Konstanten längere Rechnungen erforderlich macht. 

H. Neuber. 

Mettler, E.: Zum Problem der Stabilität erzwungener Schwingungen elasti- 
scher Körper. Z. angew. Math. Mech. 31, 263—264 (1951). 

Ekstein, H. and T. Schiffman: Elastie vibrations of almost eubie parallelepipeds. 
J. appl. Phys. 22, 1215 (1951). 

Richter, Hans: Stoßwellen in isotropen elastischen Medien. Z. angew. Math. 
Mech. 31, 280—281 (1951). 

Seelkatev, V. N.: Anwendung von Operatormethoden auf die Lösung eines 
Problems der Bewegung einer elastischen Flüssigkeit in einer elastischen Schicht. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 751—754 (1951) [Russisch]. 

Voelz, Kurt: Die Dämpfung akustischer Resonatoren. Z. angew. Phys. 3, 
67—72 (1951). 

eKinsler, Lawrence E. and Austin R. Frey: Fundamentals of acousties. New 
York: John Wiley and Sons, Ine.; London: Chapman and Hall, Ltd., 1951. VII, 
516 p. 48s. net. 

—Biizard, Robert B.: Viseo-elastieity of rubber. J. appl. Phys. 22, 730—735 
1951). 
at das visko-elastische Verhalten von Gummi im Frequenzbereich, über dem 
das Kriechen von Bedeutung ist und unter dem er sich wie ein starrer Körper ver- 
hält, werden folgende Annahmen eingeführt: 1. Der Gummi ist aus biegsamen 
Kettenmolekülen zusammengesetzt, von denen einige durch Kreuzgelenke ver- 
bunden sind und 2. ausgenommen von sekundären Bindungen, die durch thermi- 
sche Einwirkungen leicht zerrissen werden können, und den Kreuzgelenken, sind 
die Molekülketten im Material frei beweglich (d.h. es gibt keine Kristallisation). 
Mit Benützung der Boltzmannschen Ansätze wird eine Theorie für das dynamische 
Verhalten entwickelt, auf Grund deren es möglich ist, für eine besondere Art von 
Gummi die molekulare Konfiguration auch statisch zu kennzeichnen. Dieses Pro- 
blem wurde von P. J. Flory, W.H. Stockmeyer u.a. diskutiert. 

Theodor Pöschl. 


Hydrodynamik: 


Nickel, K.: Integralgleichungen erster Art in der Strömungslehre und ihre 
Auflösung. Z. angew. Math. Mech. 31, 285—286 (1951). 

Giese, J. H.: Stream funetions for three-dimensional flows. J. Math. Physics 
30, 31—35 (1951). 

Zunächst werden Stromfunktionen im Raume aufgestellt. Da eine Funktion 
im Raume stets einer Fläche entspricht, eine Stromlinie im Raume aber durch den 
Schnitt zweier Flächen festgelegt ist, bedarf es nun zweier Stromfunktionen. Das 
äußere Produkt beider Gradienten gibt dann den Stromdichtevektor. Anschließend 
wird das Variationsprinzip für die Impulsdichte behandelt. Hier sei die Arbeit 
von E. Hölder erwähnt (dies. Zbl. 38, 114). Klaus Oswatitsch. 
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Reissner, Eric: Note on the relation of lifting-line theory to lifting-surface 
theory. J. aeronaut. Sci. 18, 212—214 (1951). RE vr 

Setzt man die Druckverteilung eines unendlich breiten Flügels in Unterschall- 
strömung mit der Anstellwinkelverteilung W(x) cos (y/s) und der Tiefe 2 an als 
p(x, y) = P(x) eos (y/s), wobei s als eine Art Flügelstreckung gedeutet werden 
kann, so geht die Integralgleichung für p über in 
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tionen zweiter Art); und für kleine |z| (d.h. große s) gilt näherungsweise F'(2) N 
(0,808 — 4 In |2|). Beibehaltung nur des ersten Integrals in (1) liefert die ebene 
Theorie, des ersten und zweiten Integrals die Traglinientheorie, während das dritte 
Integral für große s ein zu s-?Ins und zu s-? proportionales Glied ergibt, wobei 
der Zahlfaktor des letzteren nicht denselben Wert wie in der erweiterten Traglinien- 
theorie des Ref. (dies. Zbl. 40, 112) zu haben braucht. Johannes Weissinger. 

Jones, E. E.: The effect of the non-uniformity of the stream on the aero- 
dynamic characteristies of a moving aerofoil. Quart. J. Mech. appl. Math. 4, 64—77 

1901). 

komplexe Potential Q eines beliebig bewegten Profils in einer beliebigen 
Potentialströmung einer reibungslosen inkompressiblen Flüssigkeit läßt sich schrei- 
ben als Summe des Potentials 2, für den bewegten Körper in ruhender Flüssigkeit 
und des Potentials Q, für den ruhenden Körper in der strömenden Flüssigkeit. 
2, (nebst Auftrieb, Widerstand und Moment) ist von Morris [Proc. roy. Soc. 
London, Ser. A 188, 439 (1947)] bestimmt worden. Verf. berechnet 2, und die 
zu 2 gehörige Kraft sowie das Moment unter der Voraussetzung, daß das Potential 
“2, der Grundströmung ein Polynom vierten Grades ist (wodurch die Betrachtungen 
in großer Entfernung vom Profil i.a. nicht gültig sind). Als Spezialfall wird ein 
Joukowskiprofil geringer Dieke und Wölbung bei quadratischem Q,, d. h. näherungs- 
weise in einer Quell- bzw. Senkenströmung betrachtet. Johannes Weissinger. 

Scholz, N.: On the ealeulation of the potential flow around airfoils in casceade. 
J. aeronaut. Sci. 18, 68—69 (1951). 

Gitter mit schwach gewölbten Profilen werden mit der Singularitätenmethode 
behandelt. Es wird dabei jeder Flügel des Gitters durch eine Verteilung von Wirbeln 
und Quellen auf der Profilachse ersetzt. Um bei der Berechnung der induzierten 
Geschwindigkeit w die Singularität des Integranden zu vermeiden, wird w für einen 
Einzelflügel abgezogen, so daß bleibt: 

+1j2 5 he 
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Hier sind A der Winkel zwischen der Gitterachse und der y-Achse, x die Richtung 
der Flügeltiefe (2), t der Flügelabstand in Gitterriehtung und schließlich A 
q+ iy die Quellen- und Wirbelverteilungen. Die Funktion in der eckigen Klammer 
ist regulär im ganzen Integrationsbereich und eine universelle Funktion von 
 (&— x’)/t. Sie ist in Diagrammen in Z. angew. Math. Mech. 30, 262 (1950); dies. 
Zbl. 37, 278 gegeben, wo auch mehrere Beispielrechnungen mit Druckverteilungen 
gebracht sind. 7 F. Riegels. 
Kaufmann, W.: Über den Mechanismus der Wirbelkerne einer Kärmänschen 
Wirbelstraße. Ingenieur-Arch. 19, 192—199 (1951). 
Vorliegende Untersuchung ist der Frage gewidmet, ob das theoretische Strö- 
mungsbild einer Kärmänschen Wirbelstraße dadurch wesentlich gestört wird, daß 
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in einer natürlichen Flüssigkeit keine Potentialwirbel auftreten, sondern Wirbel 


_ von endlichem Querschnitt des Kernes. Unter der Voraussetzung, daß die Kern- 


ränder angenähert Kreise sind, kann die Energie eines Wirbelkernes berechnet werden. 
Sie hängt in diesem Fall nur von der Zirkulation ab. Die Ausrechnung ergibt, daß 
etwa 1/3 der geleisteten Arbeit in Kernenergie umgesetzt wird. Die Wirbelkerne - 
stellen für sich stabile Gebilde dar und können also am Zerflattern der Wirbelstraße 
nur insoweit beteiligt sein, als durch den Energieverzehr sich das ideale Stromlinien- 
bild verändert. Walter Wuest. 


Morgan, 6. W.: A study of motions in a rotating liquid. Proc. roy. Soc. 
London, Ser. A 206, 108—130 (1951). 

J. Proudman [Proc. roy. Soc. London, Ser. A 92, 408 (1916)] wies darauf hin, daß jede 
in einer starr mit konstanter Winkelgeschwindigkeit & rotierenden reibungslosen Flüssigkeit 
erzeugte Relativbewegung notwendig zweidimensional verlaufen muß, wenn sie hinreichend 
langsam ist. Ist nämlich eine Linearisierung der Bewegungsgleichungen statthaft, so muß die 
sich ergebende Strömungsgeschwindigkeit in allen Ebenen senkrecht zur Rotationsachse die 
gleiche Verteilung haben. G.1I. Taylor hat in einer Reihe sehr bekannter Arbeiten (ebendort 
in den Jahren 1917—1924) bei Nachprüfung der Konsequenzen dieser Aussage sehr merk- 
würdige Strömungserscheinungen beobachtet. Trotz ausführlicher theoretischer Untersu- 
chungen von S.F. Grace (ebendort in mehreren Arbeiten 1923—1926) konnten diese Er- 
scHeinungen bisher nicht befriedigend aufgeklärt werden. Dafür ist inzwischen [H. Görtler, 
Z. angew. Math. Mech. 24, 210—214 (1944)] eine neue Erscheinung in rotierenden Flüssigkeiten 
entdeckt worden, die das merkwürdige Verhalten erzwungener Schwingungen in rotierenden 
Flüssigkeiten betrifft und darauf beruht, daß die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung 
der (kleinen) Schwingungsamplituden vom elliptischen oder hyperbolischen Typus ist, je nachdem 
die Kreisfrequenz 5 > oder <2o ist. In der vorliegenden Dissertation greift Verf. zunächst 
das Schwingungsproblem auf und gibt einige zylindersymmetrische Lösungen an, jedoch nicht 
solche, die dem Falle eines schwingenden festen Störkörpers entsprechen. Das Taylorsche 
Problem der Entstehung einer Relativströmung aus der Ruhe verursacht durch dreidimensio- 
nale Störungen und deren Verhalten, falls die Störungsgeschwindigkeit (etwa eines bewegten 
Körpers) für hinreichend große Zeiten konstant wird, greift Verf. mittels der Methode der 
Laplace-Transformation an. Die berechneten Beispiele sollen in Übereinstimmung mit den 
Taylorschen Versuchen zeigen, daß die Relativströmung in hinreichend langer Zeit schließlich 
zweidimensional wird. (Wird ein Körper längs der Rotationsachse bewegt, so kann dieses 
zweidimensionale stationäre Verhalten der Relativströmung jedenfalls überall erwartet werden 
außer in der unmittelbaren Nachbarschaft des den Körper einhüllenden, zur Rotationsachse 
parallelen Zylinders.) — Im einzelnen geben die Rechnungen des Verf. wiederholt zu Ein- 
wendungen Anlaß, seine Ergebnisse überzeugen daher nicht. Ref. stimmt mit dem Verf. 
überein, daß nun zunächst eingehendere experimentelle Untersuchungen dringend erwünscht 
erscheinen. Henry Görtler. 


Eppler, Richard: Zur Theorie der unstetigen Strömungen. Z. angew. Math. 
Mech. 31, 287—288 (1951). 

Gorup, Guntram v.: Bereehnung von Strömungsfunktionen. Z. angew. Math. 
Mech. 31, 284—285 (1951). 

Nickel, Karl: Über druekpunktfeste Profile. Z. angew. Math. Mech. 31, 297—298 
ren H.: The source-flow in supersonie and incompressible theories. J. 
aeronaut. Sci. 18, 431—432 (1951). 

Scholz, N.: On an extension of Glauert’s theory of thin airfoils to profiles in 
eascade. J. aeronaut. Sci. 18, 657—639 (1951). 

Sehliehting, H. and E. Trukkenbrodt: The flow around a rotating dise in a 
uniform stream. J. aeronaut. Sci. 18, 639—640 (1951). 

Luke, Yudell L. and Max A. Dengler: Tables of the Theodorsen eireulation 
funetion for generalized motion. J. aeronaut. Sci. 18, 478—483 (1951). 

Schröder, Kurt: Verwendung der Differenzenreehnung zur Berechnung der 
laminaren Grenzsehicht. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 439 — 
467 (1951). 


Es gibt Verfahren zur genäherten Berechnung der laminaren Grenzschichten, die für die 
Bedürfnisse der Praxis hinreichend rasch zum Ziele führen, im wesentlichen ein- und mehr- 
parametrige Verfahren nach dem Muster des Verfahrens von Pohlhausen. Diese Verfahren sind 


any 
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j Ansatz her Näherungsverfahren, die sich nicht beliebig verbessern lassen, auch 
ah ah Fehlerverhalten bis bes nicht abschätzen. Zur Kontrolle dieser RN an 
charakteristischen Beispielen besteht daher nach wie vor das Bedürfnis nach „strengen‘‘ Ver- 
fahren im Sinne von Approximationsmethoden, deren Genauigkeit sich beliebig steigern läßt, 
auch wenn der Zeitaufwand dieser Verfahren bereits bei der für die Praxis ausreichenden Ge- 
nauigkeit erheblich größer ist. Um ein solches Verfahren handelt es sich in der vorliegenden 
Arbeit, die bereits 1943 abgeschlossen vorlag, jedoch damals nicht im Druck ‚erscheinen konnte. 
Gewisse Transformationen führen die Grenzschichtgleichung ‚über in eine Differentialgleichung 
vom Wärmeleitungstypus mit zusätzlichen nichtlinearen Gliedern, die iterativ berücksichtigt 
werden. Für die numerische Durchführung werden die vorkommenden Ableitungen durch 
Differenzenquotienten ersetzt. Das Verfahren dient als Fortsetzungsmethode, um vorhandene 
Ausgangsprofile — etwa aus der Blasiusschen Reihe für die Umgebung des vorderen Staupunktes 
— in Hauptströmungsrichtung längs der Körperkontur fortzusetzen. Das in allen Einzelheiten 
ausführlich beschriebene Iterationsverfahren erfordert pro Schritt stromabwärts mindestens 
4 Stunden Rechenarbeit. Diese Arbeit kann wesentlich reduziert werden, wenn man das Iterations- 
verfahren nur in unmittelbarer Wandnähe anwendet, für den Rest des Grenzschichtprofils bis 
in die äußere Potentialströmung hinein jedoch einen bekannten zur Fortsetzungsrechnung 
dort geeigneten Integralausdruck benutzt. Grundsätzlich ließen sich die Iterationen überhaupt 
vermeiden. — Im Gegensatz zu dem einfacheren und rascher arbeitenden Differenzen-Verfahren 
von Görtler (dies. Zbl. 31, 45) ergeben sich keine Genauigkeitsverluste beim Durchschreiten 
einer Ablösungsstelle der Grenzschicht. Verf. erprobt sein Verfahren mit schönem Erfolg an 
mehreren instruktiven Beispielen und vergleicht die Ergebnisse mit den nach anderen Verfahren 
gewonnenen. Bemerkenswert ist das mit erheblicher Schrittzahl durchgerechnete Beispiel der 
Grenzschicht an einem nicht-angestellten elliptischen Zylinder unter Verwendung der Druck- 
messsungen von Schubauer [NACA techn. Note 527 (1935)]. Henry Görtler. 


Nigam, Swami, Dayal: Rotation of an infinite plane lamina: boundary layer 
growth: motion started impulsively from rest. Quart. appl. Math. 9, 89—91 (1951). 

Verf. berechnet die Strömung einer zähen Flüssigkeit über einem Boden, die 
entsteht, wenn der Boden aus der Ruhe heraus ruckartig in eine Rotation in sich 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit übergeführt wird. Er beschränkt sich dabei 
auf eine erste Näherung für Zeiten unmittelbar nach Bewegungsbeginn. Dieses 
Problem und darüber hinaus die Weiterentwicklung der Strömung im Sinne einer 
zweiten Näherung als zweites Glied in einer Potenzentwicklung nach der Zeit seit 
Bewegungsbeginn ist jedoch bereits von K.-H. Thiriot gelöst worden; er hat die 
Beiwertfunktionen geschlossen und als Zahlentafel angegeben, vgl. Z. angew. Math. 
Mech. 20, 1—13 (1940) und dies. Zbl. 39, 413. Henry Görtler. 

Lock, R. €.: The veloeity distribution in the laminar boundary layer between 
parallel streams. Quart. J. Mech. appl. Math. 4, 42—63 (1951). 

Die laminare Grenzschichtströmung zwischen zwei stationären inkompres- 
siblen Parallelströmungen mit dem Verhältnis U der Grundgeschwindigkeiten, 
o der Dichten und « der Zähigkeiten bestimmt sich aus der Blasiusschen Differential- 
gleichung 2f”’+ff” = 0 unter gewissen Randbedingungen an der Trennfläche 
und in +00. Ausgehend entweder von asymptotischen Entwicklungen im Un- 
endlichen oder von Anfangswerten in der Trennfläche, die nach der Kärmänschen 
Impulsmethode geschätzt sind, wird durch numerische Integration eine Lösung 
der Differentialgleichung gewonnen, die durch eine geeignete Variablentransfor- 
mation den Anfangsbedingungen angepaßt werden kann. Die Lösung hängt nur 
von den Parametern U und ou ab und wird in Zahlentabellen und Diagrammen 
für die Fälle U = 0,0 u. = 1, 10, 100 und 5,965 x 10? (Luft-Wasser) sowie U = 0,5, 
o4—= 1 mitgeteilt. Überdies wird die Kärmänsche Methode für verschiedene 
Profilformen betrachtet; die nach ihr errechneten Werte für Geschwindigkeit und 
Reibungsbeiwert in der Trennfläche stimmen gut mit den exakten Werten überein. 

Johannes Weissinger. 

Fogarty, Laurenee Eugene: The laminar boundary layer on a rotating blade. 
J. aeronaut. Sci. 18, 247—252 (1951). 

Ähnlich wie beim schräg angeströmten Zylinder zerfallen die Gleichungen der 
laminaren Grenzschicht an einem Zylinder, der in inkompressibler Flüssigkeit um 
eine zur Zylinderachse senkrechte Achse rotiert, in großer Entfernung von der 
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‚ Drehachse in zwei Gleichungen für die beiden zur Zylinderachse senkrechten Ge- 
' schwindigkeitskomponenten, die genau wie im ebenen Problem gebaut sind und 
daher nach bekannten Methoden gelöst werden können, und eine Gleichung, aus 
der sich dann die axiale Komponente bestimmt. Diese durch die Rotation hervor- 
gerufene Komponente hat also keinen Einfluß auf die Ablösung. Insbesondere 
werden Rechenmethoden und Zahlenergebnisse für eine ebene Platte und ein Profil 
mit Ablösung mitgeteilt. Johannes Weissinger. 

Batchelor, 6. K.: Note on a class of solutions of the Navier-Stokes equations 
representing steady rotationally-symmetrie flow. Quart. J. Mech. appl. Math. 4, 
29—41 (1951). 

In dieser Note werden ein- und zweiparametrige Scharen von Lösungen statio- 
närer drehsymmetrischer Strömungen zäher Flüssigkeiten beschrieben, die dadurch 
ausgezeichnet sind, daß sich für sie die Navier-Stokesschen Gleichungen auf ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen für eine unabhängige Lagenkoordinate reduzieren. 
Die Lösungen stellen Strömungen dar, die sich im Unendlichen wie starre Körper 
verhalten, und zwar sind die einparametrigen Scharen die Strömungen längs einer 
einzelnen Scheibe, die übrigens schon von v. Kärmän gefunden wurden [Z. angew. 
Math. Mech. 1, 244 (1921], die zweiparametrigen längs zweier paralleler Scheiben 
in endlicher Entfernung voneinander. Für große Reynoldssche Zahlen ergeben sich 
Strömungen, bei denen die beiden begrenzenden Ebenen durch einen Bereich von- 
einander getrennt sind, in dem sich die Flüssigkeit wie ein starrer Körper verhält, 
bei dem die Zähigkeitseffekte zu vernachlässigen sind. Theodor Pöschl. 

Finston, M.: Thermal effeets in ealendering viseous fluids. J. appl. Mech. 
18, 12—18 (1951). 

Untersuchungen der Wärmewirkungen in Plastiken, die als zähe Flüssigkeiten 
angesehen werden, wie sie beim Tuchpressen durch rotierende Walzen mit hohen 
Geschwindigkeiten verwendet werden. Die dabei erzeugte Blasen- und Schuppen- 
bildung wird der ungleichmäßigen Temperaturverteilung und deren Wirkung auf 
die physikalischen Eigenschaften des Materials zugeschrieben. Es bildet sich eine 
thermische Grenzschicht von solcher Dicke aus, wie sie für die Bildungen von Blasen 
erforderlich ist. — Als mathematischer Ansatz werden die Gleichungen für die Er- 
haltung der Masse, der Bewegungsgröße und der Energie für die zweidimensionale 
Strömung einer unzusammendrückbaren zähen Flüssigkeit in Bipolarkoordinaten 
verwendet und für die Zähigkeit Abhängigkeit von der Temperatur angenommen. — 
Als Teilergebnis sei hier ausgeführt, daß das Temperatur-Maximum, das sind die 
Punkte, in denen Blasenbildung zu erwarten ist, in 1/5 der Entfernung der Ober- 
fläche vom Schichtmittel zu erwarten ist. Theodor Pöschl. 

Heinrich, G.: Zur Theorie der Strömungslager. Z. angew. Math. Mech. 31, 
295—296 (1951). 

Freeman, jr., John €.: Note on the minimum eritical Reynolds number and 
the form parameter. J. aeronaut. Sci. 18, 350—351 (1951). 

Aus der Theorie der Stabilität der laminaren Reibungsschicht mit Absaugung ist bekannt, 
daß die kritische Reynoldssche Zahl Re, = U ö,/v der Reibungsschicht in eindeutiger Weise 
durch den Formparameter des Grenzschichtprofils H = ö,/9 bestimmt wird, (6, = Verdrän- 
gungsdicke, 9 — Impulsverlustdicke, U = Geschwindigkeit außerhalb der Reibungsschicht). 


Dies wurde 1943 von A. Ulrich nachgewiesen für die Geschwindigkeitsprofile der laminaren 
Grenzschicht mit Absaugung, die Ref. und K. Bussmann für die zur Potentialströmung 
U(x) = U,x" gehörigen Grenzschichtprofile mit dem Absaugegesetz »,(x) — x” =? für 
m =) (längsangeströmte ebene Platte) und m — 1 (ebene Staupunktströmung) berechnet hatten. 
In der vorliegenden Note wird gezeigt, daß die gleiche Abhängigkeit des Re, von H auch für die 
laminaren Geschwindigkeitsprofile mit Absaugung gilt, die zu allen anderen Werten des Hartree- 
schen Parameters ß = 2m/(m +1) gehören, mit — 0,198 <P<2. H. Schlichting. 
Sehliehting, H.: Der Wärmeübergang an einer längsangeströmten ebenen 
Platte mit veränderliceher Wandtemperatur. Forsch. Gebiete Ingenieurwes. 17, 1—8 


(1951). 
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Für den Fall der inkompressiblen Strömung ist hier ‘der Einfluß einer in Richtung der | 
Plattenoberfläche veränderlichen Wandtemperatur behandelt. Die Voraussetzungen für die 
Gültigkeit der Grenzschichttheorie müssen dabei erfüllt sein, und der Temperaturunterschied 
zwischen Wand und Außenströmung T,— T% möge überall klein gegen 7’ sein, so daß die 
Stoffbeiwerte (Zähigkeit ı, Wärmeleitfähigkeit A) und die Prandtlzahl konstant angenommen 
werden können (Pr =1); außerdem möge die Reibungs- und Kompressionswärme vernach- 
lässigt sein. Damit in der Energiegleichung 0?T'/öx? gegen &2T/öy? vernachlässigbar ist, muß 
der Temperaturgradient längs der Wand die Bedingung dT „dx s T,— 7/7. (dr = Dicke 
der Temperaturgrenzschicht) erfüllen. Aus den Grundgleichungen kann in bekannter Weise 
zunächst die vom Temperaturfeld unabhängige Strömungsgrenzschicht und dann aus der Energie- 


gleichung das Temperaturfeld berechnet werden, woraus schließlich mit g = — (0T/öy)„ der 
Wärmeübergang folgt. Für das Temperaturfeld wird der Ansatz T’(x, y) = a, 90(n) + a, 2 91 (n) 
+4,22 9,(n) +" mit den freien Konstanten ay,@,4,... gemacht. Mit „=0 für die 


Wand und 9,(0) = 9,(0) = 9;(0) =1 ist die Wandtemperatur als Potenzreihe des Abstandes x 
von der Plattenvorderkante dargestellt. Durch Einführen dieses Ansatzes in die Gleichungen 
erhält man für die g,(n) gewöhnliche Differentialgleichungen, die mit Hilfe des Runge-Kutta- 
Verfahrens integriert werden. Numerisch behandelt sind die längs angeströmte Platte mit linear 
und parabolisch veränderlicher Wandtemperatur. Es zeigt sich, daß die veränderliche Wand- 
temperatur einen sehr starken Einfluß auf den Wärmeübergang hat. Es treten nämlich Stellen 
an der Wand auf, wo der Wärmestrom q verschwindet, obgleich ein Temperaturunterschied 
zwischen Wand und Außenströmung vorhanden ist, oder auch Stellen, wo ein Wärmestrom 
auftritt, obwohl der Temperaturunterschied zwischen Wand und Außenströmung Null ist. Der 
Wärmeübergang läßt sich in solchen Fällen nicht mehr sinnvoll durch die übliche Nusseltsche 
Wärmeübergangszahl darstellen, die lediglich den Temperaturunterschied zwischen Wand und 
Außenströmung zugrunde legt. F. Riegels. 

Sehliehting, H.: Einige exakte Lösungen für die Temperaturverteilung in einer 
laminaren ‘Strömung. Z. angew. Math. Mech. 31, 78—83 (1951). 

Verf. gibt einige bisher nicht bekannte exakte Lösungen für die Temperatur- 
verteilung in laminarer Strömung mit Berücksichtigung der durch Reibung erzeugten 
Wärme an. Zugrunde liegen dabei die Navier-Stokes-Gleichungen und die Energie- 
gleichung (für die Temperatur) für den ebenen Fall und für inkompressibles Medium 
mit temperaturunabhängigen Stoffbeiwerten. Diese Lösungen betreffen die 
Couette-Strömung zwischen parallelen Wänden, die Poiseuillesche Kanalströmung 
und die Strömung zwischen konzentrischen rotierenden Zylindern. Die Rand- 
bedingungen für die Temperatur sind dabei jeweils 1. vorgeschriebene Temperatur 
an beiden Wänden, 2. vorgeschriebene Temperatur nur an einer Wand, während 
an der anderen Wand kein Wärmeübergang stattfindet (Thermometerproblem). 
Die Ergebnisse sind in Diagrammen für die Temperaturverteilung über die Spalt- 
breite angegeben. F. Riegels. 

Bass, Jean: Les corr&lations d’espace et de temps en turbulenee homogene. 
©.r. Acad. Sci., Paris 232, 1905—1906 (1951). 

Durch Umformungen der Bewegungsgleichungen einer unzusammendrückbaren 
Flüssigkeit mittels Einführung raum-zeitlicher Mittelwerte, die eben zum Ausdruck 
bringen, daß die Turbulenz sich räumlich homogen und zeitlich stationär verhalten 
soll, findet Verf., daß die Turbulenz in einem Windkanal nur in einem hinreichend 
kleinen Raum-Zeitbereich homogen und stationär sein kann und nur für hinreichend 
kleine Wirbel. Sie ist dann im Sinne von Taylor und v. Kärmän approximativ 
isotrop. Die Approximation erweist sich als um so besser, je kleiner die Reynolds- 
schen Zahlen ausfallen. Insbesondere ergeben die Kurven gleicher Korrelation 
parallele Gerade. Viktor Garten. 

Limber, D. Nelson: Numerical results for pressure-veloeity correlations in 
homogeneous isotropie turbulence. Proc. nat. Acad. Sci. USA 37, 230—233 (1951). 

Es handelt sich um die Untersuchung von Druckschwankungen bei homogener 
isotroper Turbulenz. p und p’ bedeute den Druck an zwei Stellen, die sich im Ab- 
stand r von einander befinden, , die Geschwindigkeitskomponenten. Der Skalar 
( bestimme das fundamentale Korrelationsglied u, u, wobei vorausgesetzt wird, 


daß die Korrelation 4. Ordnung u,u,u u, durch die Korrelation 2. Ordnung 
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%, u; in der Art einer normalen Verteilung ausdrückbar ist 


(uU, um) = Aa dm + lim dat 9; VA: As wu. 
Batchelor hat in einer (im Druck befindlichen) Arheit gezeigt, daß die Korrelation 


pp’, die bei homogener isotroper Turbulenz nur eine Funktion von r allein ist, 
sich in Abhängigkeit von Q so darstellen läßt: —,p p' — 8 " (Q'2 (v- =) dy. 
Q 5 UN 
Y 


Verf. zeigt jetzt, daß sich unter denselben Voraussetzungen die Korrelation Pi u; 
durch Q ausdrücken läßt: 


a J Qydy, P,,() = Pay? 
d 5 


Schließlich wird noch der Kolmogoroffsche Bereich besonders betrachtet. 
Viktor Garten. 

Seholz, N.: Zur rationellen Berechnung der turbulenten Reibungsschieht mit 
Druckgradient an rauhen Wänden. Z. angew. Math. Mech. 31, 292—293 (1951). 

„* Reichardt, H.: Vollständige Darstellung der turbulenten Geschwindigkeits- 
verteilung in glatten Leitungen. Z. angew. Math. Mech. 31, 208—219 (1951). 

Aus der Prandtlschen Theorie des Mischungsweges und der von Kärmänschen 
Ähnlichkeits-Theorie ist für die turbulente Rohr- und Kanalströmung das univer- 
selle logarithmische Geschwindigkeitsverteilungsgesetz bekannt in der Form (Wand- 
gesetz) uu* = x"ıInn +c [u = Strömungsgeschwindigkeit im Abstand y von 
der 2 Wand. ur = Vro/e — Schubspannungsgeschwindigkeit, 7, = Wandschub- 
spannung, 7 = yu*/v = dimensionsloser Wandabstand]. Gemäß ihrer Herlei- 
tung hat diese Formel keine Gültigkeit in unmittelbarer Wandnähe, wo neben der 
turbulenten Schubspannung auch die laminare Schubspannung wesentlich ist, 
sowie in der Nähe der Rohr- bzw. Kanalmitte. Aus theoretischen Überlegungen 
sowie aus sorgfältigen experimentellen Untersuchungen des turbulenten Aus- 
tausches leitet Verf. eine verbesserte Formel für die Geschwindigkeitsverteilung 
her, die im ganzen Bereich von der Wand bis zur Mitte Gültigkeit hat. Die neue 
Formel enthält das obige Wandgesetz sowie auch das bekannte Mittengesetz der 
Geschwindigkeitsverteilung. H. Schlichting. 
Itö, Seizo: On the canonical form of turbulenee. Nagoya math. J. 2, 83—92 
1951). 
Rotta, J.: Statistische Theorie niehthomogener Turbulenz. Z. Phys. 129, 
547—572 (1951). 

„Aus den Navier-Stokesschen Bewegungsgleichungen werden Differential- 
gleichungen für die statistischen Korrelationen zwischen zwei Komponenten der Ge- 
schwindigkeitsschwankungen hergeleitet und die Wirkung der in diesen Gleichungen 
auftretenden Glieder diskutiert. Eine besondere Bedeutung haben dabei die Kor- 
relationen zwischen den Druckschwankungen und den Schwankungen der Geschwin- 
digkeitsableitungen, deren Bestreben es ist, die Geschwindigkeitsschwankungen 
auf alle Richtungen gleichmäßig zu verteilen. Das durchgerechnete Beispiel einer 
scherenden Parallelströmung veranschaulicht das Zusammenwirken der einzelnen 
Einflüsse und ermöglicht den Vergleich mit Versuchsergebnissen‘“. (Autoreferat.) 

H. Schlichting. 

Lee, T. D.: Difference between turbulence in a two-dimensional fluid and in 
a three-dimensienal fluid. J. appl. Phys. 22, 524 (1951). 

Weil, Herschel: Effeets of pressure gradient on stability and skin frietion in 
laminar boundary layers in compressible fluids. J. aeronaut. Sei. 18, 311— 318 (1951). 

In ähnlicher Weise wie schon früher von anderen Autoren [K. Oswatitsch u. 
K. Wieghardt, Lilienthalber. S. 13; F. Ginzel, dies. Zbl. 31, 90, 36, 135] wird 
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ein Kärmän-Pohlhausen-Verfahren für die Jaminare, kompressible Grenzschicht der 
Prandtlzahl 1 und einem der absoluten Temperatur proportionalen Reibungs- 
koeffizienten entwickelt. Über die zitierten Arbeiten hinaus wird die Stabilität kleinen 
instationären Störungen gegenüber mittels eines Kriteriums von Lees untersucht. 
An einem 5°/, dicken Kreisbogenzweieck ergibt sich ein starkes Einfluß des Druck- 
abfalles auf die Stabilität bei M = 1,5, ein geringer bei M = 4,0. Überlegungen 
zeigen, daß die Stabilität bedeutend zunimmt, wenn Wärme auf das Profil übergeht, 
also nicht — wie in den Rechnungen angenommen — der Wärmeübergang ver- 
schwindet. Klaus Oswatitsch. 

Ferrari, Carlo: The turbulent boundary layer in a compressible fluid with po- 
sitive pressure gradient. J. aeronaut. Sci. 18, 460—477 (1951). 

Im Anschluß an eine frühere Arbeit (dies. Zbl. 36, 134), in der die turbulente 
Reibungsschicht an der längsangeströmten Platte bei kompressibler Strömung 
(Druckgradient gleich Null) untersucht worden war, werden hier ähnliche Rech- 
nungen für die turbulente Grenzschieht mit einem positiven Druckgradienten (ver- 
zögerte Strömung) mitgeteilt. Es wird angenommen, daß keine Wärmeübertragung 
zwischen Wand und Flüssigkeit vorhanden ist (Thermometerproblem). Es werden 
berechnet: das Anwachsen der Grenzschichtdicke mit der Lauflänge, die Geschwin- 
digkeitsverteilung in der Grenzschicht und das Ablösungsverhalten. Da ausreichende 
Messungen in kompressibler Strömung nicht vorhanden sind, werden die theoreti- 
schen Ergebnisse mit den bekannten Messungen von E. Gruschwitz und A. Kehl 
bei inkompressibler Strömung verglichen. Dabei wird gute Übereinstimmung er- 
halten (was allerdings nach Ansicht des Ref. nicht als ausreichende Bestätigung der 
Theorie angesehen werden kann). H. Schlichting. 


Ferrari, Carlo: Comparison of theoretical and experimental results for the 
turbulent boundary layer in supersonie flow along a flat plate. J. aeronaut. Sci. 18, 
555—564 (1951). 

In zwei früheren Arbeiten (dies. Zhbl. 36, 134 und vorsteh. Referat) hat 
Verf. eine theoretische Berechnung der turbulenten Grenzschicht an der längs- 
angeströmten Platte bei Überschallgeschwindigkeit angegeben. Dabei wurden 
gewisse halbempirische Ansätze für die turbulente Schubspannung zugrunde ge- 
legt, die für die innere (wandnahe) und äußere Zone der Reibungsschicht verschieden 
sind. Im Anschluß an neuerdings bekannt gewordene Versuchsergebnisse von 
E.C. Young und R.E. Wilson werden die früheren theoretischen Ergebnisse 
einer Revision unterzogen, um bessere Übereinstimmung zwischen Theorie und 
Experiment zu erzielen. Das wesentlichste Ergebnis ist, daß der Widerstands- 


beiwert der Platte bei festgehaltener Reynolds-Zahl mit wachsender Mach-Zahl 
merklich abnimmt. H. Schlichting. 


Krzywobloeki, M. Z.: On complete forms in a turbulent threedimensional 
flow of compressible viseous fluid. (Momentum transfer version.) Österreich. 
Ingenieur-Arch. 5, 129—137 (1951). 

Für die dreidimensionale inkompressible turbulente Strömung ist früher von 
L. Prandtl der Tensor der scheinbaren turbulenten Spannungen angegeben worden. 
Dieser Spannungstensor wird in der vorliegenden Note auf kompressible drei- 
dimensionale Strömungen erweitert. Dabei werden die Prandtlschen Hypothesen 
über den Mischungsweg und den Impulsaustausch beibehalten. Die maßgeblichen 
Gleichungen sind die Bewegungsgleichung, die Kontinuitätsgleichung, die Ennergie- 
gleichung und die Zustandsgleichung. H. Schlichting. 


\ 


Vallander, S. V.: Die Bewegungsgleichungen eines zähen Gases. Priklad. 
Math. Mech. 15, 409—432 (1951). [Russisch]. 


’ \ r = 
L’A. cherche & former les equations du mouvement d’un gaz parfait, envisage 


n 2 M na EN RE R RE: 
comme un continuum forme d’un nombre infiniment grand de mol6cules infiniment. 
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@ * petites; cette hypothese exelut done la possibilit& de suivre les fluctuations au 
sein de la masse fluide en mouvement. De plus, l’A. &carte les cas oü les elements 
hydrodynamiques du mouvement öprouveraient des variations brusques par rapport 
aux variables spatiales et au temps. — L’A. tient compte des phenomenes de trans- 
port locaux (la diffusion des masses, la conductivit& thermique) negliges dans les 
analyses classiques mais qui donnent naissance dans les equations du mouvement 
aux termes qui seraient du m&me ordre de grandeur que les termes conserves dans 
les equations traditionnelles. — La mise en compte des phenomenes de transport 
ei-dessus oblige l’A. & introduire une serie de coefficients num6riques qu’il cherche & 
rattacher aux proprietes macroscopiques du gaz. — On peut alors former les &qua- 
tions indefinies nouvelles des &coulements gazeux qui sont &erites dans un systeme 
de coordonnees curvilignes orthogonales queleonques. L’A. complete son systeme 
aux derivees partielles en revisant, conform&ement & ses vues, les conditions aux 
limites classiques. — Pour finir, l’A. donne deux exemples d’intögration des lois 
du mouvement qui lui sont dues. Julien Kravtchenko. 

Dungen, F. H. yan den: Note on the Hamel-Synge theorem. Quart. appl. 
Math. 9, 203—204 (1951). 

„' Das genannte Theorem wird für eine compressibele Flüssigkeit im dreidimen- 
sionalen Raum bewiesen, d.h. eine hinreichende und notwendige Bedingung für 
die Geschwindigkeit in Form eines Integrals, wenn die Flüssigkeit von einer festen. 
geschlossenen Fläche eingeschlossen wird, an der sie ruht. Georg Hamel. 

Krasil’säkova, E. A.: Die Druckverteilung auf einer tragenden Fläche. Do- 
klady Akad. Nauk SSSE, n. Ser. 79, 747—750 (1951) [Russisch]. ; 

En utilisant les conclusions de ses travaux anterieurs (ce Zbl. 31,330, 32, 130), 
l’A. determine la repartition des pressions sur une surface portante mince, de faible 
courbure et d’envergure finie (cas du probleme linearise). Julien Kravtchenko. 

Spreiter, John R. and Alvin H. Sacks: The rolling up of the trailing vortex 
sheet and its effeet on the downwash behind wings. J.aeronaut. Sci. 18, 21—32 (1951). 

Nachdem auf Grund von Ähnlichkeitsbetrachtungen gezeigt ist, wie das Auf- 
rollen des Wirbelbandes hinter einem Flügel in Über- oder Unterschallströmung 
von Flügelstreckung, Auftriebsbeiwert und Auftriebsverteilung abhängt, werden 
mittels des Impuls- und Energiesatzes Abstand und Durchmesser der beiden Wirbel- 
schläuche weit hinter dem Flügel bestimmt. Ferner wird die Geschwindigkeit des 
Wirbelschwerpunktes (hinter einer Flügelhälfte) berechnet: Die seitliche Kompo- 
nente verschwindet und die Abwärtsgeschwindigkeit ist (jedenfalls bei elliptischer 
Auftriebsverteilung) nahezu unabhängig vom Flügelabstand. Für die Übergangs- 
zone zum ganz aufgerollten Zustand wird an Hand numerisch durchgerechneter 
Beispiele eine Faustformel für die Lage der Wirbelschläuche aufgestellt. Die so 
erhaltenen, in Diagrammen dargestellten Ergebnisse werden durch Aufnahmen in 
einem Wasserkanal zum mindesten qualitativ bestätigt. Schließlich werden For- 
meln und numerische Ergebnisse für den Abwind hinter dem Flügel mitgeteilt; 
für die Zone des erst teilweise aufgerollten Bandes allerdings existiert noch keine 
numerisch brauchbare Methode zur Berechnung des Abwindes. 

Johannes Weissinger. 

Coburn, N.: Compressible supersonie flow in jets under the Kärmän-Tsien 
pressure-volume relation. J. appl. Phys. 22, 124—130 (1951). 

Die Arbeit enthält eine analytische Methode zur Behandlung der zweidimen- 
sionalen drehungsfreien Überschallströmung eines kompressiblen Gases in einem 
Strahl. Die nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welchen 
das Potential ® und die Stromfunktion y in der physikalischen (x, y)-Ebene genügen, 
gehen in der (w, 6)-Ebene [wo » der Winkel zwischen den Charakteristiken in der 
(x, y)-Ebene und @ der Winkel zwischen Geschwindigkeitsvektor und x-Achse ist] 
in eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung über. Diese Gleichung 
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ist die Wellengleichung, wenn das Adiabatengesetz durch eine Tangente in einem 


beliebig vorgegebenen Punkt (Kärmän-Tsien) ersetzt wird. Daher können in 


diesem Fall Lösungen angegeben werden. Wenn die Randwerte längs einer Linie 
& = w, vorgegeben werden, hängt die Lösung der Wellengleichung ab von dem 
Integrationsgebiet in der (w, 0)-Ebene, welches durch Untersuchung der Abbil- 
dungen in den verschiedenen Ebenen bestimmt werden kann. So können Potential 
und Stromfunktion in der (», 0)-Ebene gefunden und schließlich auch der Zusammen- 
hang mit der physikalischen (x, y)-Ebene hergestellt werden. F. Riegels. 


Geodman, Theodore R.: Aerodynamies of a supersonic reetangular wing 
striking a sharp-edget gust. J. aeronaut. Sci. 18, 519—526 (1951). : 

Das instationäre Problem der Wirkung einer scharf begrenzten vertikalen Bö 
auf einen Rechtecktragflügel bei Überschallgeschwindigkeit ist bereits von Miles 
(1948) gelöst worden. Verf. behandelt dieses Problem erneut nach einer von L. S. 
Gardner (dies. Zbl. 38, 116—117) entwickelten Methode, die es gestattet, auch die 
Druckverteilung an jeder Stelle zu bestimmen. Nach Ermittlung der Druckvertei- 
lung werden Formeln für den Auftrieb und das Moment als Funktionen der Zeit, 
des Seitenverhältnisses und der Machschen Zahl angegeben. Walter Wuest. 


Stewart, H. J. and Ting-Yi Li: Souree-superposition method of solution of a 
periodieally oseillating wing at supersenie speeds. Quart. appl. Math. 9, 31—45 
(1951). I h 

In der linearisierten Theorie dreidimensionaler Überschallströmungen um flache, wenig 
angestellte Tragflügel beliebiger Grundrißform kann man die Geschwindigkeits- und Druck- 
verteilung auf dem Flügel mittels Quellbelegungen des Einflußgebietes der Flügelvorderkante 
gewinnen. Dabei ist auf dem Flügel die Quellstärke bekannt und steht [im stationären Fall 
nach Puckett, J. aeronaut. Sci. 13, 475—484 (1946), im instationären Fall nach Garrick 
und Rubinow, NACA techn. Note No. 1383 (1947)] in einfachem Zusammenhang mit der 
Neigung der Flügelkontur (in Schnitten senkrecht zu seiner Grundrißebene und parallel zur 
Anströmung) und der lokalen momentanen Eigengeschwindigkeitskomponente des Flügels 
senkrecht zur Grundrißebene. (Soll die nicht explizit genannte Berücksichtigung dieses letzten 
Beitrages zur Randbedingung in der Bezeichnung „effective‘ slope of the streamline zum Aus- 
druck kommen?) Zwischen Machscher Kopfwelle und eventuell vorhandenen Unterschall- 
vorderkanten dagegen ist der Aufwind und damit die Quellstärke zunächst unbekannt und 
muß aus der Bedingung ermittelt werden, daß der Druck im ganzen Raum vor dem Flügel 
stetig ist. Dies führt auf eine zweidimensionale Volterrasche Integralgleichung 1. Art, die bei 
Einführung charakteristischer Koordinaten in der Grundrißebene im stationären Fall die Ge- 
stalt einer zweifach iterierten Abelschen Integralgleichung annimmt. Es ist nun in v'elen Fällen 
nicht nötig, diese Integralgleichung völlig aufzulösen (um damit dann die Quellstärke der Be- 
legung im ganzen Einflußgebiet der Vorderkante zu haben). Unumgänglich ist es allerdings, 
wenn man gerade den Aufwind vor dem Flügel bestimmen will. Will man aber nur die Druck- 
verteilung auf dem Flügel ermitteln, so kann man eventuell bei der ersten Integration der zwei- 
fachen Integralgleichung stehen bleiben und mit der so gewonnenen Integralrelation über den 
Aufwind vor dem Flügel in die Berechnung des Geschwindigkeitspotentials für Aufpunkte auf 
dem Flügel eingehen. Diese Verhältnisse ergeben sich z. B. stets bei der stationären Umströmung 
eines Flügels, der eine Unter- und eine Überschallvorderkante besitzt, und es hat sich in der 
amerikanischen Literatur eingebürgert, den oben geschilderten, naheliegenden Rechentrick als 
Satz zu verselbständigen und als „‚equivalent area theorem‘‘ von Evvard zu bezeichnen. — 
Verff. behandeln in der vorliegenden Arbeit die Frage, ob ein analoger Sachverhalt auch für 
instationäre Überschallströmungen besteht. Sie beschränken sich dabei auf harmonisch oszil- 
lierende Flügel und verwenden als Elementarbausteine demgemäß oszillierende Quellen, deren 
Geschwindigkeitspotential sie als speziellen einfachen Fall solcher Lösungen gewinnen, die durch 
Separation der auf geeignete Koordinaten umgeschriebenen Schwingungsgleichung erhalten 
werden können (und die in dieser oder ähnlicher Form auch schon von Miles, von Garrick 
und Rubinow, und von Evvard verwendet worden sind). In Analogie zum ursprünglichen 
Evvardschen Vorgang führen sie die Untersuchung durch für den Flügel mit einer Unter- und 
einer Überschallvorderkante und sie finden das „important theorem III“, daß auch bei der 
oszillierenden Bewegung das equivalent area theorem für einen solchen Flügel besteht. Völlig 


analog geht es allerdings nicht, denn in der gewählten Quellsingularität @ = = " c08 ( as ) . 
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 naten im Strömungsraum, x-Achse = Anströmrichtung, «u Anströmgeschwindigkeit, « Schall- 
geschwindigkeit in der Anströmung, ? = U:/a®—1, t Zeit, v Frequenz der harmonischen 
Oszillation, r = Y x — B?(y? + 22)), die für v—=(0 in die übliche „stationäre‘‘ Überschall- 
quelle (Hadamards Grundlösung der Schwingungsgleichung) übergeht, kommt vermittels des 
cos-Faktors r nochmals vor. Dies bewirkt dann, daß in der oben genannten iterierten Integral- 
gleichung der Kern nicht wie im stationären Fall in das Produkt zweier Glieder in je nur einer 
der charakteristischen Koordinaten zerfällt (was dann dort das equivalent area theorem so fast 
trivial macht) und es ist die Überwindung dieser Schwierigkeit, die der vorliegenden Arbeit 
Wert verleiht. Die Idee ist dabei die, durch Potenzreihenentwicklung des cos und anschließenden 
Koeffizientenvergleich zu einem System von unendlich vielen Integralgleichungen überzugehen, 
deren jede einzelne den Typ der Gleichungen des stationären Falles hat und zu zeigen, daß alle 
diese Gleichungen konsistent sind. Daß allerdings die „uniform continuity‘“ dies ermöglichen 
soll, ist wohl nur ein Druckfehler, es sollte „uniform convergence“ heißen. Hermann Behrbohm. 

Miles, John W.: The oseillating reetangular airfoil at supersonie speeds. 
Quaıt. appl. Math. 9, 47—65 (1951). 

Vorliegende Untersuchung ist dem Flügelaußenteil eines in Überschallströmung harmonisch 
schwingenden Rechteckflügels gewidmet als einem der einfachsten Beispiele dreidimensionaler 
Probleme (wenn von Flügeln mit reinen Überschallkanten abgesehen wird). Zugrunde gelegt 
wird reibungs- und wirbelfreie Strömung. Der Flügel habe verschwindende Dicke, doch braucht 
er nicht eben zu sein, vielmehr ist eine in weiten Grenzen willkürliche Wölbung der Fläche zu- 
gelässen. Die Wölbung und auch die Amplitude der oszillatorischen Bewegung (und damit 
der örtliche Anstellwinkel auf der Flügelfläche) sei jedoch hinreichend klein, so daß die lineari- 
sierte Theorie verwendet werden kann. Es kommt dann letztlich — nach Einführung geeigneter 
Variabler — darauf an, eine Lösung der Differentialgleichung y,, + Y., = Yan + x? y zu finden 
mit den Randbedingungen 1) y,(x&, y%, + 0) ist eine vorgegebene Funktion für Punkte x, y 
auf dem Flügel (im wesentlichen, d.h. nur durch die erforderlichen Transformationen modi- 
fiziert, ist sie der lokale Anstellwinkel im Punkte x, y, also durch die gegebene Wölbung und die 
zeitabhängige Gesamtanstellung bestimmt), 2. (ex —ixr/M)y(&,y+0)=0 für y<O 
(M >1, Machzahl der Anströmung, #<>0 durch die Schwingungsfrequenz machabhängig 
bestimmte, dimensionslose Konstante), was zum Ausdruck bringt, daß der Stördruck außerhalb 
des im ersten Quadranten der x, y-Ebene gelegenen Flügelgrundrisses verschwindet (für © < 0 
verschwindet er ja trivialerweise), und 3. y(x,9,2)=0 für 2 <z. Dabei ist y (x, y,2) die 
durch geeignete Separierung der Zeit gewonnene Form des Geschwindigkeitspotentials. — 
Die Lösung dieses Problems geschieht mit Hilfe der Theorie der Fouriertransformation (speziell 
der Wiener-Hopfschen Methode) und führt zu einer Greenschen Funktion, die entweder als 
bestimmtes endliches Integral oder als Potenzreihe des dimensionslosen Frequenzparameters x 
gegeben werden kann. — Wegen der vorausgesetzten Linearität kann mittels geeigneter Über- 
lagerung der Ergebnisse der praktisch wichtige Fall des endlichen Rechteckflügels behandelt 
werden, wenn nur seine Tiefe so klein ist, daß die von den Endpunkten der Flügelvorderkante 
ausgehenden Störwellen die gegenüberliegende Seitenkante nicht treffen (in technischer Sprache: 


wenn das „effektive“ Seitenverhältnis Acer —= A ym-—-ı größer als 1 ist). Allgemeine Formeln 
für Auftrieb, Längs- und Rollmoment (Symmetrie der Wölbung zur Mittelebene ist ja nicht 
gefordert) werden in diesem Fall angegeben. Sie können durch bekannte Funktionen und ge- 
wisse für das zweidimensionale Problem bereits berechnete Integrale ausgedrückt werden. — 
Insbesondere wird die Theorie auf den ebenen Rechteckflügel angewandt und Übereinstimmung 
mit den Ergebnissen von K. Stewartson [Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 182—199 (1950)] 
und den anders gewonnenen Ergebnissen des Verf. [J. aeronaut. Sei. 17, 64 (1950)], dagegen 
nicht Übereinstimmung mit den Resultaten von H. J. Stewart und L. Y.Li [J. aeronaut. 
Sci. 17, 529—538 (1950)] erzielt. Da jede Sicherung in einem solchen Fall angebracht erscheint, 
wird A. Busemanns bekanntes Ergebnis [J.-buch Luftfahrtforsch. 7B, 105—121 (1943)] für den 
Auftrieb des stationär fliegenden ebenen Rechteckflügels als Spezialfall der gewonnenen Rr- 
gebnisse deduziert. Hermann Behrbohm. 

Sears, W.R. and H. 8. Tan: The aerodynamies of supersonie biplanes. Quart. 
appl. Math. 9, 67—76 (1951). 

Vorliegende Arbeit gibt eine einführende Übersicht über die Dissertation des zweitge- 
nannten Verf. (Cornell University 1949). Es handelt sich dabei um die Ermittlung der Druck- 
verteilung auf den beiden Flügeln eines Doppeldeckers in Überschallströmung. Verwendet 
wird die lineare Theorie kleiner Störgeschwindigkeiten, so daß u. a. alle Stoß- und Expansions- 
wellen durch die einfachen Machschen Wellen der Anströmung ersetzt werden. Die beiden 
Flügel seien Rechteckflügel gleicher Größe, deren gegenseitiger Abstand und Flügeltiefe bei 
gegebener Machzahl so gewählt ist, daß die Störwellen der Vorderkante eines Flügels den anderen 
Flügel in dessen halber Tiefe treffen. Über die Profilierung des Flügels wird zunächst keine 
spezielle Annahme getroffen (außer der, daß die relative Dicke und damit bei kleinen Anstell- 
winkeln auch die Störgeschwindigkeiten klein sind.). Gearbeitet wird mit den bekannten quell- 
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artigen Überschallsingularitäten, mit denen der Durchschnitt der Einflußgebiete der beiden 


Flügelvorderkanten mit den beiden Flügelebenen belegt wird. In den von gegenseitiger Flügel- 
interferenz freien Gebieten gilt dann jeweils die bekannte (Evvardsche) Eindeckertheorie, für 


Flügelpunkte im Interferenzgebiet dagegen kann Evvards Methode sinngemäß erweitert werden 
und liefert in ganz analoger Weise wie im Eindeckerfall (wenn wie dort charakteristische Ko- 
ordinaten eingeführt werden) die Aufwind- und damit Quellstärkenbestimmung im nicht auf 
den Flügeln gelegenen Einflußbereich der Flügelenden mittels einer Abelschen Integralgleichung. 
Angewendet wird diese allgemeine Theorie auf den Fall, daß die Flügelprofile wie bei Busemanns 
typischer Doppeldeckeranordnung (Luftfahrtforschung 12, 210—220 (1955)) je ein gleich- 
schenkliges Dreieck über der Flügeltiefe mit gegeneinander gekehrten Spitzen sind, und 


es wird für M= v2 bei Gesamtauftrieb Null der Wellenwiderstandsbeiwert Cyane — 
Gesamter Wellenwiderstand 
en 0% DER 

Flügels) zu Cr.) = 0,823 ö°/A bestimmt. ö ist dabei der Keilwinkel an’ der Vorderkante, 
A das Seitenverhältnis des Flügels. Hermann Behrbohm. 

Beane, Beverly: The characteristies of supersonie wings having biconvex sec- 
tions. J. aeronaut. Sci. 18, 7—20 (1951). 

Bei den bisherigen Untersuchungen über die aerodynamischen Eigenschaften 
von Tragflügeln endlicher Spannweite bei-Überschallgeschwindigkeit, insbesondere 
ihres Wellenwiderstandes, ist meist ein „Doppelschneidenprofil‘‘ zugrunde gelegt 
worden, weil sich hierfür die Rechnungen wesentlich einfacher gestalten als für 
andere Profilformen. Verf. gibt einleitend eine Übersicht über die zahlreichen ein- 
schlägigen Ergebnisse. Das bisher verwendete Rechenverfahren war dabei die 
Ermittlung des Störungspotentials für passende Quell-Senkenverteilungen (lineare 
Theorie erster Ordnung). — In ähnlicher Weise hat Verf. im Anschluß hieran um- 
fangreiche Rechnungen für bikonvexe Profile ausgeführt, und deren Ergebnisse 
mit den Doppelschneidenprofilen sowie z. T. auch mit Versuchsergebnissen ver- 
glichen. Es ergibt sich, daß die lineare Theorie auch für solche bikonvexen Profile 
die aerodynamischen Eigenschaften befriedigend darstellt. Für die praktischen 
Anwendungen sind die bikonvexen Profile den Doppelschneidenprofilen überlegen. 

H. Schlichting. 

Dorranee, William H.: Nonsteady supersonie flow about pointed bodies of 
revolution. J. aeronaut. Sci. 18, 505—511 (1951). 

Verf. entwickelt das linearisierte Geschwindigkeitspotential für einen periodisch 
schwingenden schlanken Rotationskörper, der sich in einer gleichmäßigen Über- 
schallströmung befindet. Die Lösung geht beim Grenzübergang zu sehr langsamen 
Frequenzen zu der bekannten stationären Lösung mit Quellsenken- und Dipol- 
belegungen auf der Achse über. Die periodische Lösung wird auf folgende Sonder- 
fälle angewandt: 1. harmonische Pendelung um einen Punkt x, der Achse, 2. har- 
monische Querschwingung des Rotationskörpers senkrecht zur Achse, 3. kegel- 
förmige Drehbewegung der Körperachse. Normalkraft und Drehmoment ergeben 


(00 Dichte, Un Geschwindigkeit der Anströmung, F Fläche eines 


sich dabei durch Integration über die Oberfläche des Drehkörpers. Man kann die 


Lösung nach steigenden Potenzen der reduzierten Frequenz entwickeln und für 
verhältnismäßig langsame Schwingungen sich mit dem ersten Glied dieser Ent- 
wicklung begnügen. Die Rechnung wird für zwei Rotationskörper durchgeführt 
und es wird gezeigt, daß durch Erweitern des hinteren Teiles des raketenförmigen Kör- 
pers die Stabilität ohne Dämpfungsflossen vergrößert wird. Walter Wuest. 

Cramer, R. H.: Interference between wing and body at supersonie speeds. — 
Theoretieal and experimental determination of pressures on the body. J. aeronaut. 
Sci. 18, 629—632 (1951). ; 

Pai, 8. 1: Ring shape souree distribution in axially symmetrieal supersonie 
flow. J. aeronaut. Sci. 18, 634—635 (1951). 

Martinot-Lagarde, Andre et Gerard Gontier: Sur une verifieation en soufflerie 
des &quations des eeoulements plans transsoniques. ©.r. Acad. Sei., Paris 232, 
2288— 2290 (1951). 
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| Die Druckverteilung an der engsten Stelle einer ebenen Lavaldüse wird ge- 
' messen und mit der Näherung von Oswatitsch-Rothstein verglichen. Die 
aus den Messungen ermittelten Isotachen stimmen mit den theoretischen Kurven 
_ innerhalb des Meßgenauigkeit (die Meßwerte zeigen gewisse Asymmetrien) überein. 

Klaus Oswatitsch. 

Parkus, H.: Die überkritische Unterschallströmung (Ergänzung). Österreich. 
‚Ingenieur-Arch. 5, 97 (1951). 

Goodman, Theodore R.: On the nonexistence of subsonie eonical Hows. J. 
aeronaut. Sci. 18, 427 (1951). 

Neiee, Stanford E. and Dorris M. Ehret: Similarity laws for slender bodies 
of revolution in hypersonie flows. J. aeronaut. Sci. 18, 527—530 (1951). 

Dyke, Milton D. van: The combined supersonie-hypersonie similarity rule. 
.J. aeronaut. Sci. 18, 499—500 (1951). 

Oswatitsch, Klaus: Ähnlichkeitsgesetze für Hyperschallströmung. Z. angew. 
Math. Phys. 2, 249—264 (1951). 

Im Gegensatz zu den früher von H. Tsien und W.D. Hayes angegebenen 
Ähnlichkeitsgesetzen für Hyperschallströmungen werden bei den Ahnlichkeits- 
betrachtungen des Verf. die Verdichtungsstöße berücksichtigt und erweisen sich 
als sehr wesentlich. Verf. definiert die Hyperschallströmung als Grenzfall Mo > ©. 
(M& = Anströmgeschwindigkeit) der Strömungen um einen vorgegebenen Körper; 
die Hyperschallströmung erscheint so als Gegenstück des Grenzfalles M — 0, der 
die inkompressible Strömung kennzeichnet. Die Annäherung an den Grenzfall 
Mo = oo erfolgt um so rascher, je größer das Produkt aus M. und dem Dicken- 
verhältnis ist. Die Beiwerte der Strömung sind im Grenzfall M% = oo von der 
Anström-Machzahl M„ unabhängige Konstante. Bei schlanken Körpern wächst 
der Druckbeiwert mit dem Quadrat der Dicke, der Auftriebsbeiwert im wesentlichen 
mit dem Quadrat des Anstellwinkels. Bei flachen Körpern kann die Strömung in 
‚den Längsschnitten als ebene Strömung approximiert werden. Robert Sauer. 

Oswatitsch, K.: Ermittlung der Druekverteilung mittels Integralbedingungen. 
Z. angew. Math. Mech. 31, 288 (1951). 

Gullstrand, Tore R.: Bereehnung von schallnaher Strömung an Profilen. 
Z. angew. Math. Mech. 31, 289 (1951). 

Weecken, Fr.: Ausbreitung kugelförmiger Stoßwellen auf große Entfernung. 
Z. angew. Math. Mech. 31, 289—290 (1951). 

Zoller, K.: Zur Struktur des Verdiehtungsstoßes. Z. Phys. 130, 1—38 (1951). 

Die Anwendung der kinetischen Gastheorie auf den stationären geraden Ver- 
diehtungsstoß führt auf Näherungsverfahren zur Lösung der Boltzmannschen 
Fundamentalgleichung, bei denen Zähigkeit und Wärmeleitung als Reihenentwick- 
lungen nach den Ableitungen der Zustandsgrößen angesetzt werden. Die explizite 
Gestalt dieser Entwicklungen kann man rekursiv mit Hilfe der Transportgleichung, 
insbesondere für idealisierte einatomige Gase (,‚Maxwellsche Moleküle‘), gewinnen, 
wenn man von einem Ansatz von D. Burnett (1935/36) für die Verteilungsfunktion 
ausgeht. Die Gleichungen werden unter Berücksichtigung der Glieder zweiter 
Ordnung aufgestellt, die also noch von Temperatur und Geschwindigkeit die zweiten 
Ableitungen nach dem Ort linear und Produkte der ersten Ableitungen enthalten. 
Die Gleichungen werden für die Druckverhältnisse p,/p, = 1.5; 4; 6,5 numerisch 
integriert. Das Ergebnis der Rechnungen zeigt, daß auch die hier behandelte höhere 
Näherung für Druckverhältnisse 4 und höher keine zuverlässigen Angaben liefert. 

Walter Wuest. 

Kofink, W.: Zur Theorie des gegabelten Verdiehtungsstoßes. Ann. der Physik, 
VI. F. 9, 200—212 (1951). 

Die Theorie des gegabelten Verdichtungsstoßes (nach Eggink und A. Weise) 
findet ihre prägnante Formulierung in Gleichungen und Ungleichungen zwischen 
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' den Gabelparametern. Verf. benutzt nach Elimination der übrigen Größen nur. 
die Parameter k, I, m, x, die bzw. die Gasart, die Anströmung und die Stoßstärken 
des Hauptstoßes und des vorderen Nebenstoßes kennzeichnen. Die Gabelgleichungen 
reduzieren sich dann auf eine einzige Gleichung f(k, I, m, x) = 0, wo f ganz-rational 
und in I,m, x je vom sechsten Grade ist; der sehr umständliche irreduzible Aus- 
druck für f wird vollständig angegeben. — Weiter werden (im Anschluß an Weise, 
Eggink, Wuest, Wecken) verschiedene Grenz- und Sonderfälle diskutiert, die 
durch zusätzliche Gleichungen definiert sind und bei denen sich Variablenzahl 
und Grad erniedrigen. Franz Wecken. 

Stocker, P.M. and R. E. Meyer: A note on the correspondence between the 
x, t-plane and the charaeteristic plans in a problem of interaction of plane waves of 
finite amplitude. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 518—527 (1951). 

Die gegenseitige Wirkung einer Kompressions- und Expansionswelle, die durch 
Bewegungen zweier Kolben in den beiden Enden eines Rohres hervorgerufen werden, 
ist in einer Veröffentlichung des erstgenannten Verf. analytisch untersucht worden. 
In der vorliegenden Arbeit werden für das gleiche Problem die Beziehungen zwi- 
schen der x, t-Ebene und der Ebene der charakteristischen Variablen untersucht. 
Eine solche Untersuchung ist auch von mathematischem Interesse, weil dabei 
Singularitäten auftreten, von denen bisher noch keine Beispiele beschrieben worden 
sind. Es handelt sich dabei insbesondere um das Auftreten von zwei Grenzlinien 
und eines Grenzpunktes 2. Ordnung in deren Schnittpunkt. Für zweidimensionale 
stationäre Strömungen ist die Möglichkeit solcher Singularitäten bereits von 
Craggs (1948) erörtert worden. Das Bild der charakteristischen Ebene in der x, t- 
Ebene erweist sich als vierblätterig. Alle Blätter überlappen einander, bedecken 
aber jeweils nur einen Teil der Ebene und der einzige für alle Blätter gemeinsame 
Punkt ist der Grenzpunkt 2. Ordnung, wo beide Grenzlinien eine Spitze haben. 

Walter Wuest. 

Robinson, A.: Wave reflexion near a wall. Proc. Cambridge philös. Soc. 
47, 528—544 (1951). 

In einer Überschallströmung wird die Reflexion einer Welle an der Wand durch 
die Strömungsgrenzschicht beeinflußt, deren wandnahe Teile Unterschallgeschwin- 
digkeit besitzen. Die Störung kann sich daher auch stromaufwärts fortpflanzen. 
Während Tsien und Finston (1949) bei der Untersuchung dieses Problems die 
Strömungsgrenzschicht dadurch idealisiert haben, daß sie in Wandnähe eine Schicht 
mit konstanter Unterschallgeschwindigkeit angenommen haben, behandelt Verf. 
dieses Problem für ein stetiges Geschwindigkeitsprofil, das an der Wand mit 0 
beginnt, die Schallerenze durchschreitet und weiter außerhalb in eine konstante 
Überschallgeschwindigkeit übergeht. Die einfallende Welle wird als kleine stationäre 
Störung betrachtet, die der Hauptströmung überlagert ist. Die Störungsströmung 
wird als wirbelfrei angenommen und die Reibung vernachlässigt. Numerische 
Beispiele werden für ein laminares Geschwindigkeitsprofil berechnet, das durch eine 
cos-Funktion angenähert wird und zwar für die Machschen Zahlen der Haupt- 
strömung M = 1,25 und 1,75. Die Rechnung ergibt, daß die Störung sich nur 
einige wenige Grenzschichtdicken stromaufwärts fortpflanzen kann, während Ver- 
suche von Liepmann und Mitarbeitern (1949) gezeigt haben, daß sich die Störung 
etwa 60 Grenzschichtdieken stromaufwärts ausbreiten kann. Möglicherweise ist die 
Diskrepanz durch die Annahme der Reibungslosigkeit in der Rechnung verursacht. 

B Walier Wuest. 

Akulov, N. S. und V. I. Ivanovskij: Über die Abhängigkeit der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von Diffusionswellen vom Kanaldurehmesser. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 80, 773—776 (1951) [Russisch]. 


Emmons, H. W.: Note on aerodynamie heating. Quart. appl. Math. 8, 402— 
405 (1951). 
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Verf. gibt eine kurze theoretische Berechnung für die Temperaturverteilung an 


‚einer plötzlich aus der Ruhe in Bewegung a Platte. Durch Integration der 


Energiegleichung OT'/&t = a OT?/öy? + (v/c,) (Ou/öy)? erhält er dafür die Beziehung: 
7,2602, = 2VPri(2=Pr) (1 — (2/r) arc sin / Pr/2) gegenüber dem be- 
kannten We für die stationäre ech F. Riegels. 

Rott, Nikolaus: Über die Wirksamkeit von Flügelendklappen. Z. angew. Math. 
Phys. 2, 208—212 (1951). 

Bollay, William: Aerodynamie stability and automatie eontrol. J. aeronaut. 
Sci. 18, 569—623 (1951). 

Bonn 

Slezkin, N. A.: Über die Differentialgleichungen der Filtration. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 79, 755—758 (1951) [Russisch]. 

Stelkatev, V. N.: Untersuchung der instationären Filtrationsströmung einer 
elastischen Flüssigkeit zu einer kreisförmigen Anordnung von Senken. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. 8. 79, 577—580 (1951) [Russisch]. 

Sokolov, Ju. D.: Über die Berechnung der Filtration aus einem Kanal mit 
an ezförmigem Querschnitt. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 759—762 

951) [Russisch ]. 


Wärmelehre: 


Crawford, F. H.: On the use of curve differentials in thermodynamies. Amer. 
J. Phys. 19, 284—289 (1951). 

Friedman, Raymond and Edward Burke: On the one-dimensional theory of 
flame strueture. J. aeronaut. Sci. 18, 239—246 (1951). 

Eine Theorie der stationären Verbrennungsgeschwindigkeit kann auf verschiedene Weise 
versucht werden. 1. Man stellt das System der Differentialgleichungen für jede Atom- oder 
Molekülsorte auf, die bei der Verbrennung eine Rolle spielt, und sucht die Lösung dieser Glei- 
chungen unter den gegebenen Randbedingungen. Dieser theoretisch einwandfreie Weg ist in 
der Regel nicht gangbar, weil die chemischen Vorgänge nicht entfernt gut genug bekannt sind, 
die in der Reaktionszone ablaufen, und weil die mathematischen Schwierigkeiten außerordentlich 
groß sind. 2. Man vernachlässigt die Diffusion und sieht die Wärmeleitung als maßgebenden 
Vorgang an. 3. Man vernachlässigt die Wärmeleitung und sieht die Diffusion, besonders die 
von freien Radikalen, als maßgebenden Vorgang an. 4. Man zieht Diffusion und Wärmeleitung 
in Betracht, macht aber vereinfachende Annahmen. 
das Programm der Punkte 2 und 3 möglichst weitgehend auszuführen. [Die von den Verff. 
benützte Grundgleichung der Erhaltung der Teilchenzahl bei der Diffusion ist nicht richtig, 

Gl. (7) der Arbeit. Der Unterschied gegenüber dem richtigen Ausdruck ist für die Ergebnisse 
wesentlich. Der Ref.|. Verff. behandeln nur den Fall 2 ausführlich. Als Randbedingung wird 
für 2 — + co angenommen, daß der Temperaturgradient null ist. Für die Abhängigkeit von 
Wärmeleitfähigkeit } und Diffusionskonstante D von x setzen sie eine lineare Funktion an und 
schematisieren obendrein, daß A und Do entweder als proportional zu T* anzusehen seien, 
oder als temperaturabhängig gelten können; o ist die Dichte, 7 die Temperatur. Die Reaktions- 
zone soll eine definierte Breite haben, außerhalb deren keine Reaktion stattfinden soll. Für 
den räumlichen Verlauf der örtlichen Wärme- und Teilchenumsetzung werden verschiedene 
Annahmen gemacht und die Temperatur in Abhängigkeit von der Raumkoordinate x für diese 
verschiedenen Annahmen berechnet. Karl Bechert. 

Tharrats Vidal, Jesus-Marie: Fondaments d’une meecanique projeetive. €. ı 
Acad Sci., Paris 232, 2397—2398 (1951). 

Verf. deutet die Verrückungen eines Punktes in einem stetigen Medium als line- 


are Schar affin-projektiver Transformationen o x" = (65, a, ) a, =1,2,3,45 


st . hd 2 b 4 s 
,=1füri=k und =0Osonst, 41=a, =, Q—qA, a4—=a,) in homo- 
genen Koordinaten bzw. als die Transformationen 
1+a,1 ’ 1+0/ ‚ IraA_ 
a Vale 
27 


ee BAT 1+0,1’ ER 1+0,1 "3 
in inhomogenen Koordinaten. In einer späteren Note ist geplant, die Wärmeaus- 
dehnung eines Körpers durch derartige Transformationen zu interpretieren. Der 
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Parameter A kann entweder als Zeit oder als metrischer Parameter gedeutet werden. 
Im zweiten Falle bleibt er gleichwohl durch Laguerres Formeln projektiver Maß- 
bestimmungen mit projektiven Begriffen verknüpft. Max Pinl. 

Tharrats Vidal, a Marie: Sur une döfinition de la temperature et les lois 
' de la dilatation. C. r. Acad. Sci., Paris 233, 285—287 (1951). 


Mazur, P. et I. a Thermodynamique des effects thermomagn6tiques 
et galvanomagnötiques. J. Phys. Radium 12, 616—620 (1951). 2 

Vierzehn thermomagnetische und galvanomagnetische Effekte in isotropen 
Medien werden mit Hilfe von sechs Koeffizienten, welche nur vom Betrag des Ma- 
gnetfeldes abhängen, ausgedrückt. Acht Beziehungen zwischen den vierzehn Effek- 
ten werden explicit Anpögebon! “ Josef Meizner. 

Vol’kenstejn, M. V. und 0. B. Ptieyn: Über die Geometrie der linearen Poly- 
meren. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 657—660 (1951) [Russisch]. 

Vol’kenstejn, M. V.: Ein lineares Polymer als Gemisch von Rotations-Isomeren. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 879—882 (1951) [Russisch]. \ 

Brejtman, M. V.: Integrale Ähnlichkeit nicht-isothermer ehemischer Ketten- 
reaktionen. Doklady Akad. Nauk SSSK,.n. Ser. 78, 1153—1156 (1951) [Russisch]. 

Rubinstejn, L. I.: Über das asymptotische Verhalten der Grenze der Phasen- 
trennung im eindimensionalen Stefanschen Problem. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 77, 37—40 (1951) [Russisch]. 

_ Münster, Arnold: Statistische Mechanik der Phasenumwandinngen. I. Um- 
wandlungen 1. Ordnung. Z. Naturforsch. 6a, 139—151 (1951). 

Für eine große kanonische Gesamtheit werden die Schwankungen untersucht 
und die Bedingungen dafür aufgestellt, daß sie sehr groß werden. Sie stimmen mit 
den thermodynamischen Bedingungen für eine Umwandlung 1. Ordnung überein. 
Damit ist ein Verständnis der Phasenumwandlung von der statistischen Mechanik 
her gewonnen. Weitere Aussagen für heterogene Gleichgewichte, so die Phasen- 
regel und allgemeine thermodynamische Stabilitätsbedingungen für ein System von 
konstanter Temperatur und konstantem Volumen werden auf diesem Wege neu 
gewonnen. Darüber hinaus wird gezeigt, daß sich Umwandlungen 1. Ordnung 
streng nur asymptotisch für unendlich große Systeme definieren lassen, daß sie 
nur in kooperativen Systemen auftreten können, jedoch beispielsweise nicht in 
Systemen, deren potentielle Energie eine quadratische Funktion der Lagekoordi- 
naten ist, daß zu jeder Umwandlung 1. Ordnung stets ein kritischer Punkt existiert 
und daß es anomale Umwandlungen 1. Ordnung nicht gibt. Im Anhang wird ge- 
zeigt, wie sich die Kondensationstheorie von Mayer-Born-Fuchs in die vorliegende 
Theorie einordnet. Josef Meisner. 

Agarwala, B. K. and F. C. Auluck: Statistical mechanies and partitions into 
non-integral powers of integers. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 207—216 (1951). 

Mit den Methoden der statistischen Mechanik unter eeeudere, Berücksichtigung 
eines Theorems von Bethe, welches die Zahl der Wellenfunktionen einer Gesamtheit 
in einem bestimmten Energiezustand mit der Entropie der Gesamtheit verknüpft 
| Reviews modern Phys. 9, 80ff. (1937)] werden Näherungsausdrücke für die Anzahl 
der Lösungen der Saas Bi +05 +07. =q mit ganzen @,, für welche 
2 sd, bzw. ls <a, < 4, < Qy..., bei willkürlicher oder beschränkter 
Zahl der a, gefunden. q ist: positiv ganz, o eine positive nicht notwendig ganze 
Zahl. ‚Josef Meizner. 


Fraser, A. R.: The condensation of a perfeet Bose-Einstein gas. I. Philos. Mag., 
VI. Ser. 42, 156—164 (1951). 


Die en. der Zustandssumme 2, eines idealen B.-E.-Gases 


Le N Asa 
n=5;® Ä (N +1) Il: 1 — (exp (— u &)1 de 
> 


RUN. N MAg 


Er ‚nach der Ba eldunktsmieihode ist in der Nähe des len unkiie Are zu- 
lässig [Schubert, Z. Naturforsch. 1, 113 (1946)]. Verf. benutzt zur Berechnung von 


f{=-kT lm (F log 2x) (o = N/V endlich) 


5 N-o0o 
statt dessen eine von Kahn und Uhlenbeck für nicht-ideale Gase entwickelte 
Methode [Physiea 5, 399 (1938); s. auch: M. Born und K. Fuchs, Proc. roy. 
Soc. London A 166, 391—414 (1938); dies. Zbl. 19, 320]. Über die Volumabhängig- 
keit der Energiewerte &, werden Annahmen gemacht, die z. B. bei einem würfel- 
förmigen Volumen erfüllt sind. Die gewonnenen Ausdrücke für f und den A-Punkt 
stimmen mit den früheren von London, Fowler und Jones überein. 
Wolfram Urich. 
| Fraser, A. R.: The eondensation of a perfeet Bose-Einstein gas. II. Philos. 
. Mag., VII. Ser. 42., 165—175 (1951). 

Die mittleren Besetzungszahlen der Energiezustände in einem idealen B.-E.-Gas 
und deren Schwankungen werden, aus dem gleichen Grunde wie in I (obiges Referat), 
neu berechnet. Die Ergebnisse stimmen mit den nach früheren, unkorrekten Me- 
thoflen erhaltenen überein. Wolfram Urich. 

* Robinson, John E.: Note on the Bose-Einstein integral funetions. Phys. 
Review, II. Ser. 83, 678—-679 (1951). Re 

Kappler, E.: Schwankungserscheinungen. Math.-phys. Semesterber. 2, 24— 
44 (1951). 

Gabillard, Robert: Perturbations de la ‚„me&moire de phase“ d’un systeme de 
spins par les fluctuations dans le temps du champ magnötique. C. r. Acad. Sci., 
Paris 233, 307—309 (1951). 

‘  Datta Majumdar, Sudhansu: The theory of the separation of isotopes by 
thermal diffusion. Phys. Review, II. Ser. 81, 844—848 (1951). 

Der zeitliche Verlauf des Einstellvorgangs im Clusius-Dickelschen Trennrohr 
war bisher nur für den Fall sehr geringer Konzentration der einen Komponente be- 
rechnet worden [Bardeen, Phys. Review, II. Ser. 57, 35 (1940)]. Im Fall ver- 
gleichbarer Konzentration beider Komponenten hat man eine nichtlineare partielle 
Differentialgleichung zu lösen, die jedoch, wie in vorliegender Arbeit gezeigt wird, 
durch eine geeignete Substitution auf die gewöhnliche lineare Diffusionsgleichung 
zurückgeführt werden kann und sich so nach bekannten Verfahren exakt integrieren 
läßt. Der Vergleich der Reehnung mit Versuchsergebnissen von Clusius und 
Dickel am O,/N,-Gemisch wird durchgeführt. Ludwig Waldmann. 

Geist, D.: A note on the radially symmetrical phase growth controlled by 
heat eonduetion. Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 208—209 (1951). 

Die vor kurzem erschienene Franksche Arbeit, an der Verf. hier Kritik übt, 
ging im wesentlichen von dem Gedanken aus, eine Lösung der Wärmeleitungs- 
gleichung aufzustellen, die von einer einzigen Variablen, etwa s—=rattU2, ab- 
hängen soll. Verf. macht sich zunächst von dieser Grundannahme frei, findet eine 
Lösung der Wärmeleitungsgleichung, die einer punktförmigen Wärmequelle ent- 
spricht, integriert sie alsdann über die kugelförmige Oberfläche der sphärischen 
Phase und darauf nach der Zeit, während der die Wärmequellen auf der Oberfläche 
tätig gewesen sind. Auf diese Weise findet Verf. 

t 


Ms 7)]2\ md 2 
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wo o(r) den Radius der sphärischen Phasengrenze bezeichnet und v(r) deren Ge- 
schwindigkeit. Nach Hinzufügung der Annahmen Franks geht hieraus auch seine 
Lösung hervor. Der Weg zu anderweitigen physikalischen Annahmen ist aber offen 
gelassen. 8.0. Kar. 
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Elektrodynamik. Optik: 


e Schwenkhagen, H. E.: Allgemeine Wechselstromlehre. IL: Grundlagen. 
Berlin-Göttingen-Heidelberg: Springer-Verlag 1951. Mit 420 Abb., XI, 544 S8., 


Ganzleinen. DM 39.—. 

Das Buch ist als erster Band eines Lehrbuches für Elektroingenieure gedacht und behandelt 
in VIII Kapiteln, von denen die ersten kurzen zwei nur einleitenden Charakter haben, den ein- 
welligen Strom, die mehrwelligen Ströme, mehrphasige Systeme, Einfluß der Nichtlinearität 
der Eisenmagnetisierung, Schaltvorgänge in quasistationären Kreisen und die Energieüber- 
tragung im Drehfeld. Ein zweiter Band soll enthalten Vierpoltheorie, die lange Leitung im 
stationären Zustand, die Vierpolkette, Schaltvorgänge auf Leitungen, Wanderwellen und die 
Wellenausbreitung im Raum. — Verf. hat mit Absicht nicht die übliche Bezeichnung ‚Theorie 
der Wechselströme‘‘ gewählt, da er den Hauptwert auf den physikalischen Hintergrund des 
notwendigen mathematischen Mantels der Verfahren legt, um eine möglichst anschauliche Dar- 
stellung zu erreichen. Demgemäß ist das Buch mit Beispielen aus spezialisierten Themen der 
Praxis durchsetzt, um den Studenten die Anwendbarkeit der Grundlagen der Wechselstrom- 
lehre auf die Probleme seiner späteren praktischen Betätigung zu zeigen, aber auch um dem 
erfahrenen Praktiker die Schwierigkeiten aus dem Wege zu schaffen, die der Übergang von 
der gegebenen technischen Wirklichkeit zu den Symbolen der Schaltbilder und Diagrammen oft 
bereitet. — Diesen, dem Vorwort des Verf. entnommenen Sätzen entsprechend hat Verf. das 
Buch gestaltet. Es ist eine große Reihe von technischen praktischen Fragen in den Text hinein- 
gearbeitet, z. B. in IILC der Transformator ohne und mit Eisen und IV D sehr eingehend die 
harmonische Analyse, in VI Eisenkernspulen in Schwingungskreisen und Oberwellenerzeugung 
in VIII die Drehfeldmaschine mit ruhendem Läufer und der Asynchronmotor, um nur einige der 
wichtigsten zu nennen. Ein Blick in das Inhaltsverzeichnis ergibt die enorme Menge praktischer 
Fragen, die in dem Buch als Beispiele behandelt werden. Aus dieser Tatsache ist auch der be- 
sondere Wert des Buches abzulesen. Es ist ein sehr gutes Nachschlagewerk für die Behandlung 
vieler Fragen, die die Praxis aufwirft, und wird dafür dem Praktiker, wenn er die Lösung einer 
ihm gestellten Aufgabe sucht, sehr helfen können. Dagegen erscheint es dem Ref. als Lehrbuch 
für einen Anfänger etwas umfangreich und schwierig zu sein, denn für diesen ist ein großer Teil 
der behandelten Probleme noch unbekannt und ebenso abstrakt, wie eine mathematische Theorie. 
Das Buch ist im Grunde ein solches der Anwendungen der Theorie und für den, der darin Rat 
sucht, sehr gut. — Es ist offenbar schwierig, ein theoretisches Buch, das dem Anfänger die 
systematischen Grundlagen des mathematischen Werkzeugs geben soll, zu vereinigen mit der 
Absicht, denselben Anfänger auch in die praktischen Anwendungen mit allen Feinheiten ein- 
zuführen. Nicht ohne Grund sind die Vorlesungen auf diesen Gebieten an den Hochschulen 
getrennt und werden von verschiedenen Personen gehalten. Diese kritischen Bemerkungen, 
die von allgemeinen Gesichtspunkten diktiert werden, sollen aber keineswegs den Wert dieses 
Buches herabsetzen. Die Darstellung ist sehr flüssig und klar, und der dargebotene Tatsachen- 
reichtum ist sehr groß. Aber Ref. möchte dieses Buch nicht als Lehrbuch der Theorie der Wechsel- 
ströme bezeichnen, wie es ja auch Verf. nicht will, sondern als ein Nachschlagewerk und einen 
Ratgeber bei der Problembehandlung technischer Fragen und glaubt für diesen Zweck das Buch 
allen Ingenieuren der Praxis sehr empfehlen zu können und auch allen Studenten zur Ergänzung 
ihrer theoretischen Kenntnisse. W.O. Schumann. 


Fleischmann, R.: Die Struktur des physikalischen Begriffssystems. Z. Phys. 
129, 377—400 (1951). 

Verf. geht folgender Frage nach: Stellen die Symbole, welche in physikalischen 
Gleichungen auftreten, vollwertige physikalische Größen oder etwa reine, der 
Dimensionen beraubte Zahlen dar? Um sich Klarheit zu schaffen, untersucht Verf. 
die Verknüpfungsregeln physikalischer Größen wie Länge, Maße, Zeit, elektrische 
Ladung, magnetische Polstärke und dergleichen und findet, daß sie eine multi- 
plikative Gruppe bilden. Einzig im Gebiete der Elektromagnetik stößt er auf 
Unstimmigkeiten. So beim ©. G. S.-(Gauß) Maßsystem gegenüber €. G. 8.-(E) bzw. 
0. G.S.-(M) Maßsystemen glaubt Verf. behaupten zu können, daß die Identifi- 
zierung der elektromagnetischen Verkettung y mit c (der Lichtgeschwindigkeit) 
fehlerhaft sei, weil y ein Skalar ist, die Lichtgeschwindigkeit aber nicht. Nach Ref. 
ist aber unter Lichtgeschwindigkeit nur ihr Betrag zu verstehen, weil aus der Dimen- 
sionsbetrachtung etwas über die dimensionsfreie Richtung nicht erschlossen werden 
kann. S’CHRar: 


Berger, Erieh R.: Zum zweidimensionalen Feldproblem zweier leitender Ebe- 
nen. Österreich. Ingenieur-Arch. 5, 174—182 (1951). 
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Verf. befaßt sich mit dem Problem zweier gleich breiter Platten, deren La- 
_ dungen gleichen Betrag und entgegengesetztes Vorzeichen haben und welche von 


' der Schnittlinie ihrer Ebenen gleich weit entfernt sind. Der Fall beliebiger Ladungen 
' auf den Platten ist einer zweiten Mitteilung vorbehalten. Die Lösung erfolgt mit 
‚ Hilfe elliptischer Funktionen, indem die funktionentheoretische Aufgabe darin be- 


steht, eine Ebene mit zwei Schlitzen (den Platten) auf den Grundbereich einer 
doppelperiodischen Ebene so abzubilden, daß sich die beiden Schlitze auf zwei 
parallele Geraden abbilden. Die Berechnung der Abbildungsfunktion erfolgt nach 
Schwarz. Aus dieser Funktion ergibt sich dann das Feldbild. Verf. stellt schließ- 
lieh die Formeln für die numerische Anwendung dieser Ergebnisse zusammen und 
gibt ein einfaches Zahlenbeispiel. Max J.O. Strutt. 


Brown jr., William Fuller: Eleetrie and magnetie forees: A direet ealeulation. 
I. Amer. J. Phys. 19, 290—304 (1951). 

Im allgemeinen werden die Kraftwirkungen auf geladene und polarisierte 
Medien in äußeren Feldern aus dem Energiesatz abgeleitet. Gegen diese Ableitung 
führt Verf. verschiedene Bedenken an, wie etwa eine ungenügende Berücksichti- 
a. elektrostriktiver bzw. magnetostriktiver Deformationen im allgemeinen Energie- 

ruck usw. Er versucht daher eine direkte Berechnung der resultierenden Kraft 
und des Drehmomentes aus der Vorstellung heraus, daß es außer der Kraft auf 
Ladungen nur noch Kraftwirkungen auf Dipole (bzw. zwischen solchen) gibt. Dabei 
bleibt es, solange man nicht Spannungen oder Energiegrößen berechnet, im magne- 
tischen Fall gleichgültig, ob man die Dipole wirklich als Di-Pole auffaßt und die 
resultierende Kraftwirkung aus der magnetischen Feldstärke berechnet, oder sie 
als Amperesche Molekularströme ansieht und zur Kraftberechnung die magnetische 
Induktion verwendet. Verf. versucht dann weiter unter Heranziehung gewisser 
hydrodynamischer Betrachtungen auch elektrostriktive Effekte mit zu erfassen 
und kommt damit auch tatsächlich zu gewissen relativ einfachen Schlußformeln. 
Diese weichen aber von den bisher verwendeten Formeln teilweise ab. Eine Unter- 
suchung dieser Abweichungen wird für den zweiten, noch nicht erschienenen Teil 
angekündigt. Fritz Sauter. 

Smythe, W. R.: Eleetrie and magnetie forees between sphere and wire. J. 
appl. Phys. 22, 521—522 (1951). 

Roubine, Flie: Expression generale du champ &leetromagnötique d’une heliee. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 2297— 22983 (1951). 

Dungey, J. W.: Derivation of the dispersion equation for Alfven’s magneto- 


 hydrodynamie waves from Bailey’s eleetromagneto-ionie theory. Nature 167, 1029 — 


1030 (1951). 

Friedman, Bernard: Amplifieation of the traveling wave tube. J. appl. Phys. 
22, 443—447 (1951). Mn 

Zimmermann, F.: Über Eigenschaften der Transformatorschaltgruppen in 
Matrizendarstellung. Österreich. Ingenieur-Arch. 5, 105—116 (1951). 


Skavlem, Steingrim: On the diffraction of scalar plane waves by a slit of 


.infinite length. Arch. Math. Naturvid. 51, Nr. 4, 61—80 (1951). 


Die Beugung einer ebenen, senkrecht einfallenden skalaren Welle an einem 
unendlich langen Band oder Schlitz wird für die zwei Randbedingungen y = 0 
und öy/ön = 0 auf dem beugenden Objekt behandelt und die Durchlässigkeit des 
Schlitzes und die gesamte durch das Band gestreute Intensität werden für Wellen- 
längen, die größer als etwa ein Drittel der Schlitz- bzw. Bandbreite sind, numerisch 
berechnet. Die Berechnung geschieht durch Entwicklung der gebeugten Welle 


‚nach Mathieu-Funktionen, ähnlich wie bei Morse und Rubenstein (dies. Zbl. 


Kater u 


20, 177). Eigenwerte und Entwicklungskoeffizienten der benötigten Mathieuschen 
Funktionen werden auf sieben Dezimalen angegeben. Josef Meixner. 
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Maljuzinee, 6. D.: Über die Fokussierung in einem absorbierenden Medium. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 229—230 (1951) [Russisch ]. 

Ausgehend von der für ein vorgegebenes Gebiet G@ und dessen Rand /’ geltenden 
Wellengleichung Aw+ Aw=0 mit A=k?, wo k komplex, also All FRE 
gesetzt werden kann, definiert Verf. als Fokus den Punkt, in dem der Modul |w| 
ein Maximum besitzt. Er untersucht, bei welchen komplexen Werten A die Möglich- 
keit einer Fokussierung im Gebiet @ mit Einschluß von J’ fehlt. Er findet als not- 
wendige und hinreichende Bedingungen bez. des Gebietes @, daß hier A, = Rei <0 
sein muß. Bez. der Größe I’ des Gebietes G@ wird angenommen daß J' stückweise 
glatt ist und auf ihr die Grenzbedingung öw/öon+hw=0 gilt, wo n die äußere 
Normale und A eine stückweise stetige komplexe Funktion des Ortes ist. An den 
Kanten von J’ und an den Stellen, an denen h unstetig ist, wird angenommen, daß 
w stetig und eindeutig ist, so daß der Grenzwert von w in diesen Punkten nicht 
vom Wege — der @ und /' angehört — abhängt. Es wird unter dieser Voraussetzung 
gezeigt, daß w in einem Punkt von J'ein Maximum besitzen kann, wenn Re h>%0 
ist. Johannes Picht. 

Lucke, Winston $.: Eleetrie dipoles in the presence of elliptie and eireular 
eylinders. J. appl. Phys. 22, 14—19 (1951). | 

Es wird das Problem des durch einen Dipolstrahler erzeugten elektromagneti- 
schen Feldes in Gegenwart eines perfekt leitenden Zylinders vom elliptischen bzw. 
kreisförmigen Querschnitt gelöst. Betrachtet werden 1. der Fall paralleler Ein- 
stellung des Dipols zur Zylinderachse, 2. der Fall senkrechter Einstellung des- 
selben. Angewandt wird die Methode der Greenschen Funktion, nach der die Felder 
zunächst in Form von Integralen dargestellt werden. Sie lassen sich dann bei Be- 
schränkung auf die Wellenzone auswerten. 8.0. Kar. 

Kornhauser, E. T.: Radiation field of helical antennas with sinusoidal eurrent. 
J. appl. Phys. 22, 887—891 (1951). 

Dunbar, A. 8.: General formulation for ealeulation of shaped-beam antennas. 
J. appl. Phys. 22, 1217 (1951). 

Budden, K. @.: The refleetion of very low frequency radio waves at the surface 
of a sharply bounded ionosphere with superimposed magnetie field. Philos. Mag., 
VII. Ser. 42, 833—850 (1951). 

Baüos, jr., Alfredo, David S. Saxon and H. Gruen: Propagation charaete- 
risties in a coaxial structure with two dieleetries. J.appl. Phys. 22, 117—123 (1951). 

Die Ausbreitungscharakteristiken für elektrische Typen in einer rotations- 
symmetrischen Führung mit zwei Dielektrika ergeben interessante Resultate. Für 
einen gegebenen Typ sind die in Frage kommenden Parameter das Verhältnis der ' 
Dielektrizitätskonstanten, das Verhältnis der beiden Radien der Medien und die: 
Grenzfrequenz der leeren Führung. Nach Untersuchungen von Frankel, Bruck 
und Wicher liegt die Phasengeschwindigkeit eines Typs zwischen den Phasen- 
geschwindigkeiten in den unbegrenzten Dielektrika. Damit besteht die Möglich- 
keit, solche Führungen in linearen Beschleunigungen zu verwenden. Die Fr- 
gebnisse einer ausgedehnten Rechnung findet man in graphischen Darstellungen, 
welche die Abhängigkeit der Ausbreitungskonstanten und der Phasengeschwindig- 
keit von bestimmten Parametern angeben. Ferner findet man noch eine Be- 
trachtung über Kraftfluß und Feldverteilung. Hans Falkenhagen. 

Bladel, J. van: Expandability of a wave-guide field in terms of normal modes. 
J. appl. Phys. 22, 68—69 (1951). 

In der vorliegenden Arbeit wird der Beweis gegeben, daß es möglich ist, in 
einer Führung die elektromagnetischen Feldstärken durch Normal-Typen dar- 
zustellen. Dabei wird vorausgesetzt, daß die Führung mit einem homogenen Di- 
elektrikum gefüllt ist, während die Wände als vollkommen leitend angenommen 
werden. Die Führung habe die Richtung der 2-Achse und die 2-Abhängigkeit der zeit- 
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‚freien elektrischen und magnetischen Feldstärken E und H wird in der Form eihz 
' angesetzt. Bei harmonischen Vorgängen lautet beispielsweise die 2>-Komponente der 
elektrischen Feldstärke E,(xyzt) = e"+®) [E,(xy)]. Ecekige Klammern 
- schließen Größen ein, die nur von x, y abhängen. — E und H genügen den Maxwell- 
schen Gleichungen mit gewissen Randbedingungen, welche durch die Form der 
Führung bestimmt werden. Zufolge dieser Randbedingungen treten Eigenwerte und 
Eigenfunktionen auf, so daß auch eine Folge von h-Werten erscheint. Die Feld- 
stärken lassen sich im wesentlichen durch drei Normal-Typen darstellen. 
Hans Falkenhagen. 

e Broglie, L. de: Problemes de propagations guid6es des ondes 6leetromagn6- 
tiques. — 2!°me Ed. Paris: Gauthier-Villars 1951. 118 p. 1100 fr. 

Lin, Wei-Guan: Mierowave filters employing a single eavity exeited in more 
than one mode. J. appl. Phys. 22, 989—1001 (1951). 

Sollfrey, William: Wave propagation on helieal wires. J. appl. Phys. 22, 
905—910 (1951). 

Schmidt, Hubert Martin: Zylindrische Oberflächenwellenleiter. Z. angew. 
Phys. 3, 272—279 (1951). 

„Bericht. 

Twersky, Vietor: On the nonspeeular refleetion of eleetromagnetie waves. 
J. appl. Phys. 22, 8325—835 (1951). 

Es wird die nicht spiegelnde Reflexion ebener elektromagnetischer Wellen 
beliebiger Polarisation durch bestimmte vollkommen leitende Oberflächen be- 
handelt, die aus halbzylindrischen bzw. halbkugelförmigen Unebenheiten (Buckeln) 
auf einer unendlichen Ebene bestehen. Für eine einzelne derartige Unebenheit auf 
einer unendlichen Ebene wird für eine ebene Welle beliebiger Einfallsrichtung die 
Lösung angegeben, die zu einer Hypothese für Einzelstreuung erweitert wird, um 
so die Fernfeldlösungen für bestimmte endliche Verteilungsmuster sowohl aus end- 
lich als auch aus unendlich vielen kleinen gleichartigen Unebenheiten zu erhalten, 
die klein im Vergleich zur Wellenlänge sind. Die Ergebnisse für die verschiedenen 
Fälle werden in der Einfallsebene verglichen. Zwischen den Ausdrücken, die unter 
der Annahme halbzylindrischer bzw. halbkugeliger Unebenheiten erhalten wurden, 
lassen sich bestimmte Ahnlichkeitsbeziehungen feststellen. Das Verhältnis der 
Komponenten der reflektierten Intensität, der radiale Energiefluß parallel und senk- 
recht zur Einfallsebene sowie die gesamte Intensität und der radiale Energiefluß 
bei unpolarisiert einfallender Welle werden bestimmt. Für gewisse Werte des 
Parameters kann die reflektierte Strahlung entweder nur aus spiegelnden oder nur 
aus gestreuten Anteilen bestehen, während in anderen Fällen einer der gestreuten 
Anteile, die parallele oder die senkrechte Komponente verschwindet. Die Unter- 
suchung zeigt ferner das Auftreten eines Extremwertes der reflektierten Strahlung 

_ in der Nachbarschaft der Richtung der spiegelnden Reflexionen. Dieser Extrem- 
wert ist für kleine begrenzte Verteilung der Unebenheiten häufiger ein Minimum 
als ein Maximum. In diesem Fall gibt es auch mehrere kritische Einfallswinkel — 


die von n/2 sowie vom streifenden Einfall verschieden sein können —, für die die 
Reflexion unter dem Winkel der regulären Reflexion eine vollkommen spiegelnde 
ist. Johannes Picht. 


Hart, Robert W. and Elliott W. Montroll: On the seattering of plane waves 
by soft obstaeles. I. Spherical obstacles. J. appl. Phys. 22, 376—386 (1951). 


Es wird eine näherungsweise gültige Theorie der Streuung ebener Wellen durch sphärische 
Teilchen entwickelt, die dadurch charakterisiert sind, daß das Verhältnis m = 7,/A, kleiner als 

. 1,5 ist, wenn A, und A, die Wellenlängen der ebenen Welle in dem streuenden Material bzw. in 
> dem umgebenden Medium bedeutet. In der exakten Theorie des gestreuten Feldes tritt eine 
"unendliche Reihe Lagrangescher Polynome auf, deren Koeffizienten komplexe Verbindungen 
5 Besselscher Funktionen sind. Ist |m—1|<1 oder 2na/),>n, wo a den Durchmesser 
© der kleinen kugelförmigen Teilchen bedeutet, so ist es erlaubt, für die n-ten Koeffizienten einen 
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Näherungswert anzuführen. Dadurch wird es möglich, die Reihe zu summieren und analytisch 
geschlossene Ausdrücke für den Gesamtstreuungsquerschnitt der Kugel und für die Intensität 
der gestreuten Welle in Abhängigkeit vom Winkel zu erhalten. Diese Näherungsausdrücke 
sind im optischen Fall mit den Ergebnissen zu vergleichen, die numerisch durch das Bureau of 
Standards computing Laboratory erhalten wurden. Als Beispiel für die Genauigkeit und ‚den 
Gültigkeitsbereich der Formel wurde gefunden, daß für m < 1,1 der relative Fehler des Nähe- 
rungswertes für den gesamten Streuungsquerschnitt kleiner als 5% für Streuer einiger Größe ist. 
Für 1,1<m<1,5 ist der relative Fehler kleiner als 5%, wenn 2ra (m— 1)A,<6 und 
kleiner als 25%, für beliebige Kugelgrößen. — Der Zweck der Arbeit war u.a, eine näherungs- 
weise gültige neue geschlossene Form für die Rayleighschen und Mieschen Reihen abzuleiten. 
Angenommen wurde, daß die Strahlung durch die streuenden Teilchen keine Absorption er- 
leidet. Verf. weist indessen darauf hin, daß die Ergebnisse auch in solchen Fällen gültig sein 
werden, wenn der komplexe Brechungsindex der absorbierenden streuenden Teilchen (Kugel) 
seinem absoluten Werte nach kleiner als 1,5 ist. Es wird zunächst ein Überblick über die Ray- 
leigh-Ganssche Theorie der Streuung durch eine Kugel gleichförmiger Dichte bzw. durch eine 
Gaußsche Dichteverteilung gegeben und der sich hierbei ergebende Integralausdruck für homo- 
gene Kugeln und für den Fall einer Gaußschen kugelförmigen Dichteverteilung durchgeführt. 
Anschließend wird die Streuung ebener skalarer Wellen, sodann die elektromagnetischer Wellen 
behandelt. Johannes Picht. 

Sehröder, Hubert: Über die Liehtteilungsfunktionen dünner Mehrfachsehiehten 
und ihre Anwendungen. Z. angew. Physik 3, 53—66 (1951). 

Unter „‚Lichtteilung‘‘ wird sowohl die Beeinflussung der an vorgegebenen Grenz- 
flächen stattfindenden Aufteilung in durchgehende, reflektierte und absorbierte Strah- 
lung, als auch die Modifizierung einer primären Strahlung durch Filterung oder Polari- 
sation verstanden. Es wird zunächst, ausgehend von den Fresnelschen Reflexions- 
faktoren r für ein Mehrschichtensystem, die funktionale Abhängigkeit der Liehtver- 
teilung von der Brechzahl, der Dicke und den Brechungswinkel der Strahlung in den 
einzelnen Schichten in Form von Rekursionsausdrücken angegeben, wie dies auch in 
einigen anderen Arbeiten bereits geschehen ist. Die verhältnismäßig umständlich an- 
zuwendenden Rekursionsformeln werden in für die Rechnung zweckentsprechende 
Form gebracht, indem durch neueingeführte mathematische Symbole eine klare 
Übersicht geschaffen wird. Diese Formeln werden angewandt auf die Entspiegelung 
dielektrischer Körper, auf die metallische Reflexionsverminderung und auf die so- 
genannten Schmalband-Interferenz-Schichtfilter, die auf dem Perot-Fabry-Inter- 
ferometer-Prinzip beruhen. Anschließend folgt die Behandlung der Systeme mit 
periodischer Schichtfolge, die sehr eingehend diskutiert werden, sowie auf Polari- 
satoren, also Lichtteilungsfilter mit geringem spektralen Gang, bei denen die Fil- 
terung in der Ausschaltung einer der Schwingungsriehtungen besteht. 


Johannes Picht. 

Andrews, €. L.: A correetion to the treatment of Fresnel diffraetion. Amer. 
J. Phys. 19, 280—284 (1951). 

Perrin, Francis et A. Abragam: Polarisation de la lumiere diffusee par des 
partieules spheriques. J. Phys. Radium 12, 69—73 (1951). 

Im allgemeinen Fall bestehen zwischen den zehn Koeffizienten, welche die 
Identität und den Polarisationszustand der Beugungsstrahlung in homogenen 
trüben Medien bestimmen, fünf Relationen, wenn die Suspension aus gleichen 
Kügelchen besteht; nur eine einzige dieser Relationen bleibt übrig, wenn Kügel- 
chen verschiedener Sorte vorhanden sind. — Eine Suspension von irgendwelchen 
kugelförmigen Teilchen ohne optisches Drehungsvermögen hat nur vier verschie- 
dene Streukoeffizienten, zwischen denen dann noch eine Beziehung besteht, wenn 
es sich um gleiche Kügelchen handelt. — Für durchsichtige Kügelchen werden die 
vier Streukoeffizienten nach Formeln von Mie und Debye berechnet. Insbesondere 
wird darauf hingewiesen, wie man aus dem Polarisationszustand des Streulichtes 
eine Größenbestimmung der Teilchen vornehmen kann. Hans Falkenhagen. 


Holismark, J.: A remark on the theory of optieal images. Norske Vid. Selsk. 
Forhdl. 23, Nr. 27, 113—115 (1951). 
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"Die Abbildung in einem Mikroskop kann beschrieben werden als eine Transformation der 
vom Objekt erzeugten Beugungserscheinung in ein mittels eines optischen Systems erzeugtes 
Bild. Dabei hängt bekanntlich die Vollkommenheit des Bildes von der Anzahl der Ordnungen 
der Beugungserscheinungen ab, die durch diese Transformation berücksichtigt werden. Diese 
Anzahl der Beugungserscheinungen ist durch die Wellenlänge des Lichtes und durch die nume- 
rische Apertur des Objektivs bedingt. Entsprechende Überlegungen gelten für die Berechnung 
der Kristallstruktur oder der Molekularstruktur in Atomen aus Beugungsaufnahmen. Es wird 
auf die enge Analogie zwischen dem mathematischen Apparat, der hierfür benutzt wird, und 
dem physikalischen Prozeß der Bilderzeugung hingewiesen. Es wird besonders diskutiert, wie 
das Prinzip der Unsicherheit sich in den Transformationsformeln auswirkt und zu dem bekannten 
Gesetz führt, daß das Auflösungsvermögen umgekehrt proportional zur Wellenlänge ist. Die 
Berechnung des Bildes kann dementsprechend in zwei Schritten durchgeführt werden: a) Die 
Berechnung der Beugungserscheinungen im Linsensystem und b) die Berechnung des Bildes 
durch einen Integrationsprozeß in der Bildebene, wie er durch das Linsensystem tatsächlich 
durchgeführt wird. Johannes Picht. 

Holtsmark, J.: On the caleulation of optical images. Norske Vid. Selsk. 
Forhal. 23, Nr. 28, 116—121 (1951). 

Das von einem von rückwärts beleuchteten Objekt durch ein optisches System 
erzeugte Bild wird unter der Voraussetzung einer kreisförmigen Apertur des optischen 
Systems in zwei Schritten berechnet: 1. Es werden die Beugungserscheinungen, 
die vom Objekt hervorgerufen werden, am Orte des Linsensystems berechnet, 
2. wird durch einen Integrationsprozeß, wie er tatsächlich durch das Linsensystem 


erfolgt, in der Bildebene das Bild des Objekts berechnet. Die Überlegungen werden 


‚mit unpolarisierten Wellen durchgeführt. Die erste Berechnung geschieht durch 


Einführung einer Greenschen Funktion und unter der Annahme eines großen Ab- 
standes des optischen Systems vom Objekt und liefert für die Amplitude Vz in 
einem beliebigen Punkt einer das optische System berührenden Kugelfläche den 
bekannten Ausdruck 
- [0,0} 
Vr* "FeikR, H U, (0) cos ©, J, (ko sin ©,) o do. 
1 0 RE 

Wird die zweite Berechnung über eine unendlich große Öffnung durchgeführt, so 
ergibt sich eine Identitätstransformation ; das Bild ist also dem Objekt völlig iden- 
tisch. Handelt es sich um eine endliche Öffnung, so zeigt sich, daß die Struktur 
des Objekts nur unter gewissen Bedingungen reproduziert wird, wie dies dem Gesetz 
über das Auflösungsvermögen eines Linsensystems entspricht. Zum Schluß geht Verf. 
auf einen Vergleich der Bilderzeugung durch Sinuswellen mit entsprechenden Pro- 
blemen in der Theorie der Wärmeleitung ein. Johannes Picht. 

Suzuki, Tatsuro: The computation of the path of a ray and the correetion of 
the aberrations of a lens system. I. Proc. Japan Acad. 27, Nr. 4, 179—183 (1951). 

Für die Durchrechnung eines Strahls durch eine brechende Fläche empfiehlt 
der Verf. statt der üblichen Größen — Abstand des Achsenschnittpunkts von der 
Fläche s und Winkel mit der Achse « — die Länge des Lots vom Kugelmittelpunkt Ah 
und den Winkel des Lots mit der Achse © (bei der angegebenen Vorzeichenbestim- 
mung ist © = 90° — o), auch benutzt er statt des Einfallswinkels e dessen Kom- 
plement ß. Die Vorzeichen der Längen bestimmt er wie üblich und erhält die Bre- 
chungsformeln h" = nh/in, O+ß=09' + ß’(cosß = h/r), und die Übergangs- 
formeln: h,;, = h, — (, 008 O5, On = %, WO 0, = Ta 7m + in (tu Abstand der 
Flächen). Nach der letzten, k-ten Fläche ist der Abstand des Achsenschnittpunkts: 
s’ — r = hj/eos ©),. Die’besondern Formeln für Paraxialstrahlen werden mitgeteilt. 
— Für die astigmatische Rechnung soll der Hauptstrahl in der angegebenen Weise 
durchgerechnet werden, dann der Abstand des meridionalen und der des sagittalen 
Bildpunkts vom Fußpunkte des Lots von Fläche zu Fläche bestimmt. Die Formeln 
sind angegeben. — Für die Durchrechnung eines von einem Achsenpunkt kommen- 
den Strahles werden noch Formeln ohne Benutzung trigonometrischer Funktionen 
abgeleitet. — Zum Schluß werden Differentialformeln für die Farbenabweichung 
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festgestellt, wodurch mit einer gewissen Ungenauigkeit auch der sog. Gaußfehler 
“ermittelt werden kann. rei Boegehold. 

Suzuki, Tatsuro: The eomputation of the path of a ray and the correetion of 
the aberrations of a lens system. II. Proc. Japan Acad. 27, Nr. 4, 184—187 (1951). 

Im Anschluß an die erste Arbeit werden Differentialformeln abgeleitet, wie 
sich h‘. ©’ ändern, wenn h, ©, r um dh, dO, dr geändert werden, ebenso für ©,;1 
für Anderung von ©, und ©. Hat man nun mit einer Annahme durchgerechnet, 
also Schnittweiten und Abweichungen für mehrere Strahlen bestimmt, so kann 
man mit diesen Formeln — für die erste Fläche dh = 0, dO = 0 setzend — eine 
Anzahl linearer Gleichungen erhalten, in denen die geforderten Änderungen der 
Sehnittweiten und Abweichungen auf der rechten Seite stehen; die dr und dC die 
Unbekannten sind. Die Gleichungen sind dann in gewohnter Weise zu behandeln. 

H. Boegehold. 

Vasitek, Antonin: Reflexion de la lumiere sur des eouches multiples homo- 
genes minces et Epaisses. J. Phys. Radium 12, 590—592 (1951). 

Longhurst, R. $.: The astigmatie correetion of teleseopes. Proc. phys. Soc., 
Sect. B 64, 713—71?7 (1951). 

Menzel, Erich: Phasenkontrast-Verfahren. Z. angew. Phys. 3, 308—316 (1951). 

Bericht. 


Glaser, Walter und Friedrieh Lenz: Berechnung der elektronenoptischen Ab- 


en 


bildung durch drei typische, starke Magnetlinsen und ihr Zusammenhang mit der 


gewöhnlichen Linsengleichung. Ann. der Physik, VI. F. 9, 19—28 (1951). 

Es werden drei typisch magnetische Abbildungsfelder B, = B,/I1+ (2/a)?]" 
mit «=1 und 2 sowie B, = B,e”!®" betrachtet. Aus numerisch berechneten 
Elektronenbahnen für verschiedene Werte des Parameters I/?2/U* wird die Zu- 
ordnung von Ding- und Bildort exakt bestimmt. Für die angeführten Felder wer- 
den die oskulierenden Newtonschen Kardinalelemente (Hauptpunkte und Brenn- 
punkte) in ihrer Abhängigkeit von der Lage einander konjugierter Ding- und Bild- 
punkte berechnet. An Hand graphischer Darstellung wird gezeigt, worin sie von 
echten Newtonschen Abbildungsfeldern abweichen. Johannes Picht. 


Glaser, Walter und Otto Bergmann: Über die Tragweite der Begriffe „Brenn- 
punkte“ und „Brennweite“ in der Elektronenoptik und die starken Elektronenlinsen 
mit Newtonscher Abbildungsgleiehung. II. Z. angew. Math. Phys. 2, 159—188 (1951). 

Im Anschluß an Teil I (dies. Zbl. 40, 277), in dem gezeigt wurde, daß bei einer beliebigen 
elektronenoptischen Abbildung der Zusammenhang zwischen Ding- und Bildort und die Ver- 
größerung bis auf Glieder vierter Ordnung durch die gewöhnliche Linsengleichung approximiert 
werden kann, wenn man für je zwei optisch zueinander konjugierte Punkte (Objekt und Bild) 
besondere Kardinalelemente, also besondere Brennpunkte und Hauptpunkte annimmt, und in 
der weiter darauf hingewiesen wurde, daß unter diesen elektronenoptischen Abbildungen auch 
solche existieren, bei denen sich die Brennpunkte und Hauptpunkte als unabhängig von dem 
speziellen konjugierten Punktepaar ergeben, wird in vorliegender Arbeit näher untersucht, wie 
diese speziellen Abbildungsfelder, die Verff. als Newtonsche Abbildungsfelder bezeichnen, be- 
schaffen sein müssen. Verff. stellen zunächst eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung 
für ein Newtonsches Feld auf. Diese lautet B,(aotgg) = B,®(p) cos?y. Darin ist B, die 
magnetische Erregung längs der z-Achse, a eine für die Feldausdehnung kennzeichnende Länge, 


g=Y — (fh, + 2) p ein variabler Winkel, der mit der Koordinate x in dem Zusammenhang 
© = 0:tggo steht. Hierbei ist ferner das Koordinatensystem so gelegt, daß sein Ursprungs- 


punkt in der Mitte zwischen dem objektseitigen und dem bildseitigen Brennpunkt liegt, daß. 


also x, = — x, ist. ® ist eine beliebige Funktion, B, der Wert von B, für2=0. x und z 


stehen in dem Zusammenhang x =z/a. Auch eine notwendige und hinreichende Bedingung 
für ein Newtonsches Feld wird angegeben. Anschließend diskutieren Verff. ein von Hutter 
angegebenes Abbildungsfeld, charakterisiert durch B,(2) = B,/[1 + (z/a)?]?'”. Für dieses Feld 
geht die Hillsche Differentialgleichung v”’ + [1 + k2 o? ®2(p)] v = 0 in die Mathieusche Diffe- 
rentialgleichung v’’ + (1 + 2/2 — k2/2 cos2g)-v = 0 über, die höchstens eine halbperiodische 
Lösung p(P) besitzt, während bei Newtonschen Abbildungsfeldern auch die zweite Lösung q(9) 
halbperiodisch sein muß, wie es bei der Hillschen Differentialgleichung der Fall ist. Verff. geben 
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anschließend noch einige Newtonsche Abbildungsfelder an, die sie näher diskutieren. Es folgen 
Betrachtungen theoretischer Art über die experimentelle Bestimmung der „oskulierenden“ 
Kardinalelemente, die sich also auf sich von Objektpunkt zu Objektpunkt ändernde Haupt- 
und Brennpunkte beziehen, sowie über andere Abbildungsfragen. Desgleichen wird diskutiert, 
wie man ein empirisches Feld durch ein Newtonsches Feld approximieren kann. In zwei-mathe- 
matischen Anhängen werden Formeln abgeleitet, die in der Arbeit angewandt wurden. 

| Johannes Picht. 

Herzog, Richard F. K.: Neue Erkenntnisse über die elektronenoptischen Eigen- 
schaften magnetischer Ablenkfelder. Acta phys. Austr. 4, 431—444 (1951). 

Die Untersuchungen beziehen sich auf ein homogenes magnetisches Abbildungs- 
feld. Es wird gezeigt, daß dieses, abgesehen von der Ablenkung im allgemeinen, 
wie ein System von zwei gekreuzten Zylinderlinsen wirkt, von denen die eine ein 
in der Symmetrieebene zwischen den Polschuhen liegendes Strahlenbündel in radi- 
aler Richtung fokussiert, während die andere ein ebenes Strahlenbündel fokussiert, 
dessen Ebene auf der Symmetrieebene senkrecht steht. Die Berechnung der Brenn- 
weite dieser ‚„‚Linse‘“ zeigt, daß ihre Brennweite nur dann unendlich ist, wenn der 
Strahl das Feld senkrecht zu dessen Begrenzung betritt bzw. verläßt. Bei schrägem 
Ein- und Austritt wirken die beiden Streuungsfelder wie Sammel- oder Zerstreuungs- 
linsen, je nach den Winkeln zwischen den Richtungen des Strahles und den Rich- 
tuhgen der stärksten Abnahme des Feldes. Genauer diskutiert werden jene Spezial- 
fälle, bei denen die Brennpunkte der beiden gekreuzten Zylinderlinsen zusammen- 
fallen. Es wird darauf hingewiesen, daß die experimentelle Überprüfung mit der 
Theorie in guter Übereinstimmung steht. Johannes Picht. 


Sturrock, Peter: Formules nouvelles pour les aberrations du troisi&me ordre 
des lentilles &leetrostatiques. C. r. Acad. Sci., Paris 233, 243—245 (1951). 


Bernard, Michel: Le potential axial des lentilles a grille. ©. r. Acad. Sci., Paris 
233, 298—299 (1951). 

Bernard, M.: Sur quelques formules d’optique eleetronique. J. Phys. Radium 
12, 761—762 (1951). 


Quantentheorie: 


Viguier, Gabriel: Enchainement et quantification. Cas du rotateur spherique. 
Bull. Soc. Math. Phys. Macedoine 2, 81—89 (1951). 

Partant de l’&quation de Schrödinger correspondant au mouvement du rotateur 
spherique, l’A. montre que l’equation differentielle determinant les polynomes de 
Legendre peut s’&tudier a partir de notions mötriques liees a une öquation de Riccati. 

Gerard Petiau. 

Hanus, Wanda: The torsional oseillator. Acta phys. Polon. 10, 173—192 
(1951). 

The problem of the torsional oseillator is solved wave mechanically by using 
ordinary time-independent perturbation theory. The assumptions made when 
applying perturbation theory are (a) that the eigenvalues of the oseillator are non- 
 degenerate and (b) that the axes of the ellipsoid of the moments of torsion coineides 
with those of the ellipsoid of the moments of inertia. Under assumption (b) the 
solution of the unperturbed equation is closely related to that for the three dimen- 
sional harmonic oscillator. — The theory applies to the torsional vibrations of 
molecules in erystals and was tested by using the experimental results of the 
external Raman effect in pure naphthalene. The eigenvalues and functions which 
correspond to the unperturbed problem were found to be good approximations. 

Peter T. Landsberg. 


Neugebauer, Th.: Zu dem Problem der Nullpunktsunruhe. Acta phys. Acad. 
Sci. Hungar. 1, 167—173 (1951). 
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Gallone, $. and €. Salvetti: Energy level perturbation of a particle in a sphe- 
roidal potential well. Phys. Review, II. Ser. 82, 551 (1951). | 
Rideau, Guy: Möthode pour P’&tude des perturbations & duree limitee. C. r. 
red Sci., Paris 232, 1338—1340 (1951). 
| Rideau, Guy: Sur la conservyation de l’önergie en mecanique quantique. 
C. r. Acad. Sei., Paris 232, 1409—1411 (1951). 

Bemerkungen zu einer Arbeit von Lippmann und Schwinger (dies. Zbl. 
39, 424). Während in dieser Arbeit das Aufhören der Wechselwirkung für > + © | 
durch einen Faktor exp (— e |t|/h) ausgedrückt ist, verwendet Verf. ein Störpotential, | 
das für ein bestimmtes endliches Intervall zeitlich konstant und sonst Null ist. 
Die Ein- und Ausschaltprozesse verlaufen also nicht mehr adiabatisch. Vgl. hier- 
zu Sehiff: Quantum mechanics, New York 1949, S.196, 211. Gerhard Höhler. 

Rideau, Guy: Sur la quatriöme relation d’incertitude. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 2007—2009 (1951). | 

Fabre de la Ripelle, Michel: Applieation du caleul symbolique & la r&solution 
de la möthode des perturbations de Dirac. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 2403—2405 
(1951). 

Wigner, Eugene P.: On a elass of analytie funetions from the quantum theory 
of eollisions. Ann. of Math., II. Ser. 53, 36—67 (1951). 

Liegt ein wellenmechanisches Streuproblem an einem festen kugelsymmetri- 
schen Potentialfeld vor, dessen genauen Verlauf man nur außerhalb einer Kugel 
um das Streuzentrum kennt, so kann man trotzdem die gestreute Welle bzw. den 
Wirkungsquerschnitt angeben, sofern man die Schrödingergleichung für den be- 
kannten Potentialverlauf im Außenraum integrieren kann und sofern man (bei 
kugelsymmetrischen Wellenfunktionen) das Verhältnis der Wellenfunktion zu ihrer 
Radialableitung auf der Kugeloberfläche kennt. Dieses Verhältnis besitzt in Ab- 
hängigkeit von der Energie einfache Pole auf der reellen Achse. Es werden die 
allgemeinen Eigenschaften einer solchen Funktion untersucht hinsichtlich Lage, 
Häufigkeit und Residuum an diesen Polen. Fritz Sauter. 

Jost, R. and A. Pais: On the seattering of a partiele by a statie potential. 
Phys. Review, Il. Ser. 82, 840—851 (1951). 

Verff. diskutieren die Brauchbarkeit der Bornschen Näherung für die Berech- 
nung der Streuung am statischen Potential. Für den Fall des Yukawapotentials 
zeigt zunächst ein Vergleich mit den Ergebnissen numerischer Rechnung von 
Christian und Hart |Phys. Review, II. Ser. 77,441 (1949)], daß die zweite Bornsche 
Näherung zu einem großen Fehler führt (o = 140 statt 90 mb). Die Verff. wenden 
dann auf die Integralgleichung der Streuung 

ya) HAS Km y)y(y)ay 
die Fredholmsche Methode an, wobei die Singularität des Kerns eine Abänderung 
erfordert. Die Lösungen werden meromorphe Funktionen der Potentialstärke A 
und man kann die Konvergenz des Bornschen Verfahrens (Potenzreihe in A) über- 
sehen. Die Konvergenz des Fredholmschen Verfahrens ist für das Exponential- 
potential (%S-Zustand) gut, für das Yukawapotential hingegen für praktische An- 
wendung zu langsam. Gerhard Höhler. 

Koppe, H.: Die Streuung eines Teilehens an einer Potentialschwelle. Z. 
Naturforsch. 6a, 229—233 (1951). 

Verf. untersucht das Verhalten eines Wellenpakets im zeitlich konstanten 
Potentialfeld. (Eindimensionale Schrödinger-Gleichung.) Durch Laplacetrans- 
formation nach der Zeit kommt er zu einer inhomogenen, zeitunabhängigen Glei- 
chung, deren Greensche Funktion die Berechnung der Reflexions- und Durch- 
lässigkeitskoeffizienten erlaubt. [Bem. des Ref.: in engem Zusammenhang mit 
diesen Überlegungen stehen die von Feynman (dies. Zbl. 37, 124) und von Vis- 
conti (dies. Zbl. 37, 280, 39, 228).] Gerhard Höhler. 
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 eCorson, E. M.: Perturbation methods in the quantum meehanies of n-eleetron 


systems. London: Blackie & Son 1951. 320 p. 65. 


Das Buch behandelt in den ersten vier Kapiteln die Grundlagen der nichtrelativistischen 
Quantenmechanik mit den Methoden und den Bezeichnungen von Dirac (The principles of 
quantum mechanics, Oxford 1947; dies. Zbl. 30, 48). Verf. geht auf einzelne Punkte ausführlicher 
ein als Dirac und gibt eine große Zahl interessanter Anmerkungen. Im 5. Kapitel folgt aus- 
führlich die Schrödingersche Störungsrechnung. Im 6. Kapitel erklärt Verf. die von ihm be- 
nötigten Begriffe und Sätze aus der Gruppentheorie im Anschluß an das Buch von Murnaghan 
(Theory of group representations, Baltimore 1938; dies. Zbl. 22, 118). Die nächsten Kapitel sind 
dem Antisymmetrieprinzip, dem Variationsprinzip und der statistischen Methode gewidmet. Mit 
besonderer Ausführlichkeit untersucht Verf. dann das Diracsche Vektormodell. Dabei finden 
Methoden aus der Darstellungstheorie reichlich Anwendung. Beispiele aus der Quantenchemie be- 
schließen dieses Kapitel. Es folgt nun eine eingehende Behandlung der zweiten Quantelung, ihrer 
Beziehung zur Methode des self consistent field, zum Diraeschen Vektormodell und zu einer 
(nichtrelativistischen) Löchertheorie, die im Falle beinahe gefüllter Schalen in der Atomhülle 
eine Rolle spielt. Den Abschluß bildet ein kurzes Kapitel über die Theorie der S-Matrix. — 
Es ist schade, daß wegen des begrenzten Umfanges nicht mehr Beispiele gebracht werden konn- 
ten, auch hätte man vielleicht weitere Ausführungen zur Störungstheorie erwartet. — Die Dar- 
stellung ist lehrbuchartig, Beweise werden vollständig durchgeführt. Neben der eingehenden 
Behandlung des Vektormodells und der zweiten Quantelung liegt der Wert des Buches vor 
allem darin, daß ein großes Gebiet nach einheitlichen Gesichtspunkten dargestellt worden 
ist“ Unabhängig von den Zufälligkeiten historischer Entwicklung. Gerhard Höhler. 


Loo, Wen: On a variational prineiple for continuous speetra. Sci. Record 4, 
62—64 und chinesische Zusammenfassg. 61 (1951). 

A variant of Hulthen’s variational principle [Fysiog. Sällsk. Lund Förhdl. 
14, nr. 21, 13 p. (1944)] for the asymptotic phase in Schrödinger’s equation is given, 
where the class of competing functions is linear and the approximate value of the 
phase is a zero of a certain determinant. Lars Garding. 

Löwdin, Per-Olov and Alf Sjölander: A note on the numerical ealeulation of 
asymptotie phases with a numerical study of Hulthen’s variational principle. Ark. 
Fys. 3, Nr. 11, 155—166 (1951). 

Kampen, N. G. van: Note on the analytie continuation of the S-matrix. 
Philos. Mag., VII. Ser. 42, 851—855 (1951). 

Auf Kramers geht die Idee zurück, mittels analytischer Fortsetzung der für 
ein gegebenes Potential errechneten S-Matrix (im wesentlichen also der asympto- 
tischen Streuphasen) die Energiewerte für Bindung in demselben Potential zu ge- 
winnen. Verschiedene Versuche sind unternommen worden, um dabei auftretende 
Mißhelligkeiten durch Modifikation der Kramersschen Methode zu vermeiden. 
In der vorliegenden Arbeit gibt Verf. eine übersichtliche Daıstellung der Beziehung 
dieser verschiedenen Methoden zueinander. Es wird darauf hingewiesen, daß die 
analytische Fortsetzung der S-Matrix kein hinreichend definiertes Verfahren ist, 
wenn man den Verlauf für > 0 nur näherungsweise aus dem Experiment kennt. 

Gerhart Lüders. 

Valatin, Jean G.: Sur Ja seconde quantification. J. Phys. Radium 12, 131— 
141 (1951). 

Verf. behandelt die sogenannte zweite Quantelung eines Systems von Partikeln, 
welche dem (Paulischen) Ausschließungsprinzip genügen mit Verwendung alge- 


' braischer auf H. Grassmanns Ausdehnungslehre und N. Bourbakis Algebre multi- 


: 


lineaire zurückgehender Methoden. Dieser Kalkül gestattet insbesondere die 


Verwendung des Operators x,af = n,, welcher einer Multiplikation mit 1 oder 0 
entspricht, je nachdem der Wert von n, gleich 1 oder O0 ist. Verf. definiert 
r -19N. —0 
ja 9 ee er DNB 
V, za (di 2 n,) 1 N, es n,=1 
und gewinnt damit die op6rateurs de er&ation et d’annihilation a, = v,&,, Re 


. * ,%* Ku) * * GENER 
welche den Bedingungen aaa +a,0,=0I, gta, -I),a,u +ya,=6,, 


genügen. Da zur Beschreibung des Partikelsystems auch noch die Methode des 
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Konfigurationsraumes zur Verfügung steht, wird der Aquivalenzbeweis beider 
Methoden von Bedeutung. Verf. beschränkt sich für den Aquivalenzbeweis auf 
Fälle von Energieoperatoren mit positivem Spektrum und beabsichtigt in einer 
späteren Arbeit auf die notwendigen Modifikationen einzugehen, wie sie die negativen 
Energiezustände des Diracschen Elektrons mit sich bringen. Max Pinl. 

Faure, Robert: Integrale premiere du premier ordre dependant du temps. 
Ktude de deux eas partieuliers. Signifieation des matriees &,, &,, &, l’operateur 
(h/2ri) (2/01) joue un röle analogue & eeux des operateurs (h/2 ri) (0/29,). ©. r. 
Acad. Sei., Paris 232, 1738—1740 (1951). 

Poursuivant l’&tude commencee dans une note pr&cedente (ce Zbl. 42, 212) 
VA. cherche ä preeiser la forme generale des integrales premieres dependant du 
temps pouvant intervenir dans la theorie de l’&quation d’ondes relativiste de l’elec- 
tron de Diraec. Avec des notations confuses, l’A. retrouve des resultats etablis 
clairement par M. A. Proca dans sa these en 1933 [Ann. de Physique 20, 347—440, p. 
386 (1933); ce Zbl. 8, 90]. Gerard Petiau. 

Furry, W. H.: On bound states and scattering in positron theory. Phys. Review, 
II. Ser. 81, 115—124 (1951). 

Verf. führt — ausgehend von den Schwingerschen Arbeiten (dies. Zbl. 32, 
94, 33, 234) — eine „bound state representation“ ein, die sich von der Wechsel- 
wirkungsdarstellung dadurch unterscheidet, daß das äußere Feld in den Bewegungs- 
gleichungen für die Operatoren y auftritt. Schwingers Formel (I. 2.9) wird ver- 
bessert. Es wird -dann die Frage der Definition des Vakuums und der Ladungs- 
renormierung behandelt. Abschließend diskutiert Verf. die Streuung von Strahlung 
an gebundenen Elektronen, besonders im Hinblick auf die Übereinstimmung der 
Ergebnisse bei der Rechnung mit Zwischenzuständen negativer Energie und bei 
der mit virtueller Paarerzeugung. Gerhard Höhler. 

Dyson, F. J.: Heisenberg operators in quantum eleetrodynamies. I. Phys. 
Review, II. Ser: 82, 428—439 (1951). 

Das Ziel dieser und folgender Arbeiten soll sein, die Methoden zur Bestimmung 
der S-Matrix auf Aussagen über lokale Messungen auszudehnen, wobei unter 
einer lokal meßbaren Größe ein über einen endlichen Raumzeitbereich gemittelter 
Operator (z. B. für Feldstärke oder Stromdichte) in Heisenberg-Darstellung ver- 
standen wird. In der vorliegenden Arbeit werden Heisenberg-Operatoren in 
p-Darstellung ausgedrückt durch Operatoren in Wechselwirkungsdarstellung. Diese 
werden (nach Wick) als Summen von ‚Normalprodukten‘“ dargestellt, das sind 
solche, bei denen alle Emissionsoperatoren links von allen Absorptionsoperatoren 
stehen. Virtuelle Prozesse treten dann nicht mehr implizit auf, sondern werden 
durch die numerischen Faktoren der Normalprodukte erfaßt. Die Berechnung 
dieser Faktoren (M) erfolgt durch Zurückführung auf Feynman-Diagramme, 
konvergenzerzeugende Prozesse und komplexe Integraldarstellungen. Eine Deutung 
dieser Manipulationen wird vom Verfasser in der Zusammenfassung gegeben. Danach 
handelt es sich um einen Prozeß analytischer Fortsetzung, durch den ein Heisen- 
berg-Operator mit physikalisch vorkommenden Massen aus einem Operator mit 
sehr großen fiktiven Massen abgeleitet wird. Im Bereich großer Massen, wo wirkliche 
Erzeugung von Teilchen unmöglich ist, ist der Operator identisch mit der S-Matrix 
für ein geeignet gewähltes Streuproblem, auf die die Feynman-Technik anwendbar 
ist. Die analytische Fortsetzung erfolgt durch Variation der Massen, während die 
(konvergenzerzeugenden) Dämpfungsfaktoren nicht Null sind, und Annulierung 
dieser, wenn die physikalischen Werte der Massen erreicht sind. Walter H. Wessel. 

Dyson, F. J.: The renormalization method in quantum eleetrodynamies. Proc. 
roy. Soc., London, Ser. A 207, 395—401 (1951). 

Verf. gibt eine vorläufige Übersicht über eines neue Formulierung der Quanten- 
elektrodynamik. Bisher ist hierzu nur eine Arbeit erschienen (vorsteh. Referat) 


455° 


In den folgenden will er zeigen, daß durch eine explizite angebbare unitäre Trans- 
formation der Zustandsvektor der Tomonaga-Schwinger-Theorie in einen andern 
übergeführt wird, der einer divergenzfreien Bewegungsgleichung genügt. Die neue 
Formulierung, die für alle Systeme, also auch für gebundene Zustände gültig ist, 
soll nach Abänderung der Störungsrechnung auch für praktische Anwendungen 
brauchbar sein. Gerhard, Höhler. 

Salam, Abdus: Overlapping divergenees and the S-matrix. Phys. Review, 
II. Ser. 82, 217—227 (1951): | 

Dyson (dies. Zbl. 33, 142) hat gezeigt, wie durch Anwendung der Masse- 
und Ladungsrenormierung die Divergenzen der S-Matrix in der Quantenelektro- 
dynamik beseitigt werden können. Selbstenergiegraphen mit überlappenden ‚vertex 
parts‘‘ (b-Divergenzen) werden in dieser Arbeit nicht vollständig behandelt. Verf. 
verallgemeinert ein unveröffentlichtes Verfahren von Dyson für diesen Fall und 
wendet sein Ergebnis auf die Selbstenergie des Elektrons sowie auf pseudoskalare 
und skalare Mesonen in Wechselwirkung mit Nukleonen an. Gerhard Höhler. 

Ward, J. €.: On the renormalization of quantum eleetrodynamies. Proc. 
phys. Soc. London, Sect. A 64, 54—56 (1951). 

“ Verf. ergänzt den Beweis von Dyson für den Fall der b-Divergenzen (s. a. 
vorsteh. Referat) unter Benutzung der Ergebnisse einer früheren Arbeit [Phys. 
Review, II. Ser. 78, 182 (1950)]. Gerhard Höhler. 

Dalitz, R. H.: On radiative correetions to the angular correlation in internal 
pair ereation. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 206, 521—538 (1951). 

Zur Prüfung der Theorie der Hl ko okturen (Feynman, Dyson) En 
den Fall großer Impulsübertragung berechnet Verf. den durch innere Paarerzeugung 
erfolgenden Übergang eines angeregten 160-Kernes in den Grundzustand. Die ein- 
gehende Diskussion führt auf Korrekturen von einigen °/, bei kleinen und bei großen 
Winkeln zwischen den Bahnen der Teilchen. Gerhard Höhler. 

Gupta, Suraj N.: On the elimination of divergencies from quantum_ electro- 
dynamies. Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 426—427 (1951). 

Es wird eine Abänderung der en Methode (dies. Zbl. 33, 142) vor- 
geschlagen mit H = — A, j„ — öm yy — 4 öf F?,. Eine Renormierung der Ladung 
ist dann nicht erforderlich. Das a ist von Bedeutung für die Weiterent- 
wicklung der Dysonschen Theorie [Phys. Review, II. Ser. 83, 608—627 (1951)]- 

Gerhard Höhler. 

Coester, F.: Quantum eleetrodynamies with nonvanishing photon mass. Phys. 
Review, II. Ser. 83, 798—800 (1951). 

Verf. konstruiert eine Quantenelektrodynamik für Photonen der Masse x, 
so daß die beobachtbaren Größen für x —0 stetig in die der üblichen Theorie 
übergehen. Gerhard Höhler. 

Morette, Ceeile: On the definition and approximation of Feynman’s path 
integrals. Phys. Review, II. Ser. 81, 848—852 (1951). 

Rechnungen im Anschluß an die von R.P.Feynman [Reviews modern 
Phys. 20, 367—387 (1948)] gegebene Formulierung der Quantenmechanik. Als 
Beispiel wird ein Dirac-Teilchen in könstantem äußeren Feld behandelt. 

Gerhard Höhler. 

Rzewuski, J.: On the interaction of partieles in Feynman’s theory. Acta phys. 
Polon. 10, 294—296 (1951). 

Petermann, A. and E. €. G. Stueckelberg: Restrietion of possible interaetions 
in quantum eleetrodynamies. Phys. Review, II. Ser. 82, 548—549 (1951). 

Roberts, K. V.: On the quantum theory of the elementary partieles. II. Quantum 
field dynamies. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 207, 228—251 (1951). 

Referat s. dies. Zbl. 40, 424. 
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Coester, F.: Erratum: On the evaluation of- the S-matrix. Phys. Review, 
II. Ser. 83, 1066 (1951). 

Valatin, J. 6.: On a formulation of quantum eleetrodynamies. Phye) Be) 
II. Ser. 83, 850—851 (1951). 


Potier, Robert: Sur la derivation variationnelle des equations göndrales deeri- 
vant les eorpuscules de spin queleonque & masses multiples. C.r. Acad. Sci., Paris 
232, 1538—1540 (1951). + 

L’A. montre que les ö&quations d’ondes de type general qu’il a propose dans 
des notes anterieures [C. r. Acad. Sei., Paris 222, 638, 855, 1076 (1946), 228, 656 
(1949); ce Zbl. 34, 131] pour deerire des corpuscules de spin quelconque & masses 
multiples, peuvent se deduire d’un principe variationnel dont il donne ici l’expression 
du lagrangien. En general la th&orie proposee decrit les corpuscules par un nombre 
infini de fonctions d’ondes solutions d’un systeme compos& d’un nombre infini d’equa- 
tions lin6aires. Gerard Petiau. 

Potier, Robert: Sur la ealeul du quadriveeteur-courant dans la th6orie des 
corpuseules de spin queleonque ä masses multiples. C.r. Acad. Sci., Paris 232, 
1736—1738 (1951). 

L’A. introduit dans le ee lagrangien de la theorie generale qu’il a 
propos6de prec&demment (voir analyse pr&ced.) un quadrivecteur courant et calcule 
les composantes de ce quadrivecteur dans chaque &tat de spin et de masse propre 
dans le systeme de repos du corpuscule. Gerard Petiau. 

Potier, Robert: Sur les @quations d’ondes des corpuseules & masses multiples. 
C.r. Acad. Sci., Paris 232, 1647—1649 (1951). 

L’A. montre que le systeme des &equations d’ondes de la theorie generale qu’il 
a introduit prec&demment (v.le premier des comptes rendus precedents) admet 
des solutions reprösentant des ondes planes qu’il determine dans le systeme propre 
du corpuscule. Gerard Petiau. 

Prentki, Jaeques: Sur la production des me&sons // dans les collisions nueleon- 
nuceleon (theorie scalaire). C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1189—1191 (1951). 

La technique du calcul et les notations sont les mämes que dans le travail 
anterieur de l’A., relatif au cas pseudo-scalaire (ce Zbl. 40, 138). — Les formules 
obtenues pour les theories ‚„‚chargee“ et ‚‚neutre‘““ d’une part, pour la theorie „‚syme6- 
trique‘‘ d’autre part, ne sont pas conformes aux resultats experimentaux connus; 
en accord avec une opinion admise, il convient done d’exclure la theorie scalaire, 
ä couplage scalaire, des forces nucleaires. — L’A. termine par quelques remarques 
concernant le couplage vectoriel pur, et le couplage general, toujours en theorie 
scalaire. Olivier Costa de Beauregard. 

Case, K. M. and A. M. L. Messiah: Energy levels of a veetor partiele in a pure 
Coulomb field. Phys. Review, II. Ser. 82, 563 (1951). 


Porter, C. E. and H. Primakoff: The effeet of Bohr orbit binding on negative 
i-meson P-deeay. Phys. Review. II. Ser. 83, 849—850 (1951). 


Vrkljan, V. 8.: Existe-t-il dans la th6orie de la partieule A spin 1 de M. Et; 
Broglie une grandeur analogue au veeteur de Hertz? C.r. Acad. Sei., Paris { 232, 
2021910 (1951). 

L’A. montre que dans la theorie de la partieule de spin 1 de M. Louis de 
Broglie (Mecanique ondulatoire du photon, Paris 1949, p. 38—41; ce Zbl. 33, 94), 
il est possible de representer les grandeurs maxwelliennes (quadrivecteur et tenseur 
antisymötrique du second ordre satisfaisant aux dquations irreductibles du meson 
ou du photon de type vectoriel) au moyen d’un vecteur analogue au vecteur de 
Hertz de la theorie de Maxwell et les grandeurs non maxwelliennes (invariant et 
quadrivecteur satisfaisant aux &quations du meson ou du photon de type pseudo- 
scalaire) au moyen d’un scalaire. Gerard Petiau. 
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Br Gupta, Suraj N.: On Stueckelberg’s treatment of the veetor meson field. Proc. 
phys. Soc., Sect. A 64, 695—699 (1951). 
®: Verf. wendet die Methoden einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 40, 424) auf die 
Stückelbergsche Theorie des Vektormesons an. Gerhard Höhler. 
Rzewuski, Jan: Statistical interpretation of the Klein-Gordon equation. Acta 
- phys. Polon. 10, 296—298 (1951). 

Urban, P. und F. Sehwarzl: Die Theorien der Teilchen mit höherem Spin. 
Acta phys. Austr. 4, 380—404 (1951). 

L’A. reprend l’expos& de la theorie des particules el&mentaires de spin quel- 
conque en suivant la methode de representation spinorielle introduite par P.A. 
. M. Dirac [Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 155, 447—459 (1936); ce Zbl. 14, 423], 
M.Fierz [Helvet. Phys. Acta 12, 3—37 (1939) ; ce Zbl. 20, 189], Bhabha [Reviews 
modern Phys. 17, 200 (1945)] et d&veloppee plus completement depuis par K.J. 
Le Couteur (ce Zbl. 40, 131). Avee un formalisme peu difförent de celui utilise 
par ce dernier, l’A. retrouve des resultats analogues. Gerard Pebiau. 

Heisenberg, W.: Zur Frage der Kausalität in der Quantentheorie der Elementar- 
teilchen. Z. Naturforsch. 6a, 281—284 (1951). 

» Gegen den vom Verf. in zwei früheren Arbeiten (dies. Zbl. 36, 268, 38, 408) 
vorgeschlagenen Rahmen für eine einheitliche und konsequente Theorie der Ele- 
mentarteilchen wurde von Fierz [Helvetica phys. Acta 23, 731—739 (1950)] der 
Einwand erhoben, daß in solchen Theorien reelle Prozesse mit verkehrter Zeitfolge 
auftreten, d.h. daß sie der Kausalität widersprechen. Verf. versucht nun zu zeigen, 
daß es Theorien vom vorgeschlagenen Typus gibt, in denen diese Abweichungen 
von der Kausalität auf Gebiete sehr kleiner zeitlicher Ausdehnung beschränkt bleiben. 
Es werden ferner Gründe dafür angegeben, daß ein solches Verhalten tatsächlich 
physikalisch zu erwarten sei. M. R. Schafroth. 

Bodiou, Georges: Operateur hermitien, de caractere stochastique et operateur 
eovariant, de derivation des spineurs, dans un espace de Riemann (ä quatre dimensions). 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 806—808 (1951). 

On cherche les systemes de coordonnees et definition de la derivation dans un 
space riemannien, qui concilient la validite de la definition des spineurs et celle 
des prineipes stochastiques de la me&canique ondulatoire, lesquels exigent l’hermi- 
ticit& des operateurs. — On montre que les conditions cherch6es existent, et on 
les formule. Dans les systemes de reference repondant & ces conditions, la forme 
symbolique usuelle de l’&quation de Dirac est conservee. Olivier Costade Beauregard. 

Nadi, M. el: Dirac’s equation in a Riemann space with an asymmetrical metrie. 
Phys. Review, II. Ser. 81, 159—160 (1951). 

Die Bewegung einer Punktladung im Viererpotential läßt sich beschreiben als 
Bewegung auf dem Nullkegel eines fünfdimensionalen Raums, wenn man beim 
metrischen Fundamentaltensor als hinzutretende Komponenten g;„ diejenigen des 
elektrischen Viererpotentials wählt. In entsprechender Weise wird unter Hinzu- 
ziehung der Matrix y, die Diracgleichung gebildet. Die Darstellung wird einfach 
und übersichtlich. Wilhelm Macke. 

Kwal, Bernard: Sur une methode covariante de quantification locale en 
th6orie generale des champs. J. Phys. Radium 12, 572 (1951). 

Gupta, Suraj N.: On the elimination of divergencies from elassical eleetro- 
dynamies. Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 50—53 (1951). 

Verf. beseitigt die Divergenzen der klassischen Elektrodynamik durch einen 
Zusatzterm zum Energie-Impuls-Tensor, der sich aus den symmetrischen Feldern 
berechnet. Seine Bewegungsgleichungen stimmen dann mit denen von Dirac (dies. 
Zbl. 23, 427) überein. Gerhard Höhler. 

Kwal, Bernard: Pression de radiation en &leetrodynamique non Iineaire. J. 
Phys. Radium 12, 762 (1951). 
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